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线性 代数 这 门 学 笠 ， 在 十 九 世 纪 就 已 经 获得 了 光辉 的 成 
就 . 由 于 它 在 数学 的 许多 分 支 以 及 物理 技术 科学 中 有 越 来 
越 广 泛 的 应 用 , 所 以 直到 目前 , 它 不 仅 在 代数 , 而 且 在 科学 技 
术 的 许多 领域 里 ,都 占有 重要 的 她 位， 正 因 为 该 个 原故 ,需要 
学 习 和 了 解 线 性 代数 的 读者 越 来 越 多 .作为 一 外 数学 工作 
者 , 写 一 本 便于 自修 线性 代数 的 节 荐 ,应 为 刻不容缓 的 ， 
编写 这 荫 的 目的 , 是 想 详 细 地 .系统 地 阅 述 线性 代数 的 主 
要 内 容 ,， 以 利于 读者 自修 . 因此 , 本 书 在 写法 上 , 每 章 甚至 每 
节 的 开头 , 总 是 把 要 解决 的 问题 明确 提出 , 让 读者 此 有 一 个 梗 
概 。 对 于 线性 代数 的 初等 部 分 , 如 行列 式 和 线性 方程 组 的 理 
论 ， 作 给 以 一 定 的 篇 蛋 ， 对 于 非 齐 次 (线性 的 ) 方 程 组 的 基础 
解 系 这 外 问题 ,在 一 般 书 上 就 谈 得 很 少 , 而 本 书 完 全 用 讲 齐 次 
方程 组 之 基础 解 系 的 平行 的 办 法 来 讲 ， 异 以 对 恨 看 出 齐 次 与 
非 齐 次 之 问 无 实质 性 的 差异 、 而 讲 基础 解 系 时 势必 牵涉 到 向 
重 间 的 线性 相关 及 无 其 的 概念 ,这 对 初学 者 理解 时 往往 感觉 
困难 较 太 ， 本 书 环 绕 “ 行 列 式 等 于 零 的 充 要 条 忻 是 它 的 行 (或 
列 ) 为 线性 粗 关 这 个 问题 为 中 心 来 写 荐 合宜 的 ， 
线性 代数 传统 的 写法 大 瑶 有 两 种 ,一 是 从 线性 空间 的 线 
生变 蜀 的 所 请 不 变 子 空间 的 概念 出 发 ， 引 出 线性 变换 的 一 些 
标准 形 ( 恕 有理 标准 形 . 约旦 标准 形 , 对 角形 等 ); 另 一 种 写法 
人 从 上 算 阵 的 角度 入 手 ， 直 接 讲 求 矩 阵 的 这 样 一些 标 准 形 的 具 
* 方 法 .前 一 种 写法 的 优点 在 于 把 几何 问题 能 够 盖 明 得 非常 
。 1 。 


透 逢 ， 但 其 页 点 基 对 某 一 个 第 阵 怎 样 用 具体 的 方法 求 得 它 的 
标准 形 ,往往 使 裙 学 的 回 志 感到 陌生 ; 后 一 种 写法 图 可 使 读者 
明了 和 华 样 实际 求 抵 阵 之 标准 形 的 方法 ， 但 对 于 其 几何 意义 风 
落 无 所 知 . 线性 代数 实际 上 产生 于 解析 几何 ， 线 性 代数 与 解 
析 几 何 有 有 紧密 的 联系 ,就 车 丢掉 儿 何 意义 , 只 讲 矩 阵 之 标准 形 
的 实际 求法 , 这 不 是 一 个 好 的 方法 ， 维 考 虑 到 矩阵 是 数学 本 
身 以 及 应 用 科学 的 一 个 很 重要 的 工 其 , 又 不 得 不 突出 建 阵 ,所 
以 本 书 是 突出 矩阵 的 运算 ， 但 紧 接 着 就 详尽 立 述 它们 的 玫 何 
意义 , 借以 开阔 读者 的 视野 , 湄 区 几何 与 代数 之 内 在 的 联系 . 

因此 ,全书 自始至终 ,对 代数 与 几何 的 关系 都 给 以 重视 ， 
例如 坐标 变换 、 二 次 曲面 (曲线 ) 的 分 类 《投影 、 仿 射 、 度 量 ) 都 
反复 作 了 说 明 , 这 样 既 联系 了 交 何 ， 也 丰富 了 线 代数 的 内 容 ， 
闻 样 , 在 讲 了 实 直 交 第 阵 之 实 标准 形 后 (第 八 章 )， 也 跟着 说 明 
直觉 空间 (三 维 与 二 维 的 ) 内 的 直 交 变换 究竟 表示 尝 样 的 几何 
运动 

当然 , 由 于 本 书 是 研究 线性 代数 ,所 以 对 于 提 及 的 几何 村 
料 不 能 要 求 自 成 吃 何 系统 ， 只 能 把 几 伺 材料 看 成 是 线性 代数 
的 应 用 . 线性 代数 的 应 用 自然 不 只 限于 解析 几何 , 如 数学 分 
析 和 微分 方程 , 它们 与 线性 代数 的 关系 也 很 密切 ,因而 在 第 六 
章 末 说 明了 怎样 利用 二 次 齐 式 中 有 定 及 不 定 的 玲 论 来 解决 数 
学 分 折 中 多 元 雷 数 之 轰 大 极 小 问题 ， 在 第 五 章 第 日 节 后 面 紧 
接着 又 介绍 了 利用 答 阵 之 有 理 标 准 形 与 约旦 标准 形 来 解 微 分 
方程 组 、 本 书 克 其 对 线性 代数 在 微分 方程 中 的 应 用 给 以 特别 
的 重视 , 辟 第 九 章 讲 矩 阵 分 析 , 目的 是 说 明 怎 样 利用 矩阵 知识 
来 解 武 一 阶 变 系数 线性 非 齐 次 繁 分 方程 组 的 解 之 开 在 及 唯一 
性 问题 . 同时 ,也 在 第 无 章 , 利用 给 阵 分 析 知 识 研究 了 在 线性 
代数 计算 方法 中 解 线性 方程 组 之 选 代 法 的 收 敦 条 件 . 


和 看 


第 十 章 讨 论 几 个 特 萄 问题 , 如 直 积 , 复合 盼 阵 、 特 征 值 的 
估计 ,看 阵 之 极 分 解 . 全 引 阵 环 的 基 ， 利用 复合 矩阵 而 通 计 轰 
分 解 , 说 明 回 算 阵 与 尼 米 特 录 阵 在 线性 代数 中 的 重要 地 位 , 因 
而 对 忻 算 了 血 与 厄 米 特 矩 阵 的 特性 又 作 了 深入 一 步 的 探讨 ， 

1962 年 时 ， 件 者 曾 与 能 全 湾 先 生 合 编 < 线 性 代数 >» 一 书 ， 
近年 来 ,学 习 【 包 括 自 修 ) 线 性 代数 的 读者 渐 多 ,和 寿 方 来 信 鹿 问 
这 书 其 为 月 切 ， 但 考虑 作者 在 2 年 的 书 对 自学 者 不 尽 相 宜 ， 
篮 于 香 方 面 的 这 一 要 求 理 应 重新 改写 ,限于 个 人 学 识 水 平 ,不 
妥 甚 至 请 误 之 处 一 定 很 多 , 望 广大 谈 者 指正 。 

臣 汉 大 学 了 张 远 达 
一 九 七 九 年 三 月 
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第 一 章 行 列 式 


本 章 讨 论 二 面 五 个 问题 ，+,， 行列 式 的 概念 是 怎样 形成 
的 ? 3. 行列 式 有 和 什么 性 质 ?* 3. 怎样 计算 一 个 行列 式 ? 4. 如 
何 应 用 行列 式 的 性 质 来 解 线性 方程 组 ? 5. 行列 式 的 性 质 与 
计算 可 以 怎样 推广 ? 


第 1 节 行列 式 的 概念 


行列 式 这 个 妾 您 究 竟 是 怎样 形成 的 昵 ? 这 就 得 从 解 一 次 
方程 组 谈 起 ， 
我 们 都 知道 怎样 解 方 程 组 ， 
Wi bg = kl, 
{oop (1) 
具体 步 驴 是 从 (了 里 先 消 去 y 而 求 得 wm 这 只 要 将 (了 D 的 第 
一 、 二 两 个 式 子 分 别 汞 以 ia 与 一 ,然后 青 相 如 , 就 得 到 
(gba— 2b ) w= hb — Kabi. 
向 理 , 在 刷 中 也 可 消去 = 而 求 得 多 这 就 要 将 (二 的 第 一 、 二 
两 个 式 子 分 别 苹 以 一 oa 与 es， 然后 再 相 加 , 得 到 
《G403 一 Ga) 人 = G1 — ak 
于 是 ,在 也 =aipa 一 oo 区 关 D 时 , (I) 的 解 为 
Kids —— Kab 


证 一 一 一 一 一 


dbs — toby ” 


(2) 


一 
Aiba 一 adi " 


反之 ,容易 检验 (2 叉 确 为 { 卫 的 解 . 

(2) 式 尽管 提供 了 方程 组 (了 ) 之 解 的 公式 , 但 (台式 很 玲 记 
忆 . 为 了 易于 记 住 (2) 式 , 我们 要 从 表示 式 中 发 现 一 些 字母 之 
疝 的 规律 . 

可 以 发 现 ，(2 中 必 与 y 的 天 示 式 中 的 分 母 是 格 辐 的 ， 即 
都 等 于 qa153 一 ab 而 这 个 数 马 仅 与 (中 2Z，yY 的 系数 有 关 ， 
号 常数 项 无 关 . 如 果 把 这 些 系 数 按 它们 在 原 米 方程 组 中 的 位 
置 写 出 ,并 在 两 旁 各 加 一 条 竖 直线 , 即 用 符 导 


本 1 1 ] 
本 二 6 
来 表示 az 一 aa 人 这 个 数 , 即 
0 
万 ~ | | -5 一 aa5 (3) 
[a bd, 


我 们 把 (3) 称 为 二 级 行列 式 , 把 五 中 横 写 的 叫做 行 ， 竖 号 的 是 
做 列 ， 因 此 (8) 含有 两 个 行 与 两 个 列 。 从 (3) 式 看 出 ， 符 号 
1 bi 

8 | 可 看 成 是 ， 从 左上 角 到 右 下 角 的 对 角 线 上 两 个 元 于 
根 汞 取 符 号 “十 ”所 得 的 a15， 再 将 其 中 从 右上 角 到 左下 角 的 
对 角 线 上 两 个 元 素 相 乘 取 符 号 “--” 所 得 的 一 gs51, 热 后 再 把 
这 两 个 结果 合并 就 得 到 了 (3) 式 ， 这 就 是 计算 二 级 行列 式 的 
规则 ， 

利用 这 个 规则 , 即 本 把 (2 中 必 与 y 之 表达 式 的 分 子 分 别 
表 成 


tk bs 
ky bs 


Ga 有 : 


» 


好 号 下 5 
于 古 ( 罗 式 林 沁 成 
» 


| bi 0 | 
1 KR a: un a 
re Bl Ya bl 
Le , 人 bs 
象 这 样 帅 一 级 行列 式 米 表达 方程 组 (全 的 解 的 公式 ， 非 常 简 
便 , 而 且 也 容易 记忆 ， 


再 财 含 三 个 未 知 量 9y, spa， za 的 三 个 方程 所 成 的 方程 组 
个 1191 十 Stoty 十 Giara = 01, 
| Coit + aa | G23Ts 一 心 23， (4) 
{at | dao 二 G33 — 3. 
为 了 解 ( 各 式 ， 就 得 消去 ( 巷 中 的 任 两 个 未 知 量 ， 求 得 具 合 一 
个 未 知 量 的 方程 . 例如 把 (4) 的 第 一 、 二 、 三 个 方程 分 别 用 
9 一 aga 3 一 G13G33， (la438 一 C13923 去 弱 ， 然 后 再 加 
起 来 ,结果 可 知 ws 与 23 的 系数 都 等 于 零 ,而 得 到 等 式 ， 
(G02 十 dz13Q23081 十 1391082 — 11099032 — tiga1 (9a 
— sd) m1 
= big29089 + 12G23Da | 1aD ydsa — P199089 
— 1033 一 S1992208. 
所 以 , 当 
好 一 GilgaaGas 十 BiaGasqsl + 1382719 一 T1129 39 
— dg — G1ad2atar PO 
时 , 就 得 到 


Maraas tt Taroabat rts — aay 一 cada 一 Si sD 
ror Ts Fira TF FIs — 11 dp — Mi Tas — Tg 


用 类 似 的 方法 , 可 求 得 
Daagt Dra + 19 ba ~ 1099b3 — bit291t198 — ist 
qd gt dO— E049 一 A190 09 — tt gog 
Ti Dt bt mas — tha — Hon bs — Figg 
S199 + O19 S199 一 Rad — O12 des 一 19a0 91 * 


Et = 


这 就 是 说 ; 当 如 0 时 ,方程 组 (如 果 有 解 ,这 解 必 是 工 面 那 
样 的 形状 ， 

反之 ,将 这 样 的 @1,， ws， wa 的 值 代 入 方程 组 (), 也 容易 检 
验 它 们 确 是 (入 的 解 . 所 以 , 当 总 关 0 时 ,方程 组 (加 有 唯一 的 
一 组 解 , 即 是 上 面 fi， mmo， ws 的 表达 式 . 

同 前 面 一 样 , 为 了 便于 记忆 这 公式 ,我 们 要 从 这 些 囊 达 式 
中 发 现 一 些 字 母 之 疝 的 规律 . 

首先 , 我 们 看 到 ww2,， ws 的 表达 式 里 分 母 都 等 于 DD; 而 
一 十， 2, 3) 的 表达 式 之 分 子 ， 是 将 卫 中 凡 zw 之 系数 fu, 
aa Qa 分 别 用 51，3s，Bs 去 替换 而 成 的 . 于 是 ， 只 要 对 分 母 
的 结构 和 弄 清 楚 了 ， 则 办，mm，za 之 志 达 式 的 结构 也 就 搞 清 楚 
本、 

与 引进 二 级 行列 式 一 样 ,用 符号 
Hl 1 1 


(5) 


Mat doy {Tag 


Ga {faa Can 
来 表示 DD 即 


et i ty 
dm i iy 
Sn Gm ys 


(号 中 售 有 三 行 、 三 列 ， 我 们 把 (6) 称 为 三 级 行列 式 ， 上 式 者 
明 , 《多 是 由 六 个 项 组 成 ,其 中 每 一 项 都 是 个 ) 中 三 个 元 素 的 乘 
积 ， 且 每 个 乘积 合 有 每 一 行 及 每 一 列 的 一 个 元 素 且 仪 合 每 一 
行 每 一 列 的 一 个 元 素 , 因此 , 其 中 的 每 一 项 都 可 以 写成 下 面 的 
形式 ， 


| ep oe Pe 


iptaatar, (的 
其 中 p,q, y 是 自然 数 1, 2 8 的 某 排 列 ， 与 二 级 行列 式 娄 
ss 过 ， 


似 , 引用 对 角 线 法 则 , 很 容易 把 (5 中 正 负 项 写 出 来 ， 先 写 出 
一 个 有 六 条 对 角 线 的 表 , 如 


ai 是 人 


这 对 角 钱 表 是 将 原 三 级 行列 式 的 第 一 、 二 两 列 重复 写 出 依次 
附加 在 三 级 行列 式 的 右边 而 成 ， 其 中 每 一 条 对 角 线 把 三 个 元 
素 连 在 一 块 取 其 积 ， 在 实 线 对 角 线 上 三 个 元 素 的 习 积 冠 以 
“十 号 ,在 虚 弘 对 角 线 上 三 个 元 素 的 乘积 冠 以 “一 ”号 ,然后 把 
这 六 个 飞 积 加 起 来 , 就 得 到 三 级 行列 式 (5) 的 值 . 

引用 三 级 行列 式 的 记号 ,对 方程 组 (4), 当 DD 了 0 时, 它 的 
唯一 的 一 组 解 就 可 和 写成. 
bl als tg M1 Pd1 is 
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dat Vag a 
怎样 把 二 级 、 三 级 行列 式 的 意义 推广 到 一 般 的 ”级 行列 式 , 并 
利用 它 来 表达 由 个 未 知 量 mn 个 方程 所 组 成 的 线性 方程 组 的 
各 村 全 


解 呢 ? 从 .上面 的 扒 导 可 知 ， 由 两 个 未 知 量 中 消去 一 个 比较 容 
易 , 而 由 三 个 末 知 量 中 消去 两 个 就 已 经 很 麻烦 了 ,至 于 一般 ,出 
% 个 末 刘 量 中 消去 %* 一 1 个 ， 在 理论 上 虽然 是 可 能 的 ， 诅 要 上 
体 地 实施 , 其 困难 程度 可 想 而 知 . 因此 , 有 级 行列 式 的 定义 也 
就 不 能 用 上 面 类 贷 的 方法 去 求 得 . 

我 们 来 详细 研究 一 下 二 级 .三 级 行列 式 的 销 构 , 找 出 它们 
内 在 的 规律 , 然后 根据 它 来 形式 地 定义 ma 级 行列 式 ， 可 以 看 
出 ,为 了 得 到 (5) 中 所 有 的 项 , 只 需要 在 习 积 人 6) 中 使 第 二 个 指 
标 p, gq, 7 取 1, 2, 3 的 所 有 可 能 的 六 种 不 同 的 排列 

1, 2, 83; 2, 8, 1; 8, 1, 2; 1, 8, 2; 2, 1, 8; 8, 2, 1 (7) 
就 行 了 .。 但是， 乘积 (@) 在 全 ) 中 出 现 的 时 候 ， 有 一 些 带 有 正 
号 , 另 一 些 却 带 有 负 号 , 这 就 还 需要 指明 选择 正 负 号 时 所 依据 
的 法 则 ， 实 际 上 , (6) 中 带 有 正 号 的 那些 项 ( 即 乘积 ) 的 第 二 个 
指标 p,q, ”形成 下 列 的 三 个 排列 ; 

1, 2, 3, 2 8, 1, 83, 1, 名 {8) 
带 有 负 号 的 那些 乘积 的 第 二 个 指标 p，g,， 7 形成 下 列 的 三 个 
排列 ， 

1, 83, 9%, 2, 1, 8, 3, 9, 1 (9) 
现在 间 (8) 中 的 三 个 排列 与 (9) 中 的 三 个 排列 的 区 别 是 什么 ? 
为 此 ,上 先 要 引入 一 个 闭 序 的 概念 . 

任意 两 个 自然 数 , 如 果 大 的 在 小 的 前 面 , 就 叫 这 两 个 自然 
数 间 有 一 个 运 序 . 一 个 排列 中 所 有 任意 两 个 数 的 六 序数 的 
和 , 叫做 这 排列 的 这 序数 .在 (8) 中 , 对 第 一 个 排列 , 没有 六 序 
《 即 逆 序数 等 于 零 ); 在 第 二 个 排列 中 ， 如 果 逐 次 拒 每 一 个 数 同 
它 后 面 的 各 个 数 比 较 , 容易 看 出 有 两 个 逆序 (一 个 是 2 在 1 前 ， 
另 一 个 是 3 在 1 前 ); 同 祥 ,可 以 看 进 , 第 三 个 排列 也 有 两 个 道 
序 ( 一 个 是 8 在 工 前 ， 另 一 个 是 3 在 2 前 ). 于 是 ,我 们 得 知 
s 习 二 


(8) 中 所 有 的 排列 都 有 偶数 个 赣 序 . 用 阿 样 的 方法 可 知 ，(9) 
中 所 有 的 排列 都 有 关 数 个 道 序 ， 当 排列 的 道 序数 为 个 数 或 奇 
数 时 ， 就 叫 该 排列 分 别 为 个 排列 或 坷 徘 列 。、 这 就 告诉 我 们 ， 
《5 中 各 项 正 负 号 选择 的 法 网 是 : (四 中 任 一 项 人 6) 应 冠 久 正 号 
或 负 导 ,完全 由 它 的 第 二 个 指标 形成 的 排列 2 9,， 7 为 偶 排 列 
或 奇 排列 来 决定 . 

在 上 述 讨论 基 础 上 ,我 们 可 以 得 和 ， 
Ril Wg ia 
ay -I Nap ggTsr, (10) 
I Was dy 
式 中 得 号 [p, 7] 表示 排列 pg, ”7 的 逆序 数 , 符 号 之 ,表示 
对 1 2, 3 的 所 有 可 能 的 排列 取 和 . 

因为 1, 2 两 个 数 的 所 有 可 能 的 排列 只 有 1，2 与 2, 1 两 
个 ,前 者 的 逆序 数 为 零 ,后 者 的 逆序 数 为 1， 所 以 
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这 恰 与 (1 人 0 式 的 形式 一 致 、 这 就 是 说 , 二 级 行列 式 的 概念 为 

三 级 行列 式 的 特例 .， 在 (0) 式 基础 上 ,不 难 推广 到 一 般 的 情 

形 ， 设 有 守 个 数 ,把 它们 每 成 一 个 有 mm 行 和 站 列 的 符号 , 如 
ti 13 人 1 
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mt na nn 
我 们 叫 (1 为 nn 级 行列 式 , 它 表示 所 有 这 祥 乘 积 的 代数 和 , 即 
s 人 


每 个 乘积 含有 呈 个 元 素 ， 使 每 行 每 列 的 元 有 且 只 有 一 个 出 现 
在 该 乘积 中 ,于 是 这 些 乘积 都 可 以 写成 下 面 的 形式 ， 

Lip Top np {12 
其 中 pi, Ppa, ,pr 是 了， 2,…, n 的 某 一 排列 ,每 个 这 样 的 排 
列 依 1，2,…, n 的 上 师 序 来 比较 就 有 一 个 逆序 数 ， 当 这 逆序 数 
为 偶数 时 ， 这 项 取 ( 十 ) 号 ,而 当道 序数 为 青 数 时 , 这 项 就 取 负 
(一 ) 导 ， 用 式 子 表示 , 就 是 ， 
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《二 Pian Pn) 
其 中 符号 [pp ps，…, gr] 表示 排列 pi, ps， Dn 的 道 序数 ， 
符号 ， 忆 ”表示 要 对 1, 2，，…, n 的 记 有 排列 取 和 . 


{Pi Tar Dn} 


因为 个 数字 1,2,…, ns 的 所 有 排列 共有 1.2.……n 一 
94! 个 ,所 以 ”组 行列 式 共 有 m1 个 项 . 

途 需 说 明 的 是 ， 对 于 行列 式 (1t) 中 的 每 个 元 素 ay， 它 的 
右 下 角 有 两 个 下 标 ， 第 一 个 下 标 ' 人 "表示 元 素 ow 所 在 的 行 的 
序数 ， 第 二 个 下 标 “ 介 则 表示 这 元 素 所 在 的 列 的 序数 ， 于 是 ay 
又 败 明 它 是 第 了 行 第 了 列 的 元 素面 (13) 中 把 每 项 写成 乘积 
Qimdom* np 的 形式 ， 其 意义 就 是 要 将 每 项 的 "个 元 素 依照 行 
的 先后 次 序 来 写 ( 例 如 ear, 是 在 第 一 行 上 的 ， 所 以 写 在 乘积 的 
最 前 面 , aso, 是 在 第 二 行 上 的 ,. 所 以 窟 在 乘积 的 第 二 位 ， 最 
后 err。 是 在 第 s 行 上 的 ,所 以 写 在 乘积 的 第 位). 所 谓 如， 
Da， Pr 依 顺 序 1，2,…, sm 来 比较 其 逆序 数 ， 就 是 说 按照 
列 的 顺序 来 比较 逆序 数 。 至 于 当 元 素 a 的 第 一 个 下 标 % 不 


面 避 . 事 “ 


是 表示 它 所 在 的 行 的 序数 ， 或 第 二 个 下 标 了 不 是 表示 它 所 在 
的 列 的 序数 时 , 表示 式 忆 3 中 的 任意 项 Qipazo*…aws, 的 排 法 以 
及 作为 与 pl Ps; ,Vw 比较 的 顺序 ，2,…, nn 都 应 当 相 应 
地 改变 ， 例 如 
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这 里 上 2，g， 中 是 排列 2， 9, 六 依 顺 序 8, 3, 工 比 较 所 得 的 北 
序数 ， 因为 第 一 、 二 、 三 列 是 以 右 下 角 的 第 二 个 下 标 3、2 1 
这 三 个 数 分 别 来 岩 示 的 ， 所 以 有 [3, 2, 1 一 0，[L，8， 纪 一 乌 
《其 中 工 在 3 前 有 一 个 逆序 , 1 在 3 前 也 有 一 个 道 序 )}， 等 等 ， 
右 下 角 的 第 一 个 下 标 2, 1, 8 分别 品 示 第 一 .二 ,三 行 的 活 序 ， 
因 之 应 每 项 先 写 成 ggayoasr 后 , 再 来 比较 列 的 道 序数 ， 所 以 ， 
在 考虑 各 项 的 道 序 数 时 ， 材 认 清 (18) 中 1, 2, …, % 所 表示 的 
具 栖 意义 , 决 不 可 形式 地 拘泥 于 1 23，…, % 这 中 全 数字 的 大 
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1 已 知 sacm0,， 解 方程 组 : 
br—ay~ —2ab, 
| -ss+aae-ae， 
二 一 在， 
2, 3? 级 行列 式 寻 8 中 的 项 aznga yaam atoml 应 带 秆 么 正 负 和 寻 ? 
3 证明: 在 一 个 % 朗 行 列 式 中 ,如 果 等 于 零 的 充 素 的 个 数 坟 于 炽 一 上 那 末 
这 行列 式 等 于 零 . 


第 2 节 行列 式 的 基本 性 质 


在 nn 一 2、83 时, 可 以 直接 由 定义 去 计算 行列 式 的 值 , 但 在 
和 入 各 


na 较 大 时 , 例如 nw 一 10, 直接 由 定义 去 计算 10 级 行列 式 的 值 ， 
就 得 计算 10! = 3628800 个 项 ， 其 计算 的 工作 量 将 非常 繁重 . 
于 是 ,实际 要 计算 行列 式 时 ， 必 须 采 取 另 外 的 途径 ， 为 此 , 必 
须 先 研究 行列 式 有 哪些 性 质 , 以 便利 用 行列 让 之 性 质 , 来 实际 
地 去 计算 行列 式 的 值 . 

前 已 指出 ，n 级 行列 式 是 指 有 nl 个 项 的 代数 和 , 每 一 项 
含 且 仪 合 每 行 每 列 的 一 个 元 ; 至 于 各 项 的 符号 是 这 样 规定 的 ， 
即将 该 项 的 个 因子 (元 素 ) 按 行 的 自然 磊 序 排 写 ( 也 就 是 把 
第 一 、 二 、…、% 行 的 元 分 别 写 为 该 项 的 第 一 . 二 、…. nn 个 因 
子 ), 然后 再 来 看 这 个 元 素 所 在 列 的 逆序 数 的 琳 或 俩 而 冠 以 
负 号 ”一 ”或 正 号 “十 ”， 于 是 ， 目 然 会 提出 这 样 一 个 问题 , 即 从 
”级 行列 式 之 每 行 每 列 各 取 一 个 元 之 项 的 n 个 元 素 若 按 列 的 
自然 硕 序 排 写 后 ， 再 来 看 它们 所 在 行 的 逆序 数 的 奇偶 性 而 冠 
以 负 号 或 正 号 , 记得 结果 是 一 致 的 吗 ? 

可 以 猜测 ， 上 而 的 问题 似 可 有 肯定 的 答案 ， 也 就 是 要 证 
明 行 列 式 导 8) 与 下 面 的 行列 式 

dl gl id 


fy ag na 
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J 之 Qn) (一 了 0 ga “pn (14) 


相等 。 注意 行列 式 代 4) 是 从 行列 式 人 8) 的 行 变 成 列 ， 而 将 列 
变 成 行 , 但 不 改变 行 或 列 中 各 元 素 的 排列 之 顺序 而 成 的 我 
们 把 过 多 称 为 人 43) 的 转 置 行列 式 ， 当然 ， 13) 也 是 以 的 转 
秆 行列 式 ， 对 于 行列 式 D, 我 们 把 它 的 转 置 行列 式 记 成 D. 

去 证 明 一 行列 式 与 它 的 转 置 行列 式 相 等 ， 自 然 会 率 涉 到 
排列 的 次 序 变 更 时 , 它 的 逆序 数 应 该 发 生 怎 样 的 变化 . 对 此 ， 
。10 。 


我 们 有 下 面 的 引 理 ; 

引 理 使 某 排 列 中 任 襄 两 个 数字 互 换 ， 则 这 排列 之 记 序 
教 增加 或 减灾 一 个 柯 数 . 也 就 是 说 ， 互 接 排 列 中 任 两 个 数字 
时 , 排列 的 奇 偶 性 要 变更 . 

证 明 《一 ) 先 讨论 一 种 特别 情形 ， 即 互 换 的 两 个 数字 是 
排列 中 入 仔 的 两 个 数字 . 

假定 原来 的 排列 是 

ee, 
其 中 的 点 子 “ 都 表示 数 ， 现在 只 把 与 7 了 互 换 , 得 到 一 个 
新 的 排列 

ee 站， 名， + 
在 这 两 个 排列 中 ， 数 字 《与 了 和 其 祭 的 数字 所 成 的 赣 序 显然 
没有 变动 。 如果 立 相对 了 在 原 排列 中 没有 道 序 , 则 它们 在 新 
排列 中 就 有 一 个 道 序 ， 即 增加 了 一 个 道 序数 . 如 果 名 相对 
在 原 排 列 中 已 有 闭 序 , 则 在 新 排列 中 就 失掉 了 这 道 序 , 即 减少 
了 一 个 遂 序数 . 这 就 是 说 , 当 交 换 两 个 相 邻 的 数字 时 , 引 理 是 
成 立 的 ， 

‘二 ) 再 考虑 一 般 情形 ， 即 假定 互相 交换 的 两 数字 与 7 
中 间 还 有 =* 个 数字 避 > 丰 ， 即 排列 形状 是 


* kb, ky, 本 LE $, 六 (15) 
时 , 双 与 3 变换 后 所 成 的 新 排列 为 
"yp 9， E, ks, 四 部 ， 6, ", (16) 


这 时 , 可 以 用 下 面 的 方法 从 排列 民有 辐 变 到 排列 (16)， 
首先 , 交换 排列 (15) 中 两 个 相 邻 数字 与 下 而 得 一 个 新 
排列 , 再 在 这 新 排列 中 互 换 宇 与 入 这 两 个 相 倒 的 数字 又 得 一 
新 排列 ， 继 续 这 样 做 下 去 , 直到 把 与 加 互 换 ,再 又 把 和 与 3 
互 换 , 就 得 到 
。11 。 


人 7 车 (IT) 
其 中 的 点 子 以 及 点 子 的 次 序 都 和 (15) 中 的 完全 一 样 。 最 后 ， 
再 从 排列 (1 中 把 3 晒 次 与 它 前 面 的 和 ,如 , 而 一 个 挨 一 
个 地 互 换 , 就 得 到 《467、 从 而 可 知 , 由 己 乓 到 (6)， 是 从 (415) 
开始 通过 互相 交换 相 邻 两 数字 共 3 十 1 回 而 得 (7), 然后 再 从 
民 六 起 通过 互相 交换 相 邻 两 数字 共 * 回 就 得 到 了 (6) ， 总 起 
来 讲 ,就 是 互相 交换 两 个 相 他 数字 共 28 十 1 辐 , 可 从 民有 本 得 到 
(16)， 因 为 交换 两 个 相 邻 数字 , 排列 的 奇偶 性 变更 了 , 因此 奇 
倡 性 变更 了 奇数 3s 十 1 回 , 结果 就 变更 了 原 排 列 的 奇偶 性 . 
之 此 , 引 理 完全 得 证 . 
有 了 这 引 理 , 就 不 难 证 明 上 而 我 们 提出 的 向 题 , 即 ， 
定理 1 行列 式 和 它 的 转 置 行列 式 和 等 . 
证 明 ”着 能 证 明 行 列 式 QQ 的 任 盏 项 都 在 (td4) 中 出 现 ， 
那 末 可 用 同样 方法 证 明 人 dd 之 任意 项 也 出 现在 怪 8) 中， 因此 
(3) 就 等 于 (4 问题 就 解决 了， 
了 行列 式 (13) 之 任 一 项 
CL) Pp pn Gp, Gap, "ng,. 
将 这 个 项 的 加 个 因子 am，essn， …，q 的 次 序 重 新 排列 一 
下 , 使 它 科 的 去 下 角 的 第 二 个 指标 还 原 成 自然 排列 1， 3 
,这 时 它们 的 吉 下 角 的 第 一 个 指标 当然 就 挛 成 了 1, 2, …,n 
的 某 一 个 排列 的 ，2s，…，0%， 于 是 ,就 有 
《一 1) [ps par Dip apnp, 
< 一 { 一 1) Pr pe pe ga "An, (1 
若 能 证 明 
《 -- 1Y pe pis “fin (—1Y eo ~ gm] (19) 
则 (一 了 gpgag…dop, 即 为 以 和 之 一 项 ， 问 题 就 解决 
了 .但 要 证 明 (19) ,就 内需 证 明 [py, pa, …， pn] 与 [9 qa, …， 
二 和 


4 或 同 为 奇数 或 同 为 个 数 就 可 以 了 . 

我 们 知道 ; 从 {13) 的 左边 到 右边 的 过 程 , 是 可 以 从 交换 阁 
于 加 两 个 相 邻 的 因子 来 完成 但 每 一 次 这 样 的 互 换 , 显然 会 
乌 第 一 个 于 标 所 成 之 排列 中 的 两 个 相 邻 数字 互 换 了 ， 同 时 也 
使 第 二 个 下 标记 成 之 排列 中 的 两 个 相 邻 数字 互 换 了 ， 当 (419) 
的 左边 过 渡 到 右边 时 , 第 一 个 下 标 是 由 排列 1,2, :…, % 变 成 
了 9 99， rn: 帮 第 二 个 下 标 则 由 排列 训 ， Ta,…, pb 变 成 
了 且 然 排列 工 , 3, …, %， 候 如 从 昌 及 的 左边 过 渡 到 右边 所 需 
娶 的 互 换 两 个 相 令 因子 的 回 数 为 ， 因 为 从 工 , 2,…, nm 变 成 
gd 2 0 与 从 2 2 和 训 成 工 入 …, 2 所 天 要 的 
互 换 两 个 相 邻 数字 的 回 数 都 可 以 取 成 加 ,所 以 由 引 理 ,就 得 
到 

[pi Pa, nd 一 [2 十 
一 下 十 8 十 … 十 3 
[gi, ga， 一 
一 上 十 切 十 十 丰 ， 

蕊 中 ,和 ;， 各， 本 和， … 都 是 奇数 ( 正 或 负 ， 实际 上 都 
猎 于 十 或 一 蕊 ， 于 是 ， 当 大 为 奇数 时 ，[ 和 Be，…， 和 ] 与 
[9 9 同 是 奇数 ; 当 ， 为 偶数 时 ，[2， 知 ，…，2] 与 
[ga da nj] 则 奇 为 司 数 ， 因 之 ，[i 9， 和] 与 [1 
ga，"…"， gn] 的 奇 依 性 相同 ， 也 就 说 明了 行列 式 人 9) 之 任 一 项 
也 是 (14) 的 一 项 .定理 1 完全 得 证 

有 了 定理 工 即 可 断言 行列 式 之 行 与 列 有 同等 的 功效 , 也, 
就 是 说 , 当 行 列 式 卫 具 有 关于 行 的 性 质 时 , 则 吃 也 必 相 应 
地 具有 关于 列 的 性 质 e( 这 是 因为 ， 令 DD 表示 了 的 转 置 行列 
式 ， 由 假设 行列 式 具 行 性 质 s, 故 DD 具 行 福 质 s, 但 D' 的 行 
就 是 如 的 列 ,因而 卫 具 列 性 质 ); 反之 亦 然 . 


下 了 训 和 


所 以 ,今后 研究 行列 式 的 性 质 时 ,我 们 就 只 着重 研 客 行 . 

我 们 知道 ， 行 列 式 的 定义 中 ， 一 个 关键 问题 就 是 排列 的 
奇偶 人 性， 引 理 又 告诉 我 们 ， 互 换 一 排列 中 尾 两 个 数字 时， 这 
排 济 的 奇偶 性 就 要 改变 了 . 于 是 自然 会 问 ， 一 行列 式 之 尾 两 
修行 互相 看 换 一 下 , 这 行列 式 的 值 怎样 改变 呢 ? 容易 猜想 ,其 
结果 内 是 改变 符号 的 正 货 ,也 就 是 有 有， 

定理 已 将 行列 式 的 性 两 个 行列 ) 互 撞 ， 行 列 式 之 值 只 
变 村 号, 

证 明 将 行列 式 (11) 用 如来 表示 .， 互 换 它 的 第 各 了 两 
行 名 之 ) ,并 不 动 其 它 的 各 行 , 就 得 一 新 行列 式 


Hit Wa O°* in 


dit oa |) 
4-|: : : 

Hi a rn (7) 

Hal na Hh 


(旁边 括号 内 的 数 % 与 了 表示 行 的 序数 )， 因 为 4 中 列 的 标记 
与 在 DD 中 的 标记 一 样 , 即 第 一 、 二 、…、% 列 仍 分 别 用 原来 的 
第 二 个 右 下 标 工 入 …， w% 来 标记 ; 但 行 的 标记 就 不 同 了 ， 即 
第 一 个 下 标 ,分 别 表示 4 的 第 了 行 与 第 了 行 ,并 且 由 于 
[和 
一 [2 2 02] 十 奇数 ， 
所 以 行列 式 4 的 人 尾 一 项 
《一 二 epee ps elgg “Qype ips ng, 

一 (—1) Lp we Pe pp Png op jp ng 

= (~ {CD Pe pp np} 


括号 { 1} 内 的 式 于 是 行列 式 卫 中 的 一 项 ， 此 即 表 上 明 , 4 之 性 
- 14 。 


一 项 是 也 之 一 项 的 反 号 ， 这 就 证 得 了 4= 一 DD, 定理 2 证 完 ， 

由 定理 2, 马上 得 知 下 面 的 

推论 ” 育 两 行 ( 列 ) 完 全 和 相同 的 行列 式 等 于 零 . 

证 明 ” 若 行 列 式 DD 的 第 5 两 行列) 完全 一 样 , 则 一 方 
面 互 较 第 3 了 两 行 ( 烈 ) 时 , 民 然 司 没 有 发 生变 化 ; 可 另 一 方 
面 ， 据 定理 2， 它 又 变 为 一 册 故 有 了 = 一 已 ， 即 有 2 以 一 少 ， 
了 D0. 证 上 毕 . 

又 ,由 行列 式 的 定义 ,还 可 直接 地 得 知 下 列 人 性 质 ， 

性 质 工 车 行列 去 有 一 行 {( 列 ) 完 全 是 零 ， 那 束 这 行列 式 
就 等 于 零 ， 

证 明 例如 第 % 行 ( 列 ) 的 元 素 完 全 为 零 ， 则 因 行 列 式 之 
各 项 都 有 第 《 行 ( 列 ) 的 某 元 素 为 因子 ， 故 这 时 行列 式 之 各 项 
都 等 于 零 , 因 之 这 行列 式 自身 也 和 等于零. 

性 质 2 将 行 宣 式 的 某 一 行列 ) 中 所 有 元 素 都 同 用 数 到 
去 薪 , 其 结果 就 寺 于 用 数 天 译 雪 这 个 行列 式 ， 

证 明 考 用 大乘 行列 式 卫 之 第 4 行 ( 列 7) 的 所 有 元 素 , 因 
为 玫 之 每 一 项 都 含有 一 个 且 仅 一 个 第 衬 行 ( 列 ? 的 元 素 , 所 以 
用 上 飞 必 之 第 行列) 的 所 有 元 素 就 元 有 异乎 是 把 也 的 每 一 
项 都 增加 了 一 个 因子 手 是 其 结果 就 等 于 原 行列 式 万 丧 以 
数 上 . 

由 性 质 2, 即 可 得 到 ， 

推论 1 行列 云 中 某 一 行 ( 列 ) 的 所 有 元 素 的 公 因 子 ， 可 
以 提 到 行列 式 桂 号 的 外 面 ， 

再 借助 定理 2 又 得 到 ; 

推论 号 行列 式 中 车 青 两 个 行 ( 列 ? 成 比例 ， 则 这 行列 式 
等 于 堆 ， 

证 明 ”车 行列 式 冯 之 第 了 行 ( 列 ) 的 元 素 为 第 立行 ( 列 ? 的 

» 15 。 


对 应 元 素 的 和 倍 人 G 下 力 ， 则 当 提 出 第 了 了 行 ( 列 ) 的 公 因 了 到 
行列 式 符号 的 外 面 时 ， 就 得 到 一 个 有 两 行 ( 列 ) 完 全 相同 的 行 
列 式 , 因而 据 定理 2 的 推论 , 知 D=0. 

由 行列 式 之 定义 ， 可 知 属 于 同一 行 的 两 个 元 素 决 不 会 出 
现 福 同一 个 项 内 ， 故 若 把 行列 式 看 做 任何 一 行 之 元 素 的 函数 
(例如 第 和 行 之 元 于 ea，aia ，04n 的 函数 )， 则 它 为 om， 
ai Bn 的 一 次 齐 次 式 .， 挽 各 话说 ,可 写 做 


人 11 a "in 


和 9 an 一 Ca 十 Ga 十 :十 Gin 
aa 
的 形状 ， 其 中 A A, “ys 4 不 会 第 多 行 的 元 于 . 对 列 说 
来 ,也 是 这 样 。 据 此 , 即 可 证 明 下 面 的 ; 
性 质 吕 如 果 行 列 式 中 第 汪 行 ( 列 ) 的 所 有 元 素 都 可 以 写 
或 两 项 的 和 的 形状 ; 
4 或 a 一 Bo (j=1, 2, .…, nm) 
那 末 ， 这 行列 式 等 于 两 个 行列 式 的 和 ,在 这 两 个 行列 式 的 菜 
行 ( 列 ) 的 元 素 一 个 是 由 术 所 组 成 ， 另 一 个 是 由 局 所 组 成 ， 其 
他 音 行 《 列 ) 的 元 素 都 同 原来 行列 式 中 的 一 样 , 即 


rl 19 -tin B11 Ma tn 了 il ln 
[i 殉 十 后 | 一 | 机 Bn | 
tnd nl Sn ns) | GT a 2 in 


证 明 ”等 号 左 端的 行列 式 为 
(oa 十 oa Bae) A Bon) A 
它 可 分 解 为 
(on 十 加 4 十 十 Bi + Cerdn cadet enAdin), 
恰好 等 于 上 述 等 号 右 端的 两 个 行列 式 之 和 ,证 毕 ， 
中 16 *# 


由 忻 质 38, 并 利用 上 推论 2 又 可 得 : 

性 质 和 将 行列 式 之 某 行 ( 列 ) 的 名 倍加 到 另 一 行 ( 列 ) 上 ， 
所 得 的 新 行列 式 与 原 行 列 式 相等 。 

证 明 恒 将 行列 式 取 之 第 + 行 的 有 们 加 到 第 了 行 上 
(3 天 外 所 成 之 新 行列 式 记 为 D1， 即 


11 19 人 1m 
til | {Hin 
Dh 一 本 : k 昌 
1 十 Ee ya + Kisg Wie jn -天 
tm Lnn wii tn 
于 是 , 据 性 质 8, 并 由 性 质 2 的 推论 9, 就 知道 . 
HI A Win {11 他 中 in 
Hi in ttl fy ”in 
DG=|; : : | 十 | : : : 
dn oO yn bay kaw 2 Bam 
Inl nd tn na “+ nn 
-D+0~D, 


证 毕 . 
[ 俏 11 设 行 询 式 
di 1 “ee din 


Do=ild1 623 “Con 


ans Hn nin 
试问 行列 式 


和 7 申 


Hp fg “ph 


二 ap Cope 机 apn 

Une Ce [| tn p,, 

[in Gps Gps 

或 一 | mi pn pn 


pt Cpa OO pn 
号 耳 有 人 沪 样 的 关系 ? 这 里 加, Pa, Ps 是 2,，…, nm 的 某 
个 排列 ， 

解 设 排列 gr， pa 2 是 从 二 2,，…:，n 中 互 换 两 个 
数字 其 回 而 成 , 由 定理 2, 可 知 4==( 一 由 *D， 由 引 理 又 知 道 
Lp, Pa 一， 

一 旺 二 后 十 二 中， 
式 中 每 个 # 为 奇数 , 故 [ 和 2，…， pn] 与 5 之 差 为 偶数 ,因而 
(—1) Bk 【一 1) Lbs Per pal 
二 (—1) Pp pal 


同 理 ， A—(—D mm D, 
这 就 是 记 要 求 的 关系 . 
[ 例 3] 证明， 


Cl Ha tn 


Do Ca ?om 


au fn nn 
— SI) se pe ha gy 
式 中 而 六， 与 有 ,Fz …， 3 都 是 1, 2, -…, 的 排列 ， 
但 之 表示 取 这 祥 一 些 排列 之 积 的 和 ， 即 生生 ，…， 扬 为 
1 2 9 的 某 一 个 固定 的 排列 ， 而 页， 入 …， 各 得 取 


+ J 


1 2,…, n 的 所 有 的 排列 ( 共 n! 个 ), 或 者 是 亡 , 和 , …, 各 为 
1 2,…, n 的 某 一 个 固定 的 排列 ， 而 计生，"…， 铅 得 取 1， 
2,…, mn 的 所 有 的 排列 ( 共 nl! 个 ). 

证 明 ”不 失 --- 般 性 , 可 只 考 典 和 轿 ， 加 ，…， 纪 汐 2，…*， 加 
的 某 固定 排列 ， 而 入 入 …， 加 得 取 1 2,…, mm 之 其 中 个 
排列 . 

设 将 了 一 马 (一 Dem qaze…dnp, 之 任 一 项 


《一 十 ) [Pi 的 PD 个 (因子 ) 元 素 fip， tap "'， 
dps 重新 排列 一 下 ， 使 为 第 页， 和 ，…， 和 行 的 元 分 别 放 在 积 
因子 的 第 一 ,二 、…n 个 的 位 置 上 ,于 是， 

C—D Pm Pg pap ny, = (1) PP Pe ge Gg 
形 ， 即 原来 的 下 标 1，2,…, nn 变 成 了 和 知 , 各 ， 而 斩 ， 
Pz Dn 就 变 成 了 1 Fa, "+, 9 今 令 由 rp doa" np, 蛮 为 
copgo ar， 可 假定 是 从 dp ap ***， {npn 中 互 换 二 个 因子 
共 夺 次 而 成 ， 子 是 下 标 土 2,…-, 变 成 页， 和 以 及 
吧 2，…， 和 变 成 略 , 克 ，…， 加 都 可 以 看 艇 是 互 换 两 数字 共 
次 而 成 , 故 

[二 十 本 十 司 ' 十 丰 ， 

[91 #3 1 Fn] = [P,Pa 十 红 十 了 十 :十 Bh， 
每 碌 与 # 痢 是 奇数 ,因而 

[i da, os 二 [Fi 3 7, ja] 


= [1, 2, 0 mj 二 [Lop Po, "**, Dn (+ 夫 


一 Ep, Pe, *"*, Wn 十 偶数 ， 

说 明 了 了 { — 1) Lp Parr Pm 人 一 十) ST TT i A 
故 D=>—1) Lp Far: Pn] "ip dp "np, 

= — De ey 


让 


向 和 


凤 鹿 2 获 证 ， 
[ 倒 3 引 设 
Di Co “人 sn 


EL ny nn 


中 每 一 个 元 au 都 是 x 的 可 微 函数 ,证 明 ; 


1 2 in 
e114 in tin 
JD ce es do | a 
闻 — 下 响 中 四 “一 一 人 
ia da oo a Fr dr iid 
dy [ mn mm 由 电 
ni rns i tinn tnl fn {pn 
HE141 ti9 thin 
(gl 时 * (Tg, 
十 : : 
己 


pr A 2 wii Di nn | 
证 明 由 DPD= ZE ep ny, 得 
但 


， 人 | 
一 一 [ys 四 sw Fr} 和 
了 DL 之 1) (去 lp, jaan Fnp, 


+ EC Dm maga 人 (区 on) am 十。 
1 de 和 
十 习 ( 一 切 丰 aaaap (we ) 
” dw Tm 
d d .， 
11 wii a 2 ln 
一 | 4a1 “+ tan 十 | dr an 十 ,， 
Zn1 | En 四 thn 


+ 2D » 


Tl pe le + ee 


好 人 an 
十 : : 
[ ui a La 
f La 覃 二 由 人 


如 果 将 也 之 第 二 行 各 元 求 导 而 当做 一 新 行列 式 的 第 5 
行 ， 其 余 各 行 之 元 仍 保 持 马 中 的 一 样 ,这样 所 得 之 新 行列 式 
记 以 两 全 = 二 2 …， 和 0), 由 俩 3 知 ， 
万 = 万 上 DLL… 十 五， 
好 色 


这 纵 出 了 求 一 个 % 级 行列 式 DD 的 导数 的 方法 、 当 然 , 上 述 结 
论 中 ,也 可 以 将 行 字 改 为 " 列 字 , 得 求 导 之 另 一 方法 . 


练 习 二 
1， 已 知 204, 527, 255 三 数 却 能 用 1 除 尽 , 试 证 三 级 行列 式 
2 0 4 
§ 号 7 
2 5 5| 
世人 能 用 17 除 忌 。 
3. 计算 
1 8 3 4 
2 3 4 5 
3 #4 5 #1|' 
二 点 看 


并 推广 到 一 般 , 计算 # 级 行列 式 


1 乌 | 虹 一 于 1 
3 3 于 pa 风 n 十 1 
癌 4 5 如 十 二 机 十 全 
一 1 1 十 1 2 一 呈 2 一 
1 和 者 性 二 二 发 十 马 Bn—28 2 一 


a 21 ， 


$$ 设 n 这 3, 求 


3 十 太太 2 十 二 二 hh 

万 1+ray 2 
由 - r + * 

1 十 如 nd 十 了 mt 了 男士 台所 


4， 证 明 : % 级 行列 式 的 %! 个 项 中 , 有 一 半 的 项 [ 即 卫 %1 个 项 ) 是 联 “ 十 ”号 ， 
另 一 半 的 项 是 职 “ 一 ”号 . 


8， 如 级 行 绚 式 
| dy tp 
Dl dF an 
nn =- a 三 
Mt nT nn 


中 ;如果 而 jaw 则 岂 收 对 夭 守 当 二 一 054 时 加 烙 反 对 车 的 ， 斌 证明: 硼 数 
媒 度 寺 千 行列 式 等 于 学， 


第 3 节 行列 式 的 计算 


当 % 相 当 大 时 ， 由 定义 直接 去 求 % 级 行列 式 的 值 是 一 性 
非常 麻烦 且 困 难 的 工作 , 那么 ,怎样 实际 地 去 计算 一 个 行列 式 
呢 ? 

对 于 二 级 ,三 级 行列 式 , 在 第 工 节 中 早已 说 过 , 它们 可 以 
用 对 角 线 的 方法 来 计算 .可 是 , 这样 的 法 则 不 能 推广 到 级 较 高 
的 行列 式 ， 现 在 ,用 前 述 行列 式 的 性 质 来 降低 行列 式 之 级 , 从 
而 简化 行列 却 的 计算 过 程 ， 这 就 需要 研究 行列 式 中 所 和 包 合 的 
级 较 低 的 一 些 行列 式 ， 

一 般 , 在 # 级 行列 式 


Ms Ha ein 


Dl U9 (on 


mal nm [LE pn 


生 号 车 曙 


中 , 删 去 元 素 aw 所 在 的 第 4 行 和 第 j 列 后 而 得 到 的 一 个 mn 一 
级 行列 式 ， 叫做 元 素 mu 的 余子 式 ,， 简称 为 aw 的 子 式 , 通常 表 
以 用 wz, 并 把 
Ag= 1) My 

定义 为 元 gw 的 代数 合子 式 . 显然 , 对 ps 为 包含 在 盖 肉 的 一 个 
级 较 低 的 行列 式 (w% 一 1 级)， 因 之 又 称 为 呈 内 的 一 个 % 一 1 级 
子 式 . 

十 面 记 谓 降低 行列 式 之 级 而 简化 行列 式 的 计算 过 程 ， 指 
的 是 下 而 的 ; 

定理 二 如 级 行列 或 


DPD- 


Qn nn 
等 于 它 的 性 一 行 ( 列 } 中 汤 有 元 素 与 它们 对 应 的 代数 余子 式 交 
来 积 之 和 和, 即 . 
一 一 ar di 十 cd 十 十 Cn， (C20 

D=adut endat awd. C211 
(其 中 名 =1,， 2,…, mn). 

定理 4 的 重要 意义 是 把 % 级 行列 式 的 计算 和 苞 化 汶 ww 一 1 
级 行列 式 的 计算 。 于 是 , 再 用 一 次 定理 1 又 可 降 为 m 一 2 级 ， 
继续 这 样 降 低级 数 , 直到 容易 计算 为 止 . 

为 证 明定 理工 先 来 证 明 下 面 的 ; 

引 理 ”行列 式 局 中 任 一 元 素 与 它 的 代数 余子 式 的 来 积 ， 
是 背 列 式 总 中 一 部 分 的 项 ， 

证 明 党 证 四 当 元 素 在 站 之 左上 角 时 的 竺 殊 馆 形 ， 即 要 
证 明 aaic 态 . 

由 于 4 一 天 极 


由 归 沪 


tas Man | 
cdii 一 ia 一 aa : 


| 国 上 生 人 mm 


= > € —11) [Tha a et2T 30 
[Pi Pt 


式 中 (pa，2a 2 为 人 3 %) 的 一 排列 ,而 Lps, os，…， 
2e] 是 排列 pe，2a，，…，2 依 2，3，…， % 的 顺序 比较 所 得 的 道 
序数 于 是 工 ma, Pa，…，2 为 1，2, 8,…-, m 之 一 排列 , 是 
最 有 [1， gs, Ps， Bn] 二 [ge， Psa， Pe ， 吉 上 式 有 端 之 之 
即 为 台中 一 部 分 的 项 , 亦 即 a4uCD， 此 即 岩 明 , 引 理 在 这 
特殊 情况 时 是 成 立 的 . 

再 证 明 一 般 情形 , 即 要 证 as45 己 卫 ， 事 实 开 , 先 将 第 衬 行 
与 它 上 而 的 第 一 1 行 .第 -2 行 …. 第 三 行 , 第 一 行 挨 次 地 
互 换 ， 共 需要 互 换 i 一 1 回 , 可 将 原 第 纪行 变 为 新 行列 式 的 第 
一 行 ; 然后 , 再 将 这 新 行列 式 之 第 站 列 与 它 前 而 的 第 4 一 上 列 、 
第 了 一 2 询 、…' ,第 一 列 又 挨 次 地 互 措 , 共 需 互 措 j 一 1 回 , 最 后 
得 到 了 另 一 个 新 行列 式 , 记 为 4 显然 , sr 在 4 的 左上 和 角 , 而 
ay 在 4 内 的 代数 余子 式 就 是 ow 在 也 内 的 余子 式 型 yy， 于 是 ， 
根据 已 证 过 了 的 特殊 情况 ， 联 应 有 aoHoscd 据 此 即 得 
a ~— Mod, WavyAyD,. 

引 理 证 完 . 

运用 引 理 的 结论 ,未 难 证 明和 定理 二 ， 外人 20)、(31) 式 ， 

定理 去 的 证 明 从 部 个 积 aaAdn, HasAta, 7) ntin 中 本 
取 两 个 mods 与 awd， 根据 引 理 awds 与 dndAn 分 别 都 包含 
了 如 之 wm 一 了 ! 个 项 .。 而 包含 在 awdw 中 的 如 之 (wm 一 1)1 个 
项 里 每 一 项 都 含有 号 之 第 i 行 的 元 素 aas， 包含 在 od 中 的 
DD 之 (mn 一 1)! 个 项 里 每 一 项 都 含有 DD 之 第 $ 行 的 元 素 aw, 又 
了 的 每 一 项 必 包 含 其 第 5 行 的 瞧 一 个 元 , 放 含 元 es 为 周子 的 
”号 二 


项 决 不 会 再 食 元 ax 为 因子 ， 同 理 含 元 eur 为 因子 的 项 也 不 含 
元 G4 为 因子 ,于 是 as4o 与 aa4u 没有 共 局 的 项 , 这 就 说 明了 
n 个 积 adn， Tig dig, "indi 中 竹 两 个 都 没有 共同 的 项 ， 
前 sadaezdis， pda 合并 超 来 愉 包 售 了 歼 的 闪避 一 二 | 
一 4 个 项 , 即 包含 了 卫 之 全 部 的 项 ,也 就 是 说 
D=andnt dedet andn., 
同 理 ,， DP=autdu 十 tard 十 … 十 qn4dn，、 定 理 1 证 完 . 
如 用 简洁 的 诸 言 表达 定理 1， 它 的 意义 就 是 说 ， 一 个 行 
列 式 可 按照 它 的 性 一 行 展开 ,也 可 按照 它 的 人 尾 一 列 展开 . 
在 (20) 中， 如 将 aa aa …， ais 分 别 换 为 ol Ga，…， 
@G 和 (9)， 但 du, do， “Am 不 改换 ， 而 得 到 的 式 子 in 十 
Qs 十 … 十 Gmdm, 显然 且 等 于 男 一 个 新 行列 式 , 这 新 行列 式 
只 将 总 之 第 立行 改换 为 dn 9; ja， 也 就 是 说 新 行列 式 
的 第 记 3 两 行 相同 (都 为 sn， aa, A ， 吉 必 等 于 堆 ， 即 
QH1 人 十 Gja4e 十 十 Gin 一 个 们 六 六 ， 同样 ,在 421) 中， 也 可 
得 到 Gy a 2 十 十 Garydw 一 0 的 到 而 ， 结合 定理 
1 的 结论 , 可 有 : 
定理 号 行列 式 呈 可 依 其 任 一 行 (或 列 ) 展 开 , 亦 即 也 之 
性 一 行 (或 列 ) 与 其 对 应 之 代数 侠 子 式 之 来 积 的 和 就 等 于 刀 自 
身 ， 但 是 , 也 之 任 一 行 (或 到 ) 与 另外 一 行 (或 列 ) 之 对 应 的 并 
数 余 子 去 之 来 积 的 和 恒 等 于 替 . 
定理 2 用 式 子 来 表示 , 就 是 
ma D， 当 ji 时 ， 
名 andn={ 0 当 j 天 和 队 ; 
中 力 ， 当 ?= 时 ， 
td, jr 


kl 


定理 工人 告诉 我 们 怎样 用 降级 的 方法 来 计算 行列 式 ， 但 在 
+ 有 


[aaa 


实际 运用 中 仍然 是 很 麻烦 的 ， 因 为 需 可 计算 许 窗 隆 了 级 的 行 

列 式 、 所 以 ， 在 运用 这 方法 时 ， 还 要 结合 前 节 岂 讲 的 行列 

式 之 性 质 ， 使 某 行 { 列 ) 之 元 素 尽 可 能 宪 地 变 成 替 ， 便 于 按 这 

行 ( 列 ) 展 开 时 不 必 去 计算 元 素 0 所 在 之 行 与 列 的 代数 余子 
[网 41] 证 明 范 得 蒙 (VYandermonde) 行 列 式 ， 


1 1 1 .:.. 1 
Wm Wa fs 


DD = 如 了 2 ws 中 呈 时 他 二 于 (四 一)。 


oi-1 wa wt “+ oi | 
证 明 用 数学 归纳 法 . 亲 为 
1 1 
Ty Wy 
所 议 呈 = 二 时 上 式 成 立 . 
现在 假定 对 于 % 一 1 级 范 得 莹 行列 式 上 式 成 立 , 在 这 假设 
下 , 我 们 来 证 明 对 于 部 级 范 得 蒙 行列 式 上 式 也 成 立 . 
我 们 设法 把 D, 化 为 nm 一 1 级 行列 式 . 首先 从 最 后 第 n 行 
减 去 第 nn 一 1 行 的 mm 依 ， 再 从 第 n 一 1 行 减 去 第 mn 一 2 行 的 wi 
们 ,继续 这 样 进行 ， 直到 第 2 行 减 去 第 工行 的 四 倍 ， 我 们 就 
得 出 


了 一 


一 步 2 i 一 TE {mi— @), 
正 世 有 


1 1 1 a 1 
0 一 尼 3 一 让: wd Van 一 站 1 


已 一 0 a (Wa — 1) wy (maO— 1) hi mnt 一 人 | 


0 (wm) wg) i) 


和 hb * 


1 1 :+ 1 | 
| 
DD 一 《rs — Tt1) (ma 一 多 1 "er 1) | 3 


， Wa ~ Ee 年 wn? 


上 式 右 边 的 行列 式 是 % 一 1 级 范 得 莹 行列 式 , 故 由 归纳 法 的 假 
设 , 它 应 该 等 于 所 有 人 一 2 的 乘积 , 其 中 2 二 sm， 因此 ， 
D,= (ta — 1) (Wa 一 01) Ke ~— V1) "lm 


一 [1 (ps — Wy) , 


Le 
创 1 获 证 ， 
[ 例 21 试 求 % 级 循环 行列 式 
To 1 Un 


站 1 Wn CI on 


万 一 En Wn i Th 


ts a Wa mo 他 1 
Ti | Wy ee 1 Wo 
解 设 wi( 一 ]，wa，…，w， 为 全 部 mm 次 单位 根 ( 即 为 
rv 一 1 一 0 之 % 个 概 }. 今 坟 wa， Or carl 分 列 习 如 
之 第 二 三、…、n 一 1 加 列 后 多 =1, 2 ”统统 加 到 第 一 
列 上 去 , 就 得 到 


用 一 (pe 十 topr 十 ages 十 十 cm， 


1 Wl ns 
CN tn YI 
十 cg 。 os fn—1 fa "i ， 
wr wy a rr ro m1 
OY wa Ta i mn fo 


由 于 号 可 看 作 是 #8 个 变量 z0， my，…， ti 的 nm 次 齐 次 多 项 
式 , 上 式 表 明 可 被 个 互 异 的 wo， ,wii 之 一 次 齐 次 
多 项 式 Es A 所 整除 ， 上 
起 中 邻 2 一 1，2,…, n, 再 比较 克之 系数 , 即 可 得 出 


Do-— 本 [3o 二 yi 十 Ca 二 For Sw, 3 Fowr mn_1). 
1= 1 


练 习 三 
1、 利 用 范 桂 党 行列 式 , 计算 : 


性 全 t+ 1)" rt (二) 
el {at}! oe (Carn 


(iy : ， 
| 时 才 1 a 下 十 品 
1 1 a 1 
oT je PP opp t br 


(和 | 
SR Rr npribnrl Bh 
这 目的 矶 下山 f==l1, 2, "和 1, 
2， 用 数学 归纳 法 , 证明: 
委 十 四 机 态 0 
1 昌 二 bh 0 0 
(1) DD, 0 1 atb rr 站 9 tI pnt 


: 要 一 中 

0 站 好 十 站 ap 
0 0 0 = 1 #5 

2t088 1 必 a 0 0 
1 2 eoes 1 0 

(五 -| ? 1 ge08d . 0 0 | -人 ntD4 

: : : Sin 0 
0 站 cogy 1 
0 他 D 1 Beoad 


3. 证 明 : 外 级 行列 式 


= 总 全 


Lr 


0 I 一 ur 0 0 
" 0 2" 0 9 一 2 十 57 了 十 -十 Gn_17 十 dn 
0 0 0 .rr -1 
十 
时 ， 设 款 级 行列 式 Ds 之 主 对 角 线 1 上 的 元 来 爹 是 9, 而 在 主 对 前 线 的 床上 及 
紧 上 的 元 素 罗 分 别 为 二 三 其 余 开 全 为 零 , 即 


nn hb 0 

人 9 眉 站 

站 
Do 0 ¢ oa 0 ol; 

性 0 站 0 io 

0 0 D0 站 宅 


试 求 存在 于 了 Dn_i 及 Dw_9 间 的 关系 式 ， 并 当 4 一 1 十 如 时 计算 DD,， 
5， 设 = 十 5 十 一 十 om 二 一 8 一 42 (其 中 由 二 3 科 证明; 


TT— Al [| Lr ue [1 
1 TA 如 和 = En 
i my TA On 一 
a ae 友人 Td 


， 试 求 下 列 各 行列 式 : 


{iY |1 加 和 |; 


: : ~ Pi 2 
1 gn gn , Nn dn 十 dns 十 nn 中 - 
1 2 0 0 .0 0 
1 nn 1 
1 3 2 0 .0 0 
由 宇 =- 及 着 
2 0 1 3 2 .0 0 
GD oo 1 a .0 ol 
1 : 时 , 于 za 
和 RT 0 0 0 0 3 2 
人 名 Ei 
oO 0 0 0 ... 1 8 


+1 从 碟 上 角 到 右 下 角 的 对 角 线 叫 主 对 角 线 ， 
+ 29 。 


1 十 二 了 
es 十 瑟 将 
省 1 十 如 * 
Cv) 和 
和 1 了 地， 党 
yg 4+ 


第 4 节 克 茉 婚 定 理 


nn 级 行列 式 的 娄 念 是 3 级 、3 级 行列 式 的 推广 ， 而 2 级 、 
3 级 行列 式 是 来 自 解 线 性 方程 组 的 ， 今 问 w 级 行列 式 能 百 用 
米 解 个 未 知 量 的 线性 方程 组 ? 也 就 是 说 , 用 来 解 % 个 未 知 
其 的 线性 方程 组 时 , 能 否 得 到 与 前 面 类 似 的 足 达 式 呢 ? 这 节 
就 十 回答 这 个 问题 ,也 是 本 章 开 头 提 出 要 解决 的 第 四 个 问题 ， 
设 有 % 个 末 知 量 1，ws，…， wn 的 线 竹 方程 给 
R101 tat2 nn 一 站 1 
i 氏 22 二 人 一 2， (22) 
~ Rnd Qnata + ants ~ Pn 
并 假定 (23) 之 系数 所 组 成 的 行列 式 


Ht 1 aan| 


D- | 0 = 
] nl tna ” Cn 


若 (22) 有 解 ， 并 令 1，p2，…，m) 为 它 的 一 个 和 解 ， 于 是 ， 
2 之 第 一 、 二 、…、 入 个 式 子 Ci 
宕 示 qa 在 口内 的 代数 余子 式 )， 然 后 再 相 加 , 根据 第 3 节 的 


»。 30 » 


定理 2, yy(j 呈 从 之 系数 全 为 零 ,而 有 

(ud ordsst Tt dnd) wi — Did baAnt et bn dn, 
动 Dgy=DD， 但 妨 一 Bd 二 boAs 十 十 bndnm 量 为 将 了 之 第 
直列 摘 为 总，05，…，a 和 后 所 成 之 新 行列 式 ， 收 由 呈 关 0 得 知 


一 于-1 2，…, 央 ， 即 (22) 之 解 必 为 (站 ， 大，…， 


: 方程 组 622) 如 有 和 解 ， 则 其 解 必 为 【二 > 
他 ， "yy 他 ) 故 是 唯一 的 . 


有 反之， 若 将 天 写 汶 下 一 站 4 十 六 4 十 十 pid 妆容 
元 知道; 


Db 
1 -一 十 yg 


天 


Da 


Db 
D 十 。… 十 友和 


2 
= {gma DD 十 GrzDs 十 "amnDn} 


- 方 : {an (Bi1 A ByAzit bn dni) 


二 dm (ddia + Dadg 十 … 十 Dn ds) 二 
Tianm (51 有 41n 十 站 人 on 十 “十 Bd mn) 上} 


= {did D+ + by dy D+ + 6 BD), 
式 中 全 1 | Kroneoker 符 导 ， Ep 
1， 当 j 了 =-# 时 ， 
sf 当 ? 时 
， 当 J 了 时 ， 
故 上 和 式 的 最 后 式 等 于 


1 
万 - bjD= by, 


， 芝 ，… 元) 确 为 方程 组 (22) 的 解 . 


s 3] = 


综 上 记述 ,就 证 得 了 下 面 的 重要 结果 ; 

定理 1( 克 菜 姆 定理 ) 念 册 个 末 知 量 的 贴 个 方程 的 线性 
方程 组 (22)， 如 果 它 的 系数 的 行列 式 万 六 0 那 末 这 方程 组 一 
定 有 解 ,并 有 卫 只 有 一 个 解 . 它 唯一 的 解 是 
,De 

而 : 万 ， 

式 中 DT， 23，…， 人 是 将 石 的 第 了 列 之 元 素 dj, Geh 
Boj 接 成 常数 项 上，pa，…:， PD 所 得 到 的 行列 式 . 

显然 , 克 菜 姆 定理 是 前 述 二 个 .三 个 未 知 量 的 线性 方程 组 
解 的 表达 式 的 推广 , 这 正 是 我 们 所 希望 的 结果 . 

肯 讨 论 方程 组 (22) 的 一 个 特殊 情形 .方程 组 (22) 右边 的 
汕 数 项 站， 总， 如 于 都 基 零 , 妈 


Su tet 二 aintn = 0, 


. pr 
| 他 3 "+ Wn) 


1 ao 十 ， (23) 


| 


TL -二 让 an 十 十 rt 一 站 


这 样 的 线性 方程 组 叫做 齐 次 线性 方程 组 ， 它 作为 (22) 的 特 
例 , 有 其 广泛 的 应 用 , 因此 齐 次 线性 方程 组 在 线性 方程 组 的 理 
论 中 占有 重要 的 地 位 ， 

显然 ,一 0, wa 一 0，…, ww, 一 0 为 (2 的 解 ， 线 性 方程 组 
的 解 如 果 全 都 等 于 零 就 叫 艇 零 解 ， 如 果 不 全 等 于 堆 就 叫做 非 
替 解 . 因此 , 齐 次 线性 方程 组 必 有 去 解 , 非 齐 次 线性 方程 组 的 
解 都 为 非 零 解 . 

假设 (23) 的 行列 式 五 “9， 因 这 时 访 = Ds,=…… = 了 ,一 0, 
故 由 克 莱 姆 定理 , (23) 只 有 唯一 个 零 解 ， 因 之 , 若 (28) 具 有 非 
等 解 , 必然 也 =0, 也 就 是 证 得 了 ， 

定理 名 含 四 个 未 知 量 的 出 个 线性 方程 的 汞 次 方程 组 


s 吕 


(33)} 如 有 有 非 霍 解 , 则 它 的 系 坑 的 行列 式 等 于 霍 . 

注意 ， 克 芋 姓 定理 只 有 在 如 关 0 时 才能 成 立 ， 当 站 -0 
时 ,如 ，D 了 不 全 稀 是 堆 ，(22}) 避 然 没 有 和 解 : 如 果 
全 部 都 十 零 , (322) 也 不 一 定 有 解 . 但 如 一 0 时 ，(23) 是 确 有 非 
零 解 的 ， 这 将 在 下 章 详 细 地 讨论 . 

克 莱 娠 定 理 的 意 久 是 可 以 用 方程 组 的 系数 及 常数 项 异 行 
列 式 把 解 明 最 地 表达 出 来 . 但 实际 引用 时, 需 计 算 很 多 个 行列 
式 , 尤其 当 1% 较 大 时 , 计算 的 工作 量 太 大 . 因此, 在 工程 力学 
的 实际 问题 中 , 解 线 性 方程 组 一 般 不 采用 克 莱 姆 规则 , 而 采用 
逐次 消去 未 知 量 的 消去 法 , 这 方法 就 是 中 学 代数 中 解 二 2 或 
nn 一 3 时 的 消 元 法 。 这 方法 的 实质 就 是 把 线性 方程 组 化 为 系 
数 的 行列 式 是 三 角形 ”的 钱 性 方程 组 ， 然 后 用 逐次 代入 的 方 
法 解 这 三 角形 线性 方程 组 ， 所 以 说 , 克 莱 姆 定理 只 是 理论 上 
的 价值 . 本 书 第 二 章 论 述 线性 方程 组 理论 时 ， 正 是 依据 了 克 
莱 姆 定理 . 


1. 解 方程 组 
z+ yt ito, 
[arto te, 
ber roayt abe Hobe, 
式 中 6 b,c 两 两 互 异 . 
和 2， 对 于 十 1 经 行列 式 


Un A iin 下。 | 

di Gy … hn Kl 
da qo ~. dan |* 

Hn dn 


斌 直接 核 它 的 第 一 行 展开 , 来 证 明 [- 产 ，39，…， 次) 为 (29) 之 证 


了 


3， 利 用 完 莱 姆 定理 , 证 明 : 一 个 4 深 多 项 式 趟 能 有 宁 于 个 互 民 的 党 点 ， 
Ts 3 +， 


第 5 节 拉 普 拉 斯 展开 式 .行列 式 的 乘法 


行列 式 可 依 它 的 性 一 行 ( 列 ) 展 开 的 法 则 ， 可 以 推广 到 全 
它 的 任意 若干 行 ( 列 ) 来 展开 .。 行列 式 的 这 一 展开 法 则 ,通常 
叫 航 拉 普 拉 斯 展开 式 ， 这 正 是 本 章 开 头 握 出 要 解 次 的 第 五 个 
问题 . 

为 此 , 先 将 余子 式 及 代数 余子 式 的 概念 给 以 推广 ， 

在 % 级 行列 式 


他 1 {L189 呈 昌 中 tin 
Da= | Ca Con 
Hnl ng mm 


中 , 任意 选取 个 行 与 个 列 (& 为 任 一 自然 数 , 且 工 < ES 由， 
位 置 在 这 些 行 和 列 相交 处 的 元 素 显 然 宰 成 一 个 级 行列 式 ， 
叫 它 为 呈 的 名 级 子 式 ， 也 可 以 说 ,行列 式 了 的 上 级 子 式 是 从 
六 之 行列 中 划 掉 m 一 站 个 行 和 mw 一 天 个 列 以 后 所 剩 下 的 一 个 天 
级 行列 式 ， 特 别 , 在 卫 中 划 去 一 行 和 一 列 , 得 出 一 个 mw 一 工 级 
子 式 ; 而 一 级 子 式 就 是 喇 的 各 个 元 素 , 显然 ,口上 只 有 一 个 级 
于 式 , 就 是 品 自 身 . 

假定 从 卫 中 取 一 个 级 子 式 于， 划 掉 于 所 在 的 行 与 列 
后 所 镜 下 的 一 个 n 一 名 级 子 式 M ， 就 岂 币 好 的 余子 式 、 显 
然 ， 划 去 站 所 在 的 行 和 列 就 滋 下 了 子 式 M， 于 是 ,于 又 是 
型 的 余子 式 ， 因 此 ， 型 与 MM' 是 行列 式 五 的 (一 对 ) 互 余子 
式 ， 例 如， 元 素 uw 和 划 去 也 之 第 j 行 及 第 j 列 所 得 的 n 一 1 
级 子 式 组 不 一 对 互 余子 式 . 

如 打下 级 子 式 型 所 在 的 行 的 序数 为 页， 各, …, 名 面 所 
" 34 。 


在 的 列 的 序数 为 放 ,， 3, …， 57n， 并 令 
8 一 入 十 9 十 和 十 访 十 竺 十 J 十 "十 各 ， 
我 们 把 (一 DD 六 ' 移 为 用 的 代数 余子 式 , 即 
型 的 代数 余子 式 一 (一 1)*x 扩 的 杂 十 式 ， 

例如 ,在 二 级 行列 式 

HI Gs la 14 

dal Ha dys tar 

sl as dag (34 


ql G4 Hs C44 


中 ,到 第 2 行 . 第 3 行 和 第 1 列 、 第 3 列 ,就 得 到 23 级 子 式 


hal Hg 
好 -~ ， 
tiBi 3 
它 的 余子 式 
i 全 
人 全 ” 
卫生 44 
代数 余子 式 是 
(—1) 外 坏 租 十 院士 晴 19 Hig ti 9 全 1 
好 43 a 人 


显然 ， 这 里 介绍 的 余子 式 及 代数 余子 式 的 概念 是 在 第 3 
节 里 所 定义 的 余子 式 及 代数 余子 式 之 概念 的 推广 ,， 

第 3 节 中 的 引 悍 也 可 以 推广 , 即 ， 

引 理 行列 式 刀 中 任何 一 个 户 级 于 式 与 它 的 代数 余地 
式 的 限 积 , 是 行列 式 站 中 一 部 分 的 项 

证 明 先 考 趾 级 子 式 耻 位 于 卫 之 左上 角 的 情况 ， 
即 


+ 


他 11 人 | ear+a “fin | 
: i : : : 


rl "EE RM ”人 rn 


k+l 1 | 


: : 好 
nl “nk Un¥+i "nn 
这 时 并 的 余子 式 MY' 就 位 于 DD 的 右 下 解 ， 因为 对 的 行 及 列 
的 序数 同 鸭 1，2,，…,，%,， 所 以 sx 为 偶数 ,因此 玫 的 代数 余子 
式 不 是 它 的 余子 式 MM'， 引 嘿 的 意义 就 是 要 证 明 敢 积 和 MM 
的 展开 式 是 喇 中 一 部 分 的 项 . 
因为 型 与 于 分 别 为 下 级 与 一 站 级 行列 式 , 由 定义 知 


_ | [pl Per es 
MM= (—1) Pups Pip, ap." "pps, 
{pir Pa "re Pk} 


上 i [pn 1 nn J 
A = > C 并) 点 + 了 4 有 二 二 pn Hier, pe pu” ‘hn pes 
{Phtrir Pm} 


陈 中 21， PR Dy) 与 (py 1 本 Pn) 务 别 为 ( 工 ， 2, "Uy 所 与 
(十 1， 十 22， "yy ») 的 排列 ， [», Pr,"""*) Px 与 Lari P+2 
分别 为 排列 (pi 9， …，gr) 与 (per 和 + 加) 的 道 序 


数 , 故 
于 一 Se 1) LPs Pas a PRT TPES -1 hn] 


“ip ape "kp tl, pet” "Cn pos 
式 中 (Di P23 De Perz 最 为 1 -下 十 1 
n 的 排列 , 且 因 Dy， …, Pps 是 1，2,…, 上 之 排列 而 penis …, py 
古 忆 十 4，…, 有 之 排列 , 故 任 一 名 全 一 二 如 与 任 一 (j= 
十 二 9) 在 排列 《pi，…，PDs， ppr1; 2 中 无 邀 序 , 于 是 
道 序数 
[pr, Pr, ,Pe er, "Pn] 
一 [Lz, Dr, 7 Dx 十 LpPu+a， ey Pr], 

因而 又 得 


"3 。 


人 -一 1) Lp- re prs a Go29 sep ti pe "np 
式 中 Di Pa Dr 及 Dr 内 分 别 海 工 2, 及 
十 1，-…, 和 的 排列 . 此 即 玫 明 由 以" 中 的 每 项 都 是 总 之 项 ， 
好 MMWM'CD, 有 目 好 MM' 包含 了 卫 之 有 (wm 一 全 1 个 项 . 

再 考虑 一 般 情 总 ， 即 妃 之 上 级 子 式 用 位 于 了 之 第 名、 

2 行 及 第 打 、72、… 和 列 , 奸 


| 了 ni 机 tt fy 
= | 人 uh 六 Sif 
全 标 克 Hi i 


现 正 调动 行列 式 卫 中 行 与 列 的 位 置 ,， 使 子 式 型 搬 到 左上 角 ， 
且 不 使 它 的 余子 式 变动 ， 这 痛 玉 这 样 来 进行 ， 即 先 抬 第 自行 
写 尼 前 面 的 锯 一 二 个 行 一 个 挨 一 个 地 互 换 , 这 样 需要 进行 互 换 
和 一 工 回 就 能 使 第 名 行 变 为 新 行列 式 的 第 一 行 ; 再 同 前 面 一 
往 把 第 和 行 与 它 前 面 各 行 摊 次 互 换 , 直 到 它 换 到 原来 第 血行 
的 后 簿 ,也 就 是 换 到 第 二 行 ,这 样 又 互 换 了 抬 一 2 回 ; 同样 , 把 
第 和 行 移 到 第 三 行 去 ， 继 续 这 样 进行 ， 直 到 第 各行 移 到 第 天 
行为 正 ， 总 起 来 , 共 王 换行 的 回 数 等 于 
(5 一世 十 《ia 一 2 十 十 《各 一 下 
一 《十 并 十 一 十 加 ) 一 址 十 和 十 … 十 大》 

经 过 上 述 行 的 互 换 后 , 子 式 弄 已 经 在 新 行列 式 的 前 8 个 
行 的 上 面 . 接着 ， 再 用 .上 上面 的 办 法 来 按 次 移动 行列 式 的 询 ， 
先 把 第 族 列 同 它 前 面 竟 询 一 一 百 换 ,把 它 换 到 第 一 列 ， 再 将 
第 3 列 称 到 第 二 列 , 继续 这 样 进行 , 直到 第 旋 列 称 到 第 上 列 ， 
总 其 对 列 移 动 了 

(十 和 十 十 各 ) 一 (十 2 十 -…: 十 襄 
回 。 经 过 了 了 上面 行 和 列 的 变换 后 , 我 们 得 出 一 个 新 的 行列 式 


» 37 。 


4, 它 的 左上 角 即 是 型 .因为 上 面 这 种 行 、 殉 间 的 互 换 没 有 变 
动 如 的 子 式 型 "里面 的 行 和 列 的 相对 位 置 ,因此 在 4 中 形 的 
余 了 陈 仍 然 是 懂 ',， 但 它 已 经 在 右 下 衣 了 ， 于 是 , 根据 上 面 证 
归 的 特殊 情形 ,可知 形 弄 "4 但 由 第 2 节 的 定理 3， 又 证 道 
有 一 《一 二 Sti tt (—1) m1, 

故 MiwMC( 1d-=D. 

这 就 证 明了 引 理 . 

有 了 这 个 引 者 ,就 可 以 来 证 明 下 面 的 ， 

定理 i 二 拉 普 拉 斯 展开 式 ) 设 在 中 级 行列 式 


下 一 


dnl nn 


中 任意 取 再 个 行 ( 列 )， 那 未 含 在 这 天 个 行 ( 列 ) 中 所 有 天 刀子 
尺 与 它们 对 应 的 代数 余子 式 的 磁 各 之 和 年 于 行列 或 也 

证 明 假设 在 避 中 所 选 定 的 个 行 的 序数 为 和 ,$a，…， 
续 ( 生 芝 如 之 计 )， 由 这 亡 个 行 里 能 构成 的 所 有 下 级 子 式 用 
并 1， 潮 2, ,半天 示 ， 它 们 对 应 的 代数 余子 式 分 别 用 4A， 
4 ,如 来 表示 ， 这 里 的 记 是 由 nw 个 数 中 取 记 个 的 组 全 总 
数 , 即 

ix = 2 bt) 


下 南 就 是 要 证 明 
D= MiAit Ma Aart + MAs. 

根据 引 理 , 可 知 每 个 积 M.A,CCD. 

骨 证 任 两 个 积 型 4 与 许 ji 站 没有 共同 的 项 ， 这 是 
因为 ， 音 /与 并 ;都 是 从 品 之 第 有， 家， 让 行 ( 科 之 和 之 
< 公里 所 取得 的 两 个 不 同 的 下 级 行列 式 , 故 可 设 
。38 。 


《本 和 dn "gs 


M,C— | ets 机 Ce ， 


| tig Chad 三 {hi yy : 


Ne fs 


Ht oat ni 
nm 二 和 时 


章 ; 一 | : 
ote Git 
阳 然 1 72， 3 jy 及 二 ， fa, ,ty 都 是 从 工 2,…*, 中 所 取 
的 天 个 数 ， 但 户 ， 因 ，…， 庆 与 下, 和, …, 在 是 不 一 数 的 , 因而 
对 于 包含 在 于,4 内 的 司 中 诸 项 以 及 包含 在 1 内 的 总 中 
请 项 ， 因 为 作为 在 卫 之 第 页、 加,…、 计 行 之 元 所 在 的 列 分 别 
是 站， 和 ,站 及 和 ,起 ， …， 丰 之 排列 ， 藤 型,4 与 蜡 ;:44 证 
有 共同 的 项 . 
因 于 4i 人 一 1 人 拉 含 有 行列 式 也 之 和 (0w 一 各 ! 个 项 ， 
该 着 1 十 并 3 十 十 六 ;A 共 含 有 呈 之 
teglin—hl =O.kln A! =n! 
个 不 同 揭 项 , 即 包 含 了 了 的 全 部 的 项 ,于 是 有 
D= NM A, + MAs + + Hd,, 
定理 工 完全 得 证 ， 
据 拉 普 拉 斯 展开 式 ， 容 易 得 知 两 个 nn 级 行列 式 相 莱 的 规 
则 ， 设 有 两 个 ”级 行列 式 
| a hn 
Di | 与 成 = 
a Gna eae Be Bag Bon 


据 拉 普 拉 斯 展开 式 ,有 


bir bis 机 bin 
Pal Pun 机 Dan 


Or" 


全 11 人 1 4 1 0 0 
ar {daa an 0 0 0 
全 nm] 人 Li 0 心 心 
4= D:D,— ， 
11 六 14 E11n B11 bg pn 
此 31 Tyy wan bl by b3, 


此 so1 ng “nn bn na ie dnn 


式 中 wm; 可 为 任意 的 数 ， 为 了 便于 看 出 Di' Ds 能 表 为 一 个 n 


级 行列 式 , 就 令 
ous—{ 于 07 时 
0， 当 % 肥 时， 
于 是 有 
Cit ds qin 0Q 0 0 
dal dra gm 0 0 0 


较 下 加 办 he 心 
4 一 万 ,有 -| 
0 


DO 1 Bb Dna bmn 


| 这 时 ,用 一 而 1, 一 Bo, 一直,1 分 乔 溢 4 之 第 一 、 二 、……、m 到 |， 
然后 都 加 到 4 的 第 "十 1 到 上 ; 再 用 — B13, 一 站 ea， wi — na 分 
别 履 4 之 第 一 ,二 、…、n 列 后 都 加 到 4 之 第 m 十 2 列 上 ， 继 续 
类 位 的 手续 , 直到 用 一 5615; 一 8or，…, 一 Bun 分别 习 4 之 第 一 、 
| 二 ……% 列 后 都 加 到 4 的 第 2% 列 上 去 .这 样 ,就 可 以 得 到 


.a0 = 


rz11 人 19 “人 1 — Aubn — Zauby 三 者 | — Padi 
Ha Has an — ab ~ 人 2 """ — Za 


Sm na nn 一 anbu — nb .… 一 amdin 
i 0 ... 0 0 0 .。 0 | 
DD 1 ... 0 0 0 re 站 
0 0 … 1 心 0 a 0 


再 将 上 行列 式 按 它 的 后 % 个 列 ( 即 第 mn 十 1, 8 十 2、…、 2n 列 ) 
依 盐 普 盐 斯 展开 式 展开 , 即 得 
'— Saubu Zab 一 人 
DD,— 一 之 qatb — Zand 一 之 


一 apa Tandy """ 一 eu 
X【 一 二)Cn+ID+CRTSI 二 十 3n 二 工 二 3 二 + 于 
‘Zanbi aud 2 Zab 
= {—1)"x Fasbu Danbis Faybn 
Fada Eanbs + ou 
x 【一 由 [要 本 十 也》 “ 
| 人 1 Adube Ab 
a arb Zayvba arbin 
1 ba Za 本 Fawb 
这 就 证 得 了 
定理 2( 行 列 式 的 乘法 规则 ) ”两 个 级 行列 式 


| Hl 9 in 
本 b bye Don 
+ 本 2 
nl ng wn nn bn1 bus Wii brn 


的 来 积 Di Ds, 可 以 表 成 这 样 一 个 品级 行列 式 , 它 的 第 对 行 第 


了 到 的 元 素 cj 等 于 D 之 第 行 的 所 有 元 素 分 别 与 Da 之 第 3 


列 的 对 应 元 素 的 来 积 之 和 ,了 即 
Cll Clas +** Pin 
DD,=0- Cal as "Can ， 
Cnl Dns wii Dn 
其 中 Css 一 和 eds. 


我 们 简称 这 个 乘法 规则 为 行 末 列 ， 由 于 任何 行列 式 与 它 
的 转 置 行列 式 相 等 ， 即 Di 一 总 ,Ds 一 D2， 且 DD; 之 行 . 列 又 怡 
好 是 站 之 列 , 行 ;于 是 ,从 C=DDs=DD-= 吕 D-DD 可 
知 , 行列 式 的 乘法 规则 还 能 归纳 为 : 积 DD 之 第 二 行 第 7 了 列 
的 元 素 tw 为 Di 之 第 j 行 之 语 元 与 Ds 之 第 了 行 语 对 应 元 的 
积 之 和 (从 DDs 来 看 ), 或 可 令 为 DD 之 第 1 到 之 请 元 与 DD。 
之 第 了 到 诸 对 应 元 的 积 之 和 (从 DDs 来 看 ), 或 可 令 为 记 之 
第 $$ 列 写 DD 之 第 3 了 行 之 诸 对 应 元 之 积 的 和 (从 :DDs 来 看 ) ， 
所 以 ,行列 式 的 张 法 规则 共有 四 种 , 简称 为 : 中 行 来 列 , (让 行 
来 行 , (iii) 列 来 列 , iv) 列 来 行 . 使 用 时 得 根据 具体 情况 . 

[ 例 11 计算 对 称 行 烈 式 

1 cos (oa—B) cos(a—y) 
cos (a— 8) 1 costB—7Y)|. 
Cog ta—Y) cos(B—Y) 1 


au 一 


= 42 。 


Cog(a—a) costa—B)Y oo0s{a— ~y) 
解 D=|cos(8—w) cos(B—B) cos(B—Yy) 
Cos{y—a) eosty—B) cos(y—Y) 
cosa sinag 0| lecosm cosf cosy 
-to8B sing O00l.lsina Sins siny!l=:0. 
cosy siny 0 0 0 0 
[ 例 3] 设 wj， Ty "+ zs 是 nn 个 两 两 巨 异 的 实数 ， 并 令 
i 十 怠 十 十 碟 ， 试 证 
|S 8 六 
万 ~ | Sr Ss >” SS; 


。 >0. 
jg 丫 。 "ne Duns 
1 1 1 | 1 他 1 te 
证 明 Di “a " .11 py Ta 1 
: |: : | : 
a! oa wt) | 
= II (me > 0. 
1 
练 习 五 
B11 A ein by dy 


1 设 妃 =| Ds B44 一， bm]， 这 利用 第 2 地 


nl Ung ap Bnl Ony re Dns 


中 行列 式 的 性 质 , 直接 证 明 
QAubd Yauba 2 Fiabe, 
Do Saabu Taub ~ Paubin 一 了 Po， 


之 an Dawbs Fawbe, 


2. 求 行 列 式 


a bh 上 1 1 1 1 
4 bp a fd 二 Sg 1 1 一 工 ~] 
上 + 一 1 —1i 
度 2 nD 三 1 一 -1 1 


的 筠 积 , 对 从 而 计算 4 
3. 设 包 是 1 的 一 个 处 立 方 根 , 用 控 普 控 断 展开 不, 计算 
1 1 0 8 1 0 
0 on 0 
1 cr I 


1 ww 0 
1 

Ta Bb 1 
1 
必 


妇 上 四 1 


了 到 by a 
i a ww oo 
有 证 十 Pa 一 0, 拭 证 
1 EDS PF O08 Ts 


tO Ts 1 人 由 一 0, 
S08 To 09 中 | 了 


5. 试 证 
(1 fm bn bin 
- — Bi -se mrt 
a a bi bo 四 C1 ， 11 (Tint rn 
" 0 * 0 Cd 一 的] 六 四 Danni — Boni 
0 i a 
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二 章 线性 方程 组 


在 第 一 章 里 从 解 钱 性 方程 组 的 需要 引进 了 行列 式 ， 最 后 
又 利用 行列 式 去 解 线性 方程 组 ( 克 芋 姆 定理 )， 所 以 说 克 芋 姆 
证 理 是 第 一 章 的 重要 问题 . 但 是 , 引用 交 菜 姆 定理 是 有 条 性 
的 , 它 要 求 线性 方程 组 中 方程 的 个 数 与 未 知 景 鸡 个 数 相 等 ,县 
由 它们 的 系数 所 组 成 的 行列 式 还 要 不 等 于 零 ， 在 一 些 实际 问 
题 中 ,往往 所 磁 到 的 线 福 方程 组 并 不 是 这 样 简单 的 , 有 时 候 虽 
热 方程 组 中 方程 的 个 数 与 未 知 景 的 个 数 初 等， 但 由 系数 所 组 
成 的 行列 式 却 等 于 零 ， 双 有 时 外 甚至 是 方程 的 个 数 不 等 于 未 
知 景 的 个 数 ， 对 于 这 样 一 般 的 线性 方程 组 ,就 不 能 象 前 章 所 
说 的 那样 , 直接 引用 克 莱 姆 定理 来 求解 , 问题 就 复杂 了 . 
我 们 讨论 线性 方程 组 主要 是 讨论 三 个 问题 : 
1. 线性 方程 组 究 竞 有 没有 解 ? 即 有 解 的 条 件 是 什么 ? 
2. 着 有 解 , 究竟 有 多 少 个 解 ? 又 用 什么 方法 去 求解 ? 
3. 有 解 时 ,着 解 又 不 止 一 个 , 那 末 这 许多 解 之 间 关 系 怎 
样 ? 

我 们 先 看 几 个 例子 , 然后 再 归纳 . 

2 一 4 十 32 =2, 
讽 切 解 | oy st 
解 ” 这 时 ,方程 的 个 数 少 于 未 知 景 的 个 数 . 因为 
2 一 工 
| 1 9 

所 以 把 :看 成 已 知 数 时 , 移 到 方程 和 的 右边 , 可 用 克 葬 姆 定理 得 


x0, 


* 445 。 


多 一 1 一 2 YY 一 2 机 2 得 取 尾 柯 值 )， 


碳 十 2# 一 名 一 各 ， 
[机 21 电 2-ay+e- 
4 十 Y 一 2 一 了 
解 ” 因 这 时 
1 2 一 二 
天 一 [2 -3 1 |=0, 
4 1 一 二 


故 不 能 直接 引用 克 荣 姆 定理 来 求解 如 用 廊 , 户 , 六 分 别家 
示 方 程 左 边 的 多 项 式 , 考 虚 它们 系数 的 关系 , 则 发 现 有 
fa—2xfitfs, 
同时 , 易 知 方程 右边 的 常数 项 也 有 
7=2x2+8 
的 类 似 关 系 ,于 是 第 三 个 方程 可 由 前 两 个 方程 (用 2 和 习 第 一 个 
方程 然后 相 加 ) 而 推 得 . 因此 , 前 机 个 方程 的 解 也 必 为 第 三 个 
方程 的 解 , 这 时 只 需 解 前 两 个 方程 即 可 , 即 
{0 
2m 一 3 十 z 一 号 
对 于 上 方程 组 , 可 以 采取 猜 解 例 1 一样 的 方法 ,用 死 莱 姆 
定理 ,本 得 
一 元 (z 十 12)， 一 记 (3z-1)， 
而 * 取 任意 惜 . 
- 大 三 % 一 4 十 2 一 圭 ， 
[本 中 钙 | = 
fs 三 Bw — y+2~—3, 
解 ” 这 时 DD=0, 并 易 敌 
" 46 。 


Fa=3f1+2fs, 38x1+2x2, 

故 方程 组 无 解 . 

关于 m 个 未 知 量 咖 个 方程 组 成 的 线性 方程 组 ， 恒 可 假定 
mn( 这 是 因为 ， 如果 吧 >m， 便 可 适当 潍 坎 系数 为 零 的 新 的 
未 知 景 , 使 未 知 量 的 个 数 等 于 方程 的 个 数 . 这样 , 由 系数 组 成 
的 n 级 行列 式 显然 等 于 私 , 而 把 问题 归结 到 如 例 2 或 例 3)， 

因而 , 从 上 面 的 例题 可 知 :， 由 未 知 量 的 系数 组 成 的 只 级 
行列 式 假如 不 全 都 是 零 ( 象 例 1 那样 )， 我 们 可 用 克 菜 姆 定理 
去 求 方程 组 的 解 , 当 mr<n 时 它 有 无 穷 多 个 解 ; 假如 全 部 都 是 
零 , 我 们 又 能 够 找 出 方程 左边 它们 闻 的 关系 , 如 果 方 程 右边 常 
数 项 也 有 同样 的 关系 (和 象 例 2 那样 })， 我 们 可 删 掉 一 些 方程 而 
只 需 解 少 于 m 个 的 方程 , 然后 再 进行 类 似 的 讨论 ; 如 果 常 数 项 
象 例 3 那样 没有 那 种 同样 的 关系 ,， 那 末 方 程 组 就 没有 解 . 于 
是 , 讨论 线性 方程 组 时 , 如 何 忆 定 方程 左边 与 右边 常数 项 有 无 
那 种 同样 关系 4 象 例 2 3 中 所 说 的 ) 是 一 个 主要 问题 . 为 此 ， 
下 而 第 一 节 专 门 来 讨论 这 个 问题 , 从 而 引进 一 些 必要 的 概念 . 
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我 们 知道 , 线性 方程 组 是 完全 由 它 的 系数 决定 , 未 知 量 的 
记号 是 不 起 什么 作用 的 . 因此, 为 了 方便 , 从 每 一 个 线性 方程 
把 未 知 量 分 离 出 来 , 剩 下 的 系数 就 成 为 一 组 有 顺序 的 数 ， 于 
是 ， 讨 论 线 性 方程 组 就 变 成 了 讨论 若干 个 肥 毅 序 的 数组 的 问 
题 , 这 就 需要 引进 向 量 这 一 概念 . 

定义 上 把 % 个 复数 4s, …, om 排 成 一 个 有 顺序 的 一 
组 数 

= 1 da Cn 


ww 和“ 


叫做 % 元 向 量 ,并 把 后 ， az …， mm 岂 做 向 量 & 的 分 至 ， 
有 时 , % 元 向 量 义 写成 下 面 的 形式 


横 写 的 叫 行 庙 量 , 直 写 的 叫 列 向 量 . 为 节省 书写 篇 幅 , 元 问 
量 一 般 都 写 为 行 问 量 的 形式 ， 

我 们 知道 , 在 (二 维 ) 平 面 上 , 当 举 标 系 取 定 后 , 由 原点 引 
出 的 向 量 可 用 两 个 有 顺序 的 实数 来 确定 。 同样 , 在 三 维 空间 
中 , 当 堂 标 系 取 定 后 , 由 原点 引出 的 向 量 可 用 三 个 有 顺序 的 实 
数 来 确定 ， 于是, 上述 % 元 癌 量 的 定义 ,也 可 以 说 是 二 维 平面 
问 量 和 三 维 空间 同 基 的 推广 .不 过, 当 坐 标 系 取 定 后 , 两 个 有 
顺序 的 实数 以 及 三 个 有 顺序 的 实数 可 以 分 别 看 做 平面 上 及 三 
维 乍 间 中 的 回 量 ， 而 当 m>3 时 ，% 个 实数 所 成 的 和 元 困 量 已 
没有 直觉 的 几何 意义 ,所谓 元 癌 量 ,不 过 是 和 异 用 几何 的 术 
语 而 已 。 但 是 , w 元 向 量 这 一 概念 , 述 是 有 它 的 现实 意义 的 . 
譬如 确定 三 维 空间 中 一 个 球面 ， 就 只 需要 知道 球 心 的 位 置 及 
半径 的 大 小 ， 假 如 把 球 心 的 催 标 及 半径 的 长 按 一 定 的 顺序 写 
出 , 就 得 到 一 个 4 元 向量 ， 氛 以 , % 元 向 量 这 一 概念 , 同 数学 
上 其 他 概念 一 样 , 是 舍弃 了 现实 对 象 的 一 个 抽象 . 于 是 ,我们 
把 一 个 个 未 知 量 的 线性 方程 的 系数 组 成 一 个 中 元 向 基 ， 这 
线性 方程 的 尾 一 个 需 也 可 看 做 一 个 吕 元 向 量 ， 昭 做 它 的 解 向 
重 . 

两 个 线性 方程 ,如果 它们 对 应 项 的 系数 相等 , 它们 本 当 就 
一 敏 ， 因 此 可 以 叫 两 个 元 向 量 @ 一 (ea te， dn) 与 及 一 
Co ba bw) 是 相等 的 ， 记 为 名 = 户 , 当 = 抽 时 史 =1， 
" 4 + 


2,…-, %)}， 这 与 平面 上 或 三 维 空间 中 两 个 向量 的 对 诬 分 量 相 
等 从 面 这 两 问 最 的 相 等 是 一 臻 的， 

因为 两 个 线性 方 释 的 和 的 系数 , 是 它们 对 应 项 系数 的 和 ; 
一 个 数 与 一 个 线性 方程 的 乘积 的 系数 ， 基 这 个 数 与 方程 系数 
的 乘积 ,于 是 加 以 抽象 ,可 以 定义 和 元 癌 量 的 运算 如 于 : 

定 尺 2 设 癌 量 RT— (CA, Ma 7 nn), B= C0, Ba, 1 
zw 则 把 (十 寻 ，az 十 B59， G4 十 B20) 称 为 & 与 B 的 和 , 记 成 
十 访 ， 即 

+= Ch, G+ ba, 7 Ont dn); 
区 ,当下 为 数 时 ,把 fa 一 a 二 hy, iaa Kan) 称 为 数 育 与 向 
量 全 的 来 各. 

我 们 知道 ,平面 上 或 三 维 空间 中 两 个 向 量 的 和 , 是 根据 平 
行 四 边 形 的 规则 来 演算 的 ; 如 果 用 它 的 分 量 来 表示 , 就是， 两 
个 回 量 的 和 的 分 其 ,等 于 这 两 个 向 量 对 应 分 晤 的 和 .， 至 于 数 
4 与 向 量 @ 的 积 fa 的 意义 ,是 指 : 当 >0 时 ,把 a 拉 长 训 信 ; 
当 &<0 时 把 & 拉 长 |#| 倍 ， 并 且 方 向 变 成 与 它 相反 ;如 果 用 
分 量 来 表示 ， 就 是 ，fa 的 分 量 等 于 着 与 不 的 分 量 的 积 ， 因 
此 ， 上 而 的 规定 与 平面 上 或 三 维 空间 中 向 其 的 加 法 及 数 与 向 
量 的 滋 法 是 一 致 的 . 

由 定义 易 知 

+B=B+a, (eta +y-at+ (8+Y), 
这 是 说 , 向 量 的 加 法 满足 充 接 律 及 结合 律 ， 央 为 
(aa 十 (0 0) 一 (aa gw)， 
这 是 说 , 向量 (0,，…:, 0) 与 向 其 w= (qi, …， ea) 的 和 仍然 是 人 
所 以 40,，… 0) 有 象 数 0 相仿 的 作用 , 因此 叫 它 为 零 南 章 , 即 
0= (0，0，,…，0) 
要 注意 , 零 问 量 记号 全 与 数 0 容易 混淆 , 因此 , 在 一 般 书 
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号 时 , 嫂 果 不 便于 区 分 粗 体 字 , 同一 记号 在 不 同 的 地 方 就 有 不 
局 的 解释 , 例如 , 如 果 疝 量 间 等 式 的 一 边 是 零 , 那 末 这 个 零 应 
该 就 是 零 向 量 . 

因为 (ea，qa，…，an) 二 (dae 0) = (0, 0, ~…, 
0), 所 以 ， 把 (一 ， 一 2 一 QB 和 称 为 8 一 La， 的 
页 向 本 ,用 一 & 表示 , 即 规定 (一 人 a= 一 a. 

我 们 把 &@ 十 (一 局 写成 & 一 B, 叫做 a 与 避 的 差 , 即 

ae—B= {a 一 站 Ca 一 下 一 下 


显然 ,，\a 一 有 ) 十 B=m 因此 向 量 的 加 法 有 北 运 算 , 也 就 是 说 ， 


向 量 还 有 减法 运算 . 
由 定 必 可 知 ， 
tiats) = katsa, (FD oe... Ectla, 
天 (人 = (FU a, 工人 一 人 
此 外 ,又 有 


0g-0, i0=0, (bah a ha 
再 如 ,由 ka 一 0， 我 们 可 推出 上 一 0 或 一 和 (这 是 因为 ,如 


果 h%0, 用 诗 冬 ha 一 0 的 两 边 ,可 得 到 


天 (ka) -0， 


人 oa 
i.:a=0, 
«—0.) 

前 面 所 提出 的 方程 间 的 那 种 关系 ,车 用 阿 量 来 表达 , 我 们 
议 有 

定义 设 ma， as，…， qm 是 w 个 向 量 ， 如 果 存 在 不 全 为 
零 的 数 页， 入，…，j， 使 得 
.00 4 


Ei hots 二 non C9, C1) 

则 aa， aa， …， em 叫做 线性 相关 。 旭 果 象 这 样 的 数 看， po … 
tm 不 存在 , 换 句 话说 , 欲 使 ( 蕊 成 立 , 必 有 而 一 和 一 … 一 细 一 0 
( 凤 三 ,站 2， Em 必 部 为 零 )， 刚 就 叫 ii， am 线性 无 
关 ， 

和 警 如 , 例 2 中 的 向 量 

oi = (1, 2, —1, 2}, qs= 2, —8,1, 3), 
wa— (4, 1, —1, 7) 

是 线性 相关 的 ， 因为 3% 十 wo 一 4s 一 0 但 4= ,2 与 B= 
(3, 4 线性 无 关 , 因为 从 fa 十 下 下 即 得 十 时 =0, 呈 十 委 = 
90, 所 忆 包 =1= 二 0. 

当 %=2 时 ， (也 式 就 成 为 而 qi 十 有 at 一作 . 因为 高 .加 不 


完全 是 零 , 故 若 而 关 0, 就 有 oi 一 -名 这 时 又 可 说 %, 


成 比例 .因此 ,对 两 个 向 量 来 说 , “线性 相关 ”与 “成 比 俩 ”这 两 
个 概念 是 一 臻 的. 
假如 及，…，& 适合 (TD) 式 ， 显 然 ， 与 它们 成 比 全 的 数 
kb ，…， kbm 也 适合 (1) 式 , 这 里 8 是 任意 数 . 但 要 注意 的 是 ， 
当 而 ,，…， Qn 线性 相关 时 , 适合 ( 卫 式 的 数 五 ,，…, 本 除 与 这 
一 组 数 成 比例 的 数 外 ， 还 可 能 有 与 它们 不 成 比例 的 ， 也 就 是 
说 , 它们 的 线性 关系 一 般 不 是 唯一 的 .譬如 四 个 三 元 商量 
m= 6, 2, 1), ds=(—1, 3, 8), 
rs— (9, 7, 5), oa— (3, 8, 7) 


的 线性 相关 的 关系 有 
da — 2 — 383 30, — 0, 
也 还 有 201 十 ga 一 Ga 十 Das 一， 


Qo 十 os ta 一 Das 一 心 . 
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注意 ， 两 个 向 量 只 有 当 它 们 的 元 数 相 同 ， 才 能 有 袖 等 或 
不 相等 的 音义, 也 只 有 在 这 时 , 才能 有 有 和、 差 的 运算 ， 只 有 当 
一 组 向 量 的 元 数 相 等 时 才能 讨论 它们 的 线性 相关 或 是 线性 玩 
关 ， 对 于 元 数 不 同 的 向 量 , 来 讨论 相等 与 否 , 或 基 求 它们 的 和 
或 莽 , 或 是 向 量 组 的 线性 相关 与 否 , 都 是 没有 意义 的 ， 上 总 之 ， 
今后 凡是 牵涉 到 向 量 间 的 茶 种 关系 问题 时 ， 总 是 假定 它们 的 
元 数 都 相 局 . 

身 量 间 的 线性 相关 与 无 关 ， 还 与 另 一 个 概念 是 紧密 相连 
的 , 即 回 量 问 的 线性 组 合 . 

定 尺 笃 假定 qa， a 是 各 个 向 量 ， 那 末 丽人 十 
的 线性 组 合 。 如 果 亲 量 
a = km + hams ntim, 

则 & 也 叫 梳 yy，0s，…，awm 的 线性 组 令 ， 或 者 叫 a 可 以 由 
03， “…， Qtm 来 线性 表示 ， 

关于 线性 相关 和 线性 组 合 ,有 下 面 欧 ， 

性 质 工 mw 个 向 要 负 ， a mn 线性 相关 前 充 要 条 插 ， 
是 其 中 有 某 一 个 向 量 为 其 余 僻 一 工 个 向 要 的 线性 组 合 . 

证 明 ” 先 证 必要 性 ， 从 三 ，wa， …， qm 线性 相关 , 知 有 不 
完全 为 0 的 名 个 数 所 ，，…, 天， 使 如 aa 十 … 十 疙 am 一 看， 既然 
让，…，j 不 全 为 零 , 必 和 至少 有 一 不 等 于 堆 , 不 妨 设 天 六 如 即 
可 得 到 
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即 wm 为 其 余 宙 一 1 个 而，…， Qn-i 的 线性 组 合 . 
再 证 充分 性 .车 ow 为 后, ,tm 的 线性 组 合 ， 
Gm 一 Cm TT Gm 1 1 
则 有 C1 nm 十 《一 二 mn C=, 
"2 + 


这 表明 gw ，…，wn 线 人 性 相关 . 

性 质 2 任意 一 个 非 零 向 量 是 线性 无 美的 。 又 ， 三 个 向 
晶 多 4， mw 中 ， 当 有 一 个 为 替 向 量 时 ， 这 个 向 重 昼 
为 线性 相关 ， 14，…，Em 中 车 有 是 个 起 < 天 ra) 线性 相关 ， 列 
;mn 也 必 线 性 相关 . 

证 明 1) 从 8e 一 0 且 az0 时 ， 显 然 有 天 =0， 这 说 明了 
任 一 个 非 零 向 量 线性 元 关 ， 

2) 车 一 0， 则 圭 : 鲁 十 0+ 十 … 十 0rGam 一 了， 此 即 表 明 
1 Cr 综 性 相关 ， 

3) 薪 eraa 十 … 十 的 0 一 各 (天 9， 且 ci， 耻 不 全 为 零 )， 
出 十 于 十 Darri 十 下 十 00 一 0, 显然 ,这 表明 ci， “3 
ao 组 性 相关 . 

在 引言 时 所 指出 的 线性 方程 组 的 诸 方 程 间 的 那 种 关系， 
我 们 已 可 用 向 量 商 的 线性 相关 、 无 关 及 线性 组 全 的 概念 来 央 
述 了 . 便 2 还 说 明 ， 当 方程 组 的 诸 方 程 间 有 线性 相关 的 那 种 
关系 时 , 我们 可 删 掉 密 余 的 方程 而 只 需 考 开 保 留 的 方程 .所谓 
从 方程 组 中 删 掉 一 些 方程 保留 一 些 方程 ， 这 无 异乎 是 说 从 一 
个 同 量 组 中 怎样 挑选 出 一 组 线性 元 关 的 向 量 ， 使 其 余 向 量 都 
可 表 为 这 一 组 向 量 的 线性 组 合 。 要 解决 这 问题 ， 就 要 判定 方 
程 组 之 各 方程 之 系数 所 成 之 向 量 组 是 线性 相关 还 是 线 手 无 
关 . 为 此 , 又 需 引 用 一 个 重要 的 工具 一 一 和 矩阵. 

定 尽 有 ”nn 个 数 act 一 1 m7 一 I D9) 排 成 澡 
行 .mw 列 的 表 


叫 艇 9xn- 拭 阵 , 或 简称 起 隆 , 也 可 简 记 为 十 一 (有 er 则 
和 总 号 全 


做 和 4 中 第 5 行 、 第 了 列 上 的 数 或 元 ， 当 加 =m 时 ， 秆 又 叫 散 
人 组 算 阵 ,世间 艇 nN 钱 方 阵 ， 

注意 ， 上 矩阵 与 行列 式 是 两 个 完全 不 同 的 概念 ， 风 级 行列 
式 是 一 个 数 , 而 ”级 矩阵 不 是 一 个 数 ,， 而 是 2” 个 有 顺序 的 数 
(或 元 } 的 表 . 不 要 由 于 它们 的 表示 形式 差不多 而 产生 混 清 . 

由 mxw- 短 阵 在 中 任意 一 行 的 nm 个 数 而 成 的 %% 元 向 量 ， 
叫做 本 的 行 向 量 ; 出 在 中 任 次 一 列 的 m 个 数 而 成 的 w 元 向 
量 , 叫做 和 虹 的 列 向 量 ， 因 此 4 有 驶 个 行 徊 量 ，n 个 列 商 量 . 
一 般 , 行 向 量 模 写 , 列 向 量 坚 写 ,4 的 第 个 行 向 量 写 成 

(Qu, tig, in) 


第 7 了 个 列 癌 量 写成 
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只 有 一 行 或 一 列 的 矩阵 , 又 常 叫 散 向 量 ， 
同行 列 式 的 情形 一 样 ， 在 办 x 上 和 掏 阵 秆 中 , 取 某 到 个 行 
及 某 玉 个 列 全 mm 由， 由 这 些 行 、 列 相交 处 的 元 构成 的 天 级 
行列 式 昌 做 4 的 级 子 式 ， 普 然 , % 级 矩阵 只 有 一 个 mm 级 子 
式 , 这 子 式 又 常 叫做 息 阵 的 行列 式 、% 级 矩阵 有 4 的 行列 式 用 
det 有 4 表示 , 或 简 记 为 14|. 
例如 , 在 23x8- 和 矩阵 


4-(: 2 | 

2 一 如 1 

中 , 1 级 子 式 是 由 其 中 一 个 元 构成 的 ， 因此 共有 六 个 1 级 子 
式 . 它 的 三 个 2 级 子 式 是 

* Bd 
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定义 6 和 矩阵 44 中 不 等 于 零 的 子 式 的 最 高 级 数 如 果 是 
r， 我 们 就 叫 和 4 的 秩 是 7+. 如果 % 级 矩阵 的 秩 是 "% 《 即 它 的 行 
列 式 不 等 于 零 }, 就 叫做 满 秩 延 阵 ,否则 中 降 秩 算 阵 . 

性 质 8 秩 是 替 的 拒 阵 是 全 由 数 罕 姐 成 的 墟 阵 。 允 ， 卸 
阵 并 中 若 至 少 有 一 个 "级 子 式 不 为 党 ， 并 且 也 有 7 十 1 级 学 
式 部 为 零 , 那 末 通 的 秩 为 了 

证 明 所 有 7 十 1 级 子 式 都 为 零 时 ,根据 第 一 章 第 5 节 拉 
普 拉 斯 展开 式 可 知 , 高 于 ”十 1 级 的 子 式 显 然 也 都 是 零 , 故 4 
中 不 等 于 等 的 子 式 的 最 高 级 数 为 7, 这 就 证 得 了 本 的 秩 是 了 . 

关于 矩阵 的 行 ( 列 ) 同 量 组 ， 怎样 判别 是 线性 相关 或 无 关 
的 呢 9 对 此 ,有 下 面 的 ; 

定理 1 绍 Xq- 存 降 入 的 rt 个 行 向 量 线 性 相关 的 充 要 条 
件 是 奶 的 秩 小 于 各， | 

证 明 ”人 先 证 必要 性 ， 设 mwxn- 害 阵 和 4 (ay) 的 mn 个 行 
各 量 

Si (Ga, C19 Gin Ca Cg G33, "**, Han)}, 

. 要 mm 一 (Gmi, ima “3 Cina) 

线性 相关 , 则 由 性 质 1,， 这 mm 个 行 向 量 中 有 某 一 行 向 量 是 其 余 
mm 一 1 个 向 量 的 线性 组 合 ， 不 妨 假 定 qm 是 1，…， qn- 的 线 
性 组 人 台 ， 即 ww 一 而 乓 十 一 十 KX_iGm_1， 因此 ， 用 一 页 ，…， 
一 如 or 分 别 乘 4 的 第 1 行 ,…, 第 避 一 1 行 , 然后 都 加 到 第 mn 
行 上 , 就 柄 第 mm 行 中 所 有 元 都 为 零 ， 所 以 , 如 果 有 三 有 i 级 于 
式 , 那 末 时 的 任意 一 个 名 级 子 式 都 是 零 , 这 就 表明 碟 的 牧 修 
子宫， 定理 的 必要 条 件 得 和 证 . 


再 证 充分 性 ， 设 丰 的 秩 为 7, 7<m。， 车 +=0， 则 每 一 
GQ; 为 零 向 量 , 故 0 …, qm 线性 相关 .车 ”>0， 不 失 一 般 性 ， 
可 假定 有 之 左上 免 的 + 级 子 式 卫 呈 0， 加 


11 [于 是 | lr 


0. 


crl rr 
如 果 我 们 能 够 证 明 * 十 1 个 向 量 ry,，…, gvti 线性 相关 ， 则 据 
注 质 2， 即 得 et， …，eam 记 弘 手相 关 ， 条 件 的 充分 性 就 解决 
本 .于 是 下 面 即 是 要 证 @,，…, Qrii 线性 相关 ， 为 此 ,要 找 不 
完全 为 零 的 ?十 1 个 数 页， …， 41， 使 
LE i .| 
= (hd Tt od tt hr, 1, 
3 Ecin t acon tt Rr det nn) 
0, 


也 就 是 
Fim tt Fagot tt kris t= 0. (f=1, 2, ,nn) 

为 了 求 出 这 ?十 1 个 数 硬 ， 各，…， 反 1， 我 们 考 磅 下面 + 十 上 
级 行列 式 
C11 "ir 1 
Tri "Orr Cri 
rtll "rrr r,t 
当 t>? {假如 这 样 的 存在) 时 , D; 为 4 的 一 个 7 十 1 级 子 式 ， 
所以 疡 一 0， 然 将 D; 按 最 后 一 列 展 开 , 得 

mt t+ da t+ Dear 1 = 0, (32) 
这 里 4:，…，4r， DD( 于 0) 分 别 是 a4t，…，Gy4， Gr4at 在 加 ; 中 
的 民 数 侠 子 式 ， 显 热 ， 和，…， 刀 写 芋 无 关 ， 当 ter 时 ， 
" 5 


DD 有 两 列 丰 同 ,所 以 也 有 天 = 由 这 时 (2) 式 同样 成 立 。 这 就 
是 说 , 对 于 :一 1， 2，…，?， 站 有 疡 一 0 ， 即 (公式 都 成 立 、 于 
是 , 41,，…，44,, 卫 就 是 我 们 要 求 的 7 十 1 个 不 完全 为 零 的 数 ， 
所 以， …， tri 线性 相关 , 即 定理 的 充分 条 件 成 立 ， 
至 此 ,定理 1 完全 得 证 ， 
同 理 , 有 : 
定理 于 吧 Xnm- 超 降 退 的 中 个 列 向 可 线性 相 美 的 充 要 条 
件 是 通 的 秩 小 于 由 ， 
由 定理 1， 即 可 得 到 : 
推论 ”尾音 名 [请 个 nN 元 向 量 线 性 相关 、， 吧 ,加 钴 行列 
D0 的 砚 要 条 件 有 是 名 个 行 ( 或 列 ) 痢 线性 相关 ， 
对 于 一 组 问 量 ， 其 中 线性 无 关 的 最 多 的 个 数 有 多 大 呢 ? 
对 此 ,有 : 
定理 人 设 一 组 向 里 的 集合 中 含有 ? 个 向 里 ， 人 快 得 该 集 
会 中 任 一 向 昌都 为 这 了 个 向 量 的 线性 组 会 ， 则 这 集合 中 人 性 总 
?十 1 个 向 重 部 必 线 性 相关 、 
证 明 在 集合 中 任 取 ?了 十 1 个 向 量 ; 
Bi1= (B11 bi ah) 
Bs = (ba, Ban; ban), 
局 ,一 (er， bes, 四 bern) ， 
Brri— {brri. 3 Bril ss ss rl nd) 
由 题 设 , 每 个 B, 都 可 表 为 
C1 = (1 G14 全 1 


Wa = (ar Hag “ an), 


[人 


a Or a 


的 线性 组 合 , 即 
B= Me he, 
B= Meh, 


MP De AT gt A a, 
现在 考 味 矩阵 


B11 bs Mii La 
Oar bos ii ban 


bri Ps ii Drn 


Brel, 1 Dyin wii rin 


中 的 7 十 1 级 子 式 ( 如 果 存 在 , 妈 7? 十 i 志 %n)， 不 失 普 遍 性 ,， 令 
其 中 任 一 个 + 十 1 级 子 式 为 


b11 Dig 二 | dr 六 十 

ba bys Por | 
Dn = 2 : 

bri dra br br rtl 


zi ze 2 *** rrr Dri eit 


子 是 , 根据 第 一 章 第 2 闻 , 可 把 Dw1 写成 若干 行列 式 之 和 , 如 
3 和 1 | Mr dlra i DMan > Mrs, +1 
> ME er 2 Ma, r+1 


rr 


x 
和 1 下 二 1 

A a > he + aa 人 记 A Tipe 2 AF tha, r+1 

t=1 fm f= 上 一 | 


+ 
| 5 
At HL 人 人 2 人 
i 三 f 


+ I 


全 


= 总 局 


Pr 
一 一 > 有 于 本 ba rl 
tr+i=1 
/ | ! ! 
A A 恒 本 本 A A ,, 


NA? Ye ""* x 名 
+1) A tl) a AstY) i 
但 因 每 个 在 全 一 1，3，…，T,， 7 十 1) 只 能 在 二 2,…, 7 中 到 
值 ， 战 r 十 ] 个 值 i， ts, Wy 和 和， 在 -1 中 必 有 相同 的 ， 破 丰 得 不 
有 
和 
和 
A 入 fr a A A 
因此 Dr 一 0, 此 即 表 明 秆 阵 如 的 秩 <7+ 十 1, 据 定 理工 可知 
B, 8,, ”> B., ix 线性 相关 . 这 就 证 得 了 是 理 2. 
联系 矩阵 的 秩 与 其 行 ( 列 ) 向 量 间 的 关系 , 又 有 : 
定理 8 起 阵 丰 的 秩 等 于 7 的 充 和 要 条 人 笑 是 手中 有 ?个 
行 ( 殉 )} 向 量 贱 性 无 关 , 并 且 任 意 Y 十 工 个 行 ( 列 ) 向 量 部 线性 祠 
关 . 
证 明 人 先 证 必要 性 . 设 用 的 秩 为 "， 于 是 万 中 有 一 个 
7 级 子 式 不 等 于 零 ， 而 任意 的 ?十 级 于 式 都 为 零 . 据 定 理 i 
可 知 , 不 为 零 的 ?级 子 式 所 在 的 7 个 行 ( 列 ) 向 量 必 线 性 无 关 ， 
并 且 任 意 ?十 1 个 行 ( 列 ) 向 量 都 线性 相关 .这 就 证 得 了 必要 
性 . 
再 证 充分 性 . 设 爷 阵 三 中 已 有 Y 个 行列 ) 向量 线性 无 
关 , 且 尾 意 了 十 工 个 行 ( 列 ) 向量 都 线性 相关 . 那 末 , 根据 定理 
td 得 知 ， 在 所 与 的 7 个 线性 无 关 的 行 ( 刻 ) 向 景 中 ， 必 有 一 
个 + 级 子 式 不 为 零 ， 且 由 任 ?十 1 个 行 ( 列 ) 向 量 中 取出 的 任 
和 有。 


x 十 级 子 式 都 必 为 零 ， 这 说 明了 妈 中 任意 的 "TT1 级 子 式 邦 
为 零 ， 由 性 质 3, 知 在 之 秩 为 7. 

至 此 , 定理 3 证 举 . 

由 定理 3， 即 得 : 

推论 1 失 阵 的 秩 、 行 向 要 组 里 面 线性 无 关 的 最 大 数目 
二 及 列 向 晤 组 中 钱 性 无 关 的 最 大 数目 ,这 三 省 是 一 致 的 . 

再 利用 定理 2， 又 得 判别 矩阵 之 秩 的 ; 

推论 号 设 超 阵 凡 中 有 一 个 个 级 子 式 不 等 于 零 ， 但 凡 包 
售 它 为 子 式 的 远 中 所 有 7 二 工人 级 子 式 都 为 霍 ， 那 未 好 的 秩 是 
TY。《 注 意 这 里 的 推论 2 与 前 述 性 质 8 的 差异 》 

证 明 不 损 一 般 性 , 可 令 抵 阵 


411 "ir 本 ln 
A=| a i a 
ml mn mn 
中 一 个 不 为 零 的 7 级 子 式 在 盘 之 左上 角 , 即 
E11 oii tr 
D,= +0. 
Hd Or 
设 害 阵 和 丰 之 mm% 个 行 向 量 为 
GE1 一 【CH41，-…， {in) ) 


Ca = keal， ”3 Can 


Gn = (ni mm) 
讨论 以 三， to Gr 及 任 一 0 一 了 十 1，-… 9R) 共 r 十 个 
向 量 为 行 首 量 的 盘 之 子 和 矩阵 (十 xm 算 阵 } 
+ FO a 


= Ges gy a b 
(il Chir fin 
Cd tir CiF 
由 题 设 | : -0，(t 一 7 十 1，,…, m0) 就 可 知道 
trl rr rt 
{I41 Mir st 
| aaa tir "Ti 
C= Tr + rr rt —0, (t=1, "0y 和 ， 十 ,9) 


Ge 
这 是 因为 , 当 t+=1…, + 时 , C 中 有 两 个 列 一 致 , 所 以 可 把 下 
标 主 从 上 7 十 1 ,名 扩展 到 一 1，…, n。 但 是 ， 按 最 后 一 
询 展 开 C， 又 得 

Aiaut + drarn t+ Dras=0, (t=1, + PF, PF 二 1, + ") 
其 中 二 1，-…， 届 :,， 加 是 Hity “ry Gres dit 在 CC 内 的 代数 余子 
了 式 , 显然 都 与 所 无 关 、 由 此 即 得 

40a + + A Dore, = 0, 

帮 由 D. 埃 0 得 知 本 为 my,…, a 的 线性 组 合 ， 即 鸣 ，…， 0， 
gr， am 中 征 一 个 都 是 前 + 个 的 线性 组 合 ,， 据 定理 2， 可 
知 刀 中 任 * 十 个 行 向 量 线性 相关 ， 人 根据 定理 二 由 DD,z0 
又 保证 了 入 有 > 个 行 问 景 et，…，wr 线性 无 关 ， 于 是 , 根据 
定理 3, 知 用 的 秩 为 7+, 证 完 . 


thir i 


练 习 六 


1， 假定 aa …" &m 是 元 数 相同 的 mm 个 向 量 。 如 果 存 在 四 个 他 为 零 的 数 
LP tor Ens 使 吾 呈 十 十 mm 全 mw 一 从 由 Wy ey dm 是 百 线 性 元 关 ? 邵 果 任何 不 


rs 0 


全 为 替 的 由 个 数 大， ms 使 加 i 二 二 nm 类 和 问 4，… 和 是 否 线性 
无 洋 ? 

3， 设 他 是 元 数 相 同 的 一 组 向 量 ， 如 时 促 当 站 一 … 
km Ei 十 问 本 1，…-， 三 m， 
有 Bi, Bn 昨 否 线性 泡 基 ? 

3 设 育 元 数 相 同 的 向 星 组 

cI) A Rr} 

{IT) dls es Gr Orr oe re 
阿 : 当 ( 了 无 其 时 ;tI 无 甘 玛 ? 六 ,当红 了 相 美 时, 位 ) 相 关 吗 ? 

二 . 设 有 尚 个 各 其 组 

i= an rs Gr Ra mi rs on 

Bi (Cats rr TL ti Gn) se B= (Gm me hn 
斌 证 : 如 果 ie Em 线性 无 其, 著 末 后 7 Bs 也 线性 无 关 ， 它 的 道 是 否 成 
?为什么 

5， 存 秩 是 # 的 矩阵 中 ,有 没有 等 于 霉 的 了 一 1 级 于 式 ? 有 没有 等 于 堆 的 级 
了 于 式 ? 和 疹 役 和 有 不 等 于 车 的 > 二 1 级 于 式 ? 

8， 试 证 : 允 关 % 年 阵 tqip) 的 秩 为 和 或 1 的 充 要 条 件 是 存在 生 二 个 数 
jn 得 融 一 和 Pr 人 辐 二 WIL 1), 


第 2 节 线性 方程 组 的 解 的 讨论 


有 了 前 节 的 准备 ， 就 可 以 着 手 解 决 级 性 方程 组 的 问题 . 
本 节 上 内 讨论 在 引言 里 提出 的 第 1、2 两 个 问题 , 即 解 决 ， 线 性 
方程 组 是 否 有 解 , 以 及 当 它 有 解 时 , 解 究 况 有 多 少 ? 
对 于 线性 方程 组 
Gdol + 1g 十 … 十 nn ~ bi, 
a (3) 
dmit1 十 GEmadtz 十 十 Gmnpn 一 六 
作 两 个 矩阵 , 一 为 mx 人 秆 阵 ， 另 一 为 rx (n 十 1)- 和 矩阵 ,要 
别 为 
s 亲人 


如 11 {12 "dn pi 
4 ) 

Um Oma nn bm 
分 别 则 徐 方 程 组 (3) 的 系数 起 阵 及 增 广 趣 阵 .和 疾 与 品 的 秩 分 
册 记 为 "8 与 EB. 

先 假定 方程 组 (8) 有 解 ， 即 有 一 组 数 (Cei， ts, …-, Tn} 满 足 
(3)，。 王 是 ,对 增 广 和 矩阵 旦 说 来 ,意味 着 如 的 最 后 一 列 为 前 
列 ( 即 有 扫 之 nn 个 列 ) 的 线性 组 合 ,法 在 如 之 列 向 量 组 中 找 它们 
线性 无 关 的 最 大 数目 就 等 于 在 丰 之 列 向 量 组 中 线 姓 无 关 的 
最 大 数目 , 这 浇 明 于 rp 一 ?4. 

反 过 来 ,假定 7g 一 "a， 并 设 它们 都 为 r,， 中 7p=r?4g 一 7 
不 损 一 般 性 , 可 设 


Hi ir 
: : |#0. 
tr rr 
S11 Cir bi 
于 是 国 [aA 一 1 py 如 pb, ， 
tm bn 


成 fcrp 一 7; 另 一 方面 , 由 前 节 的 定理 1', 得 知人 之 前 + 个 
列 线 性 无 关 , 而 由 前 节 定 理 8 的 推论 1 得 oz 六 这 就 证 得 了 
如 


rc 一 + 因而 | “| 为 C 之 前 7 个 列 的 线性 组 合 , 当然 也 是 4 
ba 


外 和 


之 所 有 中 个 列 的 线性 组 合 , 此 妈 表 明 (3) 有 解 . 

通过 上 面 和 的 讨论 , 就 证 得 了 ， 

定理 1 线性 方 右 组 (3) 有 解 的 完 要 条 件 是 系数 拒 阵 与 
一 广 超 阵 有 相等 的 秩 ， 

定理 1 已 回答 了 引言 里 提出 的 第 1 个 问题 ， 妈 线性 方程 
组 有 解 的 条 忻 . 

骨 来 解 类 引言 时 提出 的 第 2 个 问题 , 即 当 (3) 有 解 时 , (3) 
之 解数 有 名 少 ? 又 怎样 去 求解 ? 

设 (3) 有 解 , 即 ”4 一 ra 并 记 为 r+. 不 失 一 般 性 , 假定 
GdiLt :ir 


=0. 


UEr1 "rr 

于 是 , 到 (3 之 前 7 个 方程 以 及 后 面 各 一 "个 方程 中 的 任 一 个 

方程 (假定 存在 的 话 , 即 吧 >7)， 共 了 十 个 方程 , 如 
| n= 1 


下 4 
2 ( ) 
dati rt Dr ns — Piy 
这 里 有 一 站 十 工 ， 2 根据 前 节约 定理 i, 矩阵 


cz1 中 自重 tir li, r+1 中 让 ln bi 
和 * - [a kh 本 


Br … Br Crrt rm 人 
Cr 
的 前 了 个 行 线性 无 关 而 其 全 部 的 "+1T 个 行 又 线 性 相关 , 故 最 
后 一 行为 前 7 个 行 的 线性 组 合 、 这 说 明了 (由 中 前 7+ 个 方程 
的 解 必 为 最 后 一 方程 的 解 ， 也 就 是 说 ，(3) 之 前 了 个 方程 的 解 
必 为 其 余 方程 之 解 .。 所 以 , 欲 解 (3), 就 只 需 解 其 前 7? 个 方程 
如 丁 ， 而 介 ) 之 前 了 个 方程 又 可 改写 为 
s B44 » 


.ee 一 站 — HirtiTrtl™ initny 


Gri 一 站 一 Hr rr rr, 


于 是 , 据 克 芋 姆 定理 ,可知 wi， sa 可 唯一 如 表 汶 Wii,，…， 
zs 的 线性 表示 式 , 而 oa oo 均 得 取 任 意 数 ， 这 不 仅 说 明 
了 当 (8) 有 饰 时 候 样 去 求解 ,而 匡 还 知道 ， 症 ”nn 讲 (8) 有 只 
一 的 一 组 解 , 人 在 7 二 nw 时 (3) 广 无 限 多 组 解 ( 因 这 射 至 少 有 一 个 
未 知 最 得 取 任 意 值 )]。 也 就 是 诈 得 了 : 

定理 2 线性 方 树 组 (人 ) 如 林 有 解 ( 即 了 4 一 #B 一 全， 那 末 ， 
当 和 直 降 之 和 铁 了 一 和 时 有 唯一 组 饰 ， 当 <% 时 有 无 限 多 组 解 ， 
(38) 的 解 都 能 用 下 述 方法 可 求 得 ， 取 骨 中 任 一 个 不 等 于 震 的 
f 级 子 式 所 在 的 了 休 方 程 ， 并 将 相应 于 这 个 中 组 子 式 的 未 如 
要 当做 未 知 本 ,而 将 其 余 的 未 知 量 ( 当 它 们 春 在 ， 即 站 < 所 名 时 ) 
视 为 常 垩 ,和 祝 到 所 取 的 人 小 方程 的 右 这 , 热 后 再 利用 克 某 姐 定 
理解 党 个 未 如 杰 沾 个 方程 所 组 成 的 方程 组 ,就 能 捍 到 (3) 的 
全 趣 解 . 

定理 衬 已 回答 了 引言 皮 提 出 的 第 2 个 问题 ， 记 就 是 当 线 
性 方程 组 有 解 时 , 怎样 去 求解 以 及 解 的 个 数 . 

由 定理 2, 还 可 知道 ， 当 线性 方程 组 有 解 时 , 解 要 入 就 只 
有 一 组 , 要 人 么 就 有 无 穷 多 组 . 不 会 出 现 解 不 止 一 组 而 又 只 有 
有 穷 多 组 的 情况 ， 


练 习 七 
L、 问 线性 方程 组 


Cri -二 交 3 


[et 
HL 


当 % 取 何 值 时 无 解 , x 取 和 何 值 时 有 唯一 解 , 和 取 何 值 时 有 无 穷 案 解 ? 
2， 斌 证 : 方程 组 


一 dil 
_ Ta 3 Ce 
Ty— gs 


Tn Tr 1 


和 一 太一 0 
有 解 的 充 要 条 件 是 名 am 一 0 并 且 , 在 有 解 情形 下 , 求 出 它 的 一 般 解 。 
$. 设 线性 方程 组 
SutIit Tami 
(rn 
之 系数 矩阵 的 秩 等 于 矩阵 
A on Dy 
nd * nnn 
bl b, 0 
的 秩 , 试 证 方程 组 有 解 ， 
*， 讨论 空间 三 个 平面 
dy 
TT Day da dg, 
as- Day Car dy 


的 忆 是 关系 . 
5， 试 让 明 : 平面 中 三 条 韦 同 的 直线 
GZ 十 2Vy 十 ec 一 站 
berey ta= 人 0, 


人 十 GUY 十 六 一 让 
相交 于 一 点 的 充 轰 条 件 是 2 二 bea0, 


a 是 


第 3 蔬 基础 解 系 


前 已 指出 , 对 于 线性 方程 组 (3), 当 74 一 ?Bp 一 ?< 时 ， 有 
无 限 多 组 解 . 本 节 就 是 要 研究 , 这 无 穷 窗 组 解 之 间 究 竟 有 怎 
样 的 美 系 ? 也 就 是 要 回答 引言 时 提出 的 第 8 个 问题 . 

我 们 易 知 ， 对 于 所 有 ”元 向 景 之 集合 器, 其 中 线性 无 关 
的 向 量 的 最 大 数 自 是 多 少 呢 ? 我 们 知道 ,有 如 下 "个 癌 量 ; 

eC= (1, 0, 0, 1., 0, 0), 
es= (0, 1, 0, -…, 0, 0), 


和 


eo= (0O, 0, 0, .…, 0, 人 
它们 显然 线性 无 闫 , 昌 任 一 个 % 元 向 量 @~ (6, 09,*…, om) 又 
为 它们 的 线性 组 合 , 即 
oa- Doe 


于 是 , 据 第 58 页 的 定理 2, 器 中 任 % 十 1 个 向 量 必 线 性 相关 ， 

对 于 方程 组 (8) 之 解 向 量 之 集合 仿 , 当然 是 加 的 于 集合 ， 
故 仿 中 任 n 十 1 个 向 量 也 必 线 性 相关 ， 这 就 是 说 ，(3) 之 解 向 
量 之 集合 中 ， 线 性 无 关 的 向 量 之 最 大 数 虽 不 会 超过 m。 今 问 
到 底 是 多 少 呢 ? 

为 解决 这 问题 , 先 考 虑 简单 的 情况 , 即 齐 次 方程 组 ， 

Ti 一， 
| ee Cb, 


amit 十 mn a 二 习 . 


设 ( 铺 之 系数 矩阵 


- 愉 闻 


的 秩 74 一 ”sm 则 念 


呈正 和 和 


rl wii rr 


时 , 据 前 节 的 理论 , (四 之 全 部 解 可 由 (56) 之 前 7 个 方程 


| PE i ee rnF1 和 一 好]r42 和 一 人 一 人 


Erm re ,pt ra + rnin 
(6) 
根据 克 莱 姆 定理 而 求 得 (其 中 ms 和 + oo 得 为 任意 值 ). 
为 求 ( 呈 之 解 阿 量 集 合 中 线性 无 关 疝 量 之 最 大 数目 ,不 能 
令 ma 00 0 都 等 于 霍 ， 这 是 因为 ， 当 1 一 i420 一 
“4 一 0 时， 由 (46) 即 得 而 一 … 一 太一 0， 随 而 得 出 (国之 零 解 
(0, 0,-…, 号， 这 一 解 不 是 线性 无 美的 . 于是, 为 求 (6) 之 线 
性 无 关 的 解 ,就 必须 令 gril mr 不 全 为 零 ， 然 对 (5) 
之 任 一 和 解 向 量 (@， 1， 可 以 表 为 

wr+1 2 区 + tn 的 线性 表示 式 , 如 
i eh 

(te (7) 


Wr — Oy, p41 Cr, r+attrta TT Orniln, 
为 简单 计 ， 身 别 念 (四 有 srs Ww) 联 入 一 组 值 为 (1, 0, 
0 1 0 0 0 0 pv 0, 则 由 作 ) 式 就 
得 到 了 (四 之 nn 一 r+ 个 解 向 量 ， 
i (Lr Garris ,Pr vty 1, 0, 0, -…, 0, 0), 
Ga = {leta, Carray es Gr, rtas QO, 1, 0, 1+, 0, 0), 


| 


nn- 一 《Eln， Cams ay 0, 0, 0d, Wy 0, 1), 


= 3 * 


共 狼 , 由 于 把 ai，ewz，…，awn-r 当 司 行 向 量 而 成 的 (3 一 ?7) Xn- 
知 阵 的 最 后 % 一 7? 个 列 之 行列 式 


1 0 .0 
0 1 0 | “0， 
D0 OO 1 


故 据 第 荆 节 的 定理 1, 可知 而 , %2，…， tr 线性 无 关 ， 而 (5) 
之 和 任意 解 问 量 (wi， a, ~) Try Trrir Wr ay ""y wn) 又 确 为 1, 
dy， r+ 的 线 往 组 合 ， 这 是 因为 


C2 ry Fr, rls tn) 


[| 卓 
| 
-( > EE > Gry Tri *""s oj 
二 一 7 十 于 


了 一 『 二 二 
= tr 1 
于 是 , 根据 第 1 节 的 定理 2， 得 知 (5) 中 任意 mn 一 + 十 1 个 解 向 
量 蚌 线性 相关 的 .这 就 证 得 了 ， 
定理 二 当 线 性 齐 次 方程 组 ( 配 之 系 粒 矩阵 建立 鞭 为 7 
时 ， 则 5) 之 解 向 量 集会 中 线性 无 美 解 向 量 之 最 大 个 数 竺 于 
WW 一 也 就 是 说 ，( 国 之 全 部 解 向 村 中 可 找 得 Wn 一 + 个 线性 无 
美 芍 向 量 ,而 尾 辣 一 1+ 十 1 个 都 线性 相关 . 
定理 工 中 的 m% 一 个 线性 无 关 的 疝 量 ， 叫 做 5) 之 基础 解 
系 ， 一 般 地 , 有 : 
定义 1 线性 方程 组 的 解 向 量 集 合 中 ， 如 有 天 个 解 向 量 
具有 下 述 两 个 性 质 : 
i ) 这 下 个 解 问 量 线性 无 关 ; 
下) 方程 组 之 任意 的 解 又 为 这 个 解 的 线性 组 合 ， 
就 叫 这 大 个 解 为 方程 组 之 基础 解 系 ， 
于 是 ， 定 理 1 又 可 改 述 为 ， 齐 次 方程 组 (5) 的 基础 解 系 


,9 。 


中 ,包含 有 % 一 ?个 线性 无 关 的 解 (7 为 (外 之 系数 矩阵 的 秩 》. 

进一步 ， 讨 论 (5) 中 天 个 解 为 人 6) 之 基础 解 系 的 条 件 是 件 
入 ? 设 记 ,Bo，…， Bi 为 (如 之 基础 解 系 ， 当然 ， 握 定义 知 它 
们 是 线性 无 关 的 . 春 上 >m 一 7 则 与 定理 1 中 结论 " 任 %w 一 + 十 1 
个 都 是 线性 相关 的 相 了 矛盾 , 故 不 能 比 % 一 7 大; 车 < 一 7， 
由 于 (5) 之 任意 解 必 为 局 ，…， 谨 : 之 线性 组 侣 ， 故 上 面 的 
4 …，gr_r 也 应 是 且 , …， 有 的 线性 组 合 , 由 第 工 节 定理 2， 
知 ea en-r 应 线性 相关 , 这 又 显 非 所 许 , 故 天 也 不 能 小 于 
一 这 就 证 明了 一 hn 一 ?，。 反之 ，( 辐 中 任 % 一 + 个 线性 无 
关 的 呵 量 启 ,，…， B+ 必 为 (四 之 基础 解 系 ; 这 是 因为 , 取 (5) 
之 任 一 解 y， 则 由 定理 工 知 % 一 十 1 个 解 Y， B11,，… ,JB,。_; 线 
性 相关 ， 故 由 后 ,， …， 有 -之 线性 无 关 性 得 知 y 为 后 ，-…， 
有 -的 线性 组 合 , 这 就 证 明了 有，…， 有 -为 (5 之 基础 解 系 . 

再 回 碳 二 面 形 成 Ci， Cr 的 方法 ， 是 使 Brii, wriz,*…'， 
Wm 分别 为 异 于 零 的 nn 一 7? 级 行列 式 


1 0 … 0 
0 1 .… 0 
心 心 Wr i 


之 第 1.2.….n 一 ? 行 。 然 只 要 令 gy srra,…, sw 分 别 为 任 
意 一 个 异 于 零 前 % -一 7 级 行列 式 之 第 1、2、…、n 一 7 行 , 而 由 
07) 所 决定 (四 之 n 一 ?个 解 向 量 也 是 线性 无 关 的 , 随 面 也 必 是 
(5) 的 基础 解 系 ， 于 是 得 知 (5) 有 无 穷 多 组 基础 解 系 . 

这 就 证 得 了 ， 

定理 只 线性 齐 次 方程 组 (的 必 有 基础 解 条 ， 当 (66) 之 系 
数 算 阵 之 牧 为 时 ,每 组 基础 解 系 必 包含 ww 一 + 个 线性 无 关 的 
解 向 量 ; 且 (5) 含有 无 穷 多 组 基础 解 系 ; 而 (5) 中 瑟 个 线性 无 关 
* TU = 


的 解 为 其 碘 解 系 的 讽 要 条 件 是 无 =9 一 rr， 又 人 56) 之 全 部 解 ， 可 
由 一 基础 解 系 之 一 切线 性 组 合 而 得 到 . 

现在 再 讨论 非 齐 次 的 情况 ， 即 (8 中 让，…，pbm 不 全 为 
等 、 这 轩 , 应 在 78 一 ?74( 一 时 (3) 才 有 和解 ， 且 出 前 节 的 讨论 
得 知 : 车 


二 rr 
时, 则 只 须 解 前 7 个 方程 即 可 ， 也 就 是 说 ， 


| ti Hl rtiiTrti™— "HinTn, 


rit tT rye = bp — rp Orn 


之 解 集 合 是 与 (8) 之 解 集合 一 致 、 热 解 (8) 时 ， 由 克 莱 姆 定理 


可 知 Ti rs Cr 都 可 以 天 为 Ertl; Er+3 “** 克 n 的 线性 表示 式 ， 
如 


wy a Ma r+1Tr+1 ‘ha ra Agu, 


D1 CAL AL rl 
一 大 ot r+1 人 r+ Xe r+aers4 tT *" Noa. 
笨 令 可 自由 由 取信 的 讼 县 ry Cr + 分 别 为 (1, 0, "ry 
0), (0, 1, ~ 0), "yg (0, "ny 0, 1) 时 ， 众 如 上 述 理由 ， 可 由 
(9) 得 到 ”一 ” 个 解 
-01 = (A 和 r+ a A ets 7 hr Ar, +t, 1, 0, 0,.+7, 0,0), 
并 1 一 CN A rt 内 了 二 丸和 r+ 和 Ar 十 rc 1,0,. ,0,0), 


CE hn 


人 


弱 ，_-r 一 (A 十 六 ln 六 9 二 六 gn， my 六 DQ， 0, 心 ， 本 0, 1). 
性 全 W411 一 = 二 9) 中 所 得 的 解 俯 !:， 和 a，……， Ar， 
“也 是 一 组 非 零 解 ( 凤 至 少 有 一 个 和 坏人， 这 和 样 ,除了 


站 FL * 


上 述 的 人 全 一 1 2， nm 一 人 外 ,连同 

Go 一 人 0 全 0) 
共 得 到 了 (8) 的 上 一 ?十 1 个 解 四 全 二 1，2，…， 史 一 0， 它 
们 还 是 线性 无 关 的 (因为 它们 是 一 个 (nm 一 ?十 1) xw- 答 阵 的 
nn 一 十 1 个 行 辐 基 , 且 合 有 一 % 一 + 十 1 级 子 式 

Nh N10 0 DO 0 

NT 0 1 0 .:-.. 0 0 

Nia 0 0 0 « 0 1 

A 0 0 0 .| 0 0 

这 里 入 尺 0， 据 第 工 节 的 定 三 工 即 知 它 们 线性 无 英 ?1， 查 人 3) 
之 任 一 个 解 (中 ， 0 二 3， 
,一 的 线性 组 合 ， 这 是 因为 , 据 (9) 式 ,有 


(m1, rtiy ra “5 in] 


= 人 (at+ > A10y, 和 9 十 之 Agsty, “ny 
j=r-+1 站 一 了 十 卫 


六 -十 > Arity, rrls rts "a en ) 


= Dri tr 
十 (1 geri— r+ + ) Wo. 
这 说 明了 (8) 有 一 ?十 1 个 线性 无 关 的 解 ,县 任意 解 又 为 它们 
的 线性 组 侣 . 据 定 交工 可 知 (8) 有 基 侧 解 系 . 
注意 ，(8) 之 任意 解 (es，…，mn) 表 为 四 但 一 0， 1，2，…-， 
加 一 9) 之 线性 组 合 时 ， 其 组 全 表示 式 中 之 常数 为 Wr Pr *, 
Wn 其 和 和 恰 等 于 1， 反 之 ， 当 


总 % 工 时 ， 易 证 全 om 也 是 (8) 的 解 (参看 后 面 练习 八 的 第 


3 题 )、 于 是 , 与 证 定理 2 一 样 , 可 知 有 : 
= TO 


定理 8 仿 个 未 知 量 的 线性 非 齐 次 方程 组 ， 当 其 系数 
拭 阵 与 增 广 矩阵 有 相等 的 特 了 时, 必 有 革 珊 解 系 ; 每 组 基础 解 
系 和 包含 强 一 7 十 上 个 线性 无 关 的 向 量 ; 且 它 有 无 穷 多 组 基础 解 
系 ， 而 它 的 下 个 线性 无 闫 的 解 辣 量 为 基础 解 对 的 元 要 条件 是 
一 一 十 1 丸 ， 它 的 全 部 解 可 由 一 基础 解 系 之 一 切线 性 组 
会 使 组 合 系 数 之 和 等 于 工时 而 得 到 ， 
定理 2 与 定理 8 分别 解决 了 线性 齐 次 方程 组 与 非 齐 次 方 
程 组 的 解 之 间 关 系 ， 正面 再 来 讨论 非 齐 次 方程 组 与 相 庶 的 齐 
次 方程 组 之 间 的 解 向 量 的 相互 关系 . 
设 有 非 齐 次 线 竹 方程 组 
GTT 多 1 十 十 Ginpn 一 站 1， 
| ee [3 
人 AD1T 二 = Dm, 
系数 是 阵 4 与 增 广 和 矩阵 如 的 秩 相 等 (ra 一 ra); 作 相应 的 齐 次 
方程 组 


et (5) 


Gm 二 "二 mn = 0, 

令 Yi Ya *…， Yr 一 ?8) 为 45) 之 基础 解 系 , a 为 (3) 之 
菜 一 解 . 

者 占 为 (3 之 任 一 解 ， 则 易 见 一 a 为 (外 之 一 解 ， 故 
B—a 汶 Yi Ys yw 之 线性 组 合 : 

六 一 外 一 yi 十 Ca7ya 丁 … 十 Co_ryn-r， 

即 B=atcyitey t+ ony 

反之 ,不 论 ct 一 4，…, nm 一") 为 任何 数 , 由 于 a 为 (3) 的 


解 , 加 cy; 为 (加 之 解 ， 故 Ba+ Soy 为 (3) 之 解 ， 这 际 证 
得 了 ， 


| 1111 十 "一人, 


定理 生 当 非 齐 凑 方程 组 (3) 有 解 时 ， 别 (3) 之 任 一 解 必 
为 (3) 之 某 园 定 解 与 相应 齐 关 方程 组 (人 和) 之 一 解 的 和 ， 而 县 ， 
用 这 样 的 方法 可 租 到 (人 3) 的 全 部 解 . 


练 习 八 


1 试 证 明 : 设 ea gr 是 其 齐 次 线性 方程 组 的 基础 解 系 ， 洲 天 是 
奇 歼 , 则 唔 十 他 2f 十 十 十 1 世 是 该 章 深 线性 方程 组 的 基础 
解 系 . 

3， 设 线性 方程 组 

全 11 机 1 十 3 十 十 二 nn 到 昌 ， 

| J i 十 好 np 十 直下 

的 解 都 是 
十 Do 二-… 十 记 Tn 一 闻 
的 解 , 试 证 月 一 (5 ，Pg，'…。 由 是 
Fi CO Fg I) a (To op Ton) os om mt mg on) 
的 线性 组 侣 ， 
3 试 证 明 : 设 可 一 人 为 韭 齐 次 线性 方 


程 组 的 任 # 个 解 , 则 宫 wa 仍 为 这 方程 组 之 解 的 充 要 条 件 是 寥 ci 一 1 


二 、 饰 非 济 次 方 程 组 : 
信 二 279 十 六 一 J 下 4 一生， 
{smutem sn, 
STi 二 +10r ia — Sm 16, 
如 有 解 , 求 其 一 组 基础 解 系 . 
兰 ， 痊 了 向 攻 组 R= (Ee pe nn) 如 时 
[ays|> 名 [msl (Cj, Be 8) 


[| 
那 末 # 个 向 量 “一定 是 线性 元 关 的 . 
上 #. 证 明 包 洛 狼 十 电 个 未 知 晶 Ely Tas rp Ts Tntis | 的 和 个 线性 齐 深 方 
程式 


1]， 2 +, He) 
中 认可 局 拓 到 两 个 末 知 时 js 六 人 , 售 以 在 意 值 代入 之 后 而 所 得 的 方程 组 
恒 有 解 存在 ， 
< 74 。 


“ev Ht se 


7. 解 三 性 方 在 起 
(一 了 1 一 I9 十 Tq 十 … 十 ns 
[ert 


C2 一 有 4 一 十 和 十， 二 入 i 
第 4 节 初等 变换 


在 第 2 节 和 第 3 节 , 我 们 解答 了 引 育 中 提出 的 三 个 问题 , 
判别 一 个 线性 方程 组 是 否 有 解 , 求解 的 一 般 规 则 , 以 及 讨论 解 
之 间 的 关系 . 但 是 , 实际 引用 上 述 方法 去 解 线性 方程 组 时 , 需 
要 计算 大 量 的 行列 式 , 这 将 带 米 很 大 的 困难 ， 现在 介绍 简化 
计算 的 一 个 方法 , 这 就 是 初等 变换 . 
线性 方程 组 
Ga101 十 … 十 Gintn 一 石 1 
| 站 (8) 
GmiT + nn = bn 
经 过 下 列车 干 个 变换 ，Gi) 变换 方程 的 顺序 ，(i) 用 一 个 非 堆 
的 煞 乘 一 方程 , 或 (证 ) 用 一 个 数 乘 一 方程 加 到 另 一 方程 上 , 变 
为 


Ss (10) 
bmi 二 :十 Dns =— bh. 

显然 ,所 有 这 些 变 换 都 不 影响 它 的 解 ， 所 以 , 凡是 (的 的 解 都 
是 (10) 的 解 ， 反 过 来 ，(10) 又 同样 可 以 化 成 为 (3)， 因 此 凡是 
(10) 的 解 又 都 是 (8) 的 解 。 这 就 是 说 , (3)、 (10) 是 同 解 方程 组 

《或 等 价 的 方程 组 )、 因 此, 要 解 (3) 只 须 解 (I0) 就 可 以 了 . 
如 果 把 方程 组 换 成 矩阵 扎 ， 那 末 上 面 的 变换 就 是 ， 互 换 
么 的 两 行 ,用 一 个 不 为 零 的 数 滋 入 的 一 行 ， 或 用 一 个 数 乘 及 
ss Th» 


| Dm 十 Ba 一 机， 


的 一 行 加 到 另 一 行 上 , 这 些 变换 叫做 盘 的 行 初 竺 变换 . 

于 是 , 方程 组 (3) 变 为 方程 组 (10) ,就 是 (及 之 增 广 矩阵 疙 
经 过 行 初等 变换 变 为 (10) 的 增 广 矩阵 其 ， 关 于 和 什 阵 的 行 初等 
变换 ,有 下 面 的 一 个 重要 性 质 ， 

定理 1 若 起 阵 右 经 过 若干 个 行 初 等 变换 变 为 拭 阵 吾 ， 
那 末 骨 , 下 的 棱 柚 等 . 

证 明 这 只 要 证 明 每 一 种 行 初等 变换 都 不 改变 矩阵 的 秩 
款 可 以 了 显然 ,前 两 种 行 初等 变换 不 会 改变 矩阵 之 秩 ， 天 
此 ,下 面具 就 后 面 一 种 行 初等 变换 来 证 明 . 

设 用 数 彝 矩阵 及 之 第 站 行 加 到 第 了 行 上 ， 得 到 和 罕 阵 
嫩 , 并 假定 44 之 秩 等 于 7. 

容易 知道 ， 吾 中 任意 一 个 + 十 1 级 子 式 BB 若 泵 含 如 的 
第 j 行 , 它 就 是 生 的 一 个 7 十 1 级 子 式 ,因此 BBL-0, 如 果 BB 
会 嫩 之 第 j 行 同时 又 会 召 之 第 行 ， 由 第 一 章 第 2 表 中 的 
行列 式 性 质 4 得 知 ，Bi 与 礁 中 一 个 7 十 1 级 子 式 相等 ， 所 以 
这 时 也 有 访 一 00; 如果 刀 含 召 之 第 1 了 行 但 不 含 召 之 第 j 行 ， 
根据 行列 式 的 性 质 3 参见 第 一 章 第 2 节 }, 我 们 有 如一 出 十 
4o, 这 里 4:，45a 都 是 是 的 十 1 级 子 式 , 所 以 也 得 到 B=0， 
因为 号 在 如 中 的 位 置 只 有 这 三 种 铺 形 ,所 以 如 之 任意 7 十 I 
级 子 式 都 是 零 . 这 说 明了 及 之 秩 二 是 之 秩 . 

由 于 用 一 & 乘 如 之 第 4 行 翰 到 第 了 行 所 得 的 矩阵 显然 
就 是 生 ， 于 是 ， 仿 上 面 一 段 所 述 , 浆 可 知 和 之 秩 所 县 之 秩 ， 

因此 , 不 之 秩 等 于 吾 之 秩 , 定理 1 获 证 . 

显然 ,五 傅 简单 , C10) 便 愈 易 求 解 。 辟 如 , 当 BB 为 最 简单 
的 对 角形 和 矩阵 时 ，fio) 的 解 不 用 计算 即 可 看 出 ， 然 而 吾 究 音 
能 取 怎 样 的 简单 形状 昵 ? 

[ 鲍 1i 试用 行 初等 变换 , 简化 矩阵 
. 


Wi 


1 2 
4 1 2 1 8 
A=il 5 4 -1 0|. 
1 1 1 11 
解 ” 先 用 一 4,， 一 2 及 一 上 L 乘 第 工行 分 别 加 到 第 2 行 、 第 
3 行 及 第 4 行 上 ,就 得 到 
1 -2 -1 -2 9 
0 9 8 9 一 且 
0 9 6 3 -4. 
0 


3 2 3 ”一 豆 


再 用 一 1 及 -部 乘 第 2 行 分 别 加 到 第 3 行 及 第 4 行 上 ,就 
成 为 

一 全 ”一 了 2 本 

各 # 9 —$ 


= 


0 0 0 0 
又 用 于 乘 第 2 行 加 到 第 工行 上 ,然后 用 喜 乘 第 2 行 ,用 一 工 
乘 第 3 行 ,就 有 


I 8 
| 0 0 | 
此 Bb 
1 
从 心 0 0 从 


最 后 ,用 一 1 莱 第 3 行 加 到 第 2 行 ,得 


1 8 
1 0 0 ;| 
多 了 
工 
0 0 0 0 0 


这 就 是 所 给 矩阵 的 简单 形状 , 它 的 秩 等 于 入 它 的 特点 是 : 每 
个 列 向 量 的 第 3 个 分 量 以 后 的 分 量 都 是 等 ， 并 且 有 三 列 具 有 
一 个 分 量 为 二 其 他 分 晤 都 是 零 , 这 三 个 列 是 
1 0 0 
0 i 0 
oF oF 11T 
0 0 0 
对 于 一 般 情 况 , 因为 官 阵 在 的 任意 非 零 列 问 量 都 可 以 用 
行 初 等 变换 化 为 只 有 一 个 分 量 是 1 其 他 分 量 都 是 零 的 列 向 
量 , 所 以 假如 退 之 秩 等 于 ”我 们 可 以 用 行 初等 变换 把 它 的 某 
f 个 列 向 量化 为 具有 工 个 分 量 是 二 其 他 各 和 分量 都 是 零 的 列 
向 晤 ,并且 所 有 列 向 量 的 第 了 个 分 量 的 后 面 的 分 量 都 是 零 . 
定理 外 游 特 起 阵 恒 可 用 行 初 等 变换 化 为 单位 答 
阵 1. 
于 是 ， 用 行 初等 变 搞 把 召 化 为 上 述 形状 后 ，《10) 只 要 再 
经 过 适当 的 移 项 ， 就 可 以 求 得 它 的 解 ， 这 就 不 必 计 算 行 列 式 
了 . 
[ 鲍 2] 解 线 性 方程 组 


1 主 对 和 角 线 上 都 是 1, 其 他 位 轿 都 是 的 #8 级 盾 阵 , 岂 散 各 投 单 位 起 阵 ， 
让 和 主 


0 一 2 O— Wy O— 4 — 2, 
dei 二 wy 二 20s 十 wa 一 3， 


2 二 Berras + ders ~ 一 作 ， 


1 
11 十 到 9 十 人 4 十 二 4 一 了 可- 


解 ” 方程 组 的 增 广 逢 阵 正 是 例 1 中 和 矩阵 , 因此 ,用 行 初等 


变换 可 以 化 成 为 
1 8 
1: 0 于 0 5 
2 7 
0 1 襄 18 
lb 0 0 1 一 言 
0 0 0 0 0 
于 是 所 给 线性 方程 组 就 化 为 
十 吉 四 一 总， 
四 十 襄 m 1 
ws 一 一 于 ， 
移 琐 , 就 得 到 
pS 1 ma— 4 一 一 
9 3 ? 18 8 
(ws 得 任意 到 值 )， 
这 就 是 所 求 之 解 . 


注意 ， 用 行 初等 变换 解 线性 方程 组 时 ， 不 必 先 计算 系数 
矩阵 及 增产 害 阵 的 秩 ， 在 变换 过 程 中 如 发 现 两 个 矩阵 的 秩 不 


等 , 那 末 方程 组 就 无 解 . 


" TU » 


[ 例 3] 解 线性 方程 组 
| m+2y—z=1, 
| -ayts-0, 
4m ty?=—=—1. 


1 2 -1 1 
| B=l2 -3 1 0 
| 4 1 -~-E 一 1 


| 先 用 一 2 和 一 4 乘 第 1 行 分 别 加 错 第 2 和 和 第 3 行 上 ,得 


| 1 2 —1 1 
0 一 了 3 一 汪 | 
0 -7 3 -5 


| 再 用 一 1 弱 第 2 行 加 到 第 3 行 ,得 


] 1 2 -1 1 
9 -7 3 -2| 
0 0 0 -3 


由 二 可 见 : 方程 组 之 系数 定 阵 的 稚 与 增 广 是 阵 的 秩 不 相等 ， 
所 以 方程 组 无 解 . 

一 般 , 对 一 个 矩阵 ， 除 行 初等 变换 和 类， 同样 还 有 列 初 持 变 
搁 , 我 们 把 行 初等 变换 及 列 初 等 变换 统称 为 初等 变换 , 即 

定义 ”矩阵 有 4 的 下 列 变 换 ,出 数 胡 的 初等 变 接 ， 

1” 互 换 生 之 两 行 或 两 列 ; 

2 用 一 个 不 为 9 的 数 乘 征 的 一 行 或 一 列 ; 

3” 用 一 个 数 乘 二 的 一 行 加 到 另 一 行 上 , 或 乘 一 列 加 到 
另 一 列 上 . 

车 矩阵 用 经 过 有 穷 个 初等 变换 化 为 矩阵 召 ， 就 叫 丰 与 
如 二 价 ,用 过 全 号 表示， 由 定义 ,容易 得 知 , 对 于 “等 价 ”" 这 个 


= OO 二 


关系 ,下面 三 个 定律 成 立 ; 

i， 自 反 律 ， 444; 

和 外。 对 称 律 ， 若 4 一 召 , 则 吾 ~ 4 

证 ， 传递 律 ， 若 A 二 B, BC, 则 A~C 

-一 般 , 满足 这 三 个 律 的 美 系 叫 做 等 价 关 系 。， 全 如 ,初等 几 
何 中 三 角形 相似 的 性 质 是 三 角形 的 等 价 关 系 ， 

前 面 , 用 行 初等 变换 可 把 矩阵 简化 , 如 再 用 列 初 等 变换 ， 


可 使 矩阵 再 简化 、 警 如 全 1 中 矩阵 , 再 用 列 初等 变换 ,用 一 部 
乘 第 1 列 . 又 用 一 亏 乘 第 2 列 ,都 加 到 第 3 列 . 上 ,再 用 一 寺村 
第 1 列 .用 -二 乘 第 2 列 .用 舍 采 第 4 列 ， 都 加 到 第 5 列 上 ， 
最 后 把 第 3 列 与 第 4 列 互 换 ,就 得 到 


1 0 二 0 Es 
1 0 0 0 0 
0 120 _7T|Ilo 1 0 0o0.0 
8 18 | ~ .0 
lo 0 10 0 
0 0 0 1 -5)\0 0 0 0o 0 
0 0 0 9 0 


这 样 我 们 就 得 到 最 简单 的 矩阵 了 ， 

上 面 的 矩阵 中 ， 只 有 前 面 某 些 第 上 行 、 第 立 列 上 的 数 是 
1, 其 余 都 是 零 . 这 各 简单 形状 的 矩阵 , 叫做 矩阵 的 标准 形 ， 

由 矩阵 之 标准 形 的 意义 , 可 知 ; 任 一 矩阵 总 可 以 经 过 行 及 
列 的 若干 次 初等 变换 化 为 标准 形 . 由 定理 1， 经 过 行 初 等 变 
换 后 , 矩阵 的 秩 不 变 , 显然 ， 局 样 可 知 经 过 列 初 等 变换 也 不 改 
变 矩 阵 的 秩 . 这 就 是 说 , 经 过 初等 变换 , 不 改变 矩阵 的 秩 . 于 
是 , 从 标准 形 来 求 矩阵 的 秩 是 非常 方便 。 当 然 , 求 秩 时 不 必 把 


* Bl ， 


矩阵 化 为 标准 形 , 只 要 适当 地 使 用 初等 变换 , 能 够 看 出 它 的 秩 
就 可 以 了 . 这 样 ,不 需要 计算 行列 式 就 可 以 求 出 和 矩阵 的 秩 了 ， 
注意 ， 在 求 挫 阵 之 牧 时 ， 用 的 初等 变换 可 以 为 行 初等 变 
殴 , 也 可 以 为 列 初等 变换 , 但 解 线性 方程 组 只 能 用 行 初等 变换 
而 不 能 用 列 初 等 误 换 . 因为 , 用 列 初等 变换 就 把 未 知 基 搞 乱 
了 ， 当 然 就 不 便 求 出 所 给 钱 竹 方程 组 的 解 . 
对 于 两 个 矩阵 如果 它们 的 行 数 、 列 数 分 别 都 相等 , 叫做 


| 1 2 -1 0 3 A 
同型 的 . 多 如 (2 _3 串 与 (_， _4 “下 同型, 得 


3 一 号 
不 与 (1 4 | 同型 


由 于 经 过 初等 变换 不 改变 第 阵 的 秩 ， 故 知 ， 若 两 个 矩阵 
等 价 , 则 它们 的 秩 相 等 ， 反 之 , 车 两 个 同型 矩阵 的 秩 相 等 , 那 
末 它 们 就 有 相 加 的 标准 形 , 即 它们 都 与 圆 一 个 矩阵 等 价 , 因 之 
册 传 递 律 知 它们 互 为 等 价 的 ， 这 就 证 得 了 : 

定理 8 两 个 同型 起 阵 茸 价 的 充 要 条 件 是 它们 的 疾 相 等 . 
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1. 试用 初等 变换 ， 和 解 线性 方程 组 : 
ap 十 gf 十 z 一 gp， 
| e+e, 
Ty 一. 
和 设 办 xX 折算 阵 征 经 过 行 初等 蛮 换 化 为 矩阵 号 , 竹 的 列 向 量 分 别 用 qi1， 
三 2 性 n 家 未， B 的 列 向 量 分 别 用 后 ， Ba ms AB, 表示 。 试 证 : 如果 
十 十 十 辣 一 作 ， Cn) 
那 末 后生 十 无 3 各 十 十 天 有 一 站: (ne) 
氏 之 , 若 如 中 成 立 , 则 《ay 也 成 立 ， 
3$， 试 证 ， 第 种 初等 变换 可 应 由 其 他 两 种 初等 变换 导出 ， 


" 82 。 


第 三 章 四 量 空 间 


本 章 将 介绍 " 维 向 量 空间 的 基本 概念 和 它 的 基本 性 质 ， 
先 从 坦 觉 空间 (二 维 .三 维 ) 的 推广 入 手 , 然后 再 把 维 向 基 空 
疗 的 概念 抽象 化 ( 即 公 理化 ). 这 样 , 使 读者 容易 接受 , 并且 也 
符合 发 展 程序 . 


第 1 节 nn 维 空 间 的 意义 


平常 我 们 说 二 维 空间 ， 一 般 是 指 平 商 上 所 有 点 的 集合 . 
克 果 在 这 个 平 商 上 了 到 定 了 笛 上 下 儿 誉 标 系 之 后 ， 则 平面 上 的 点 
和 实数 对 ( 即 两 个 有 次 序 的 实数 组 ) 成 一 一 对 应 关系 ， 这 就 是 
说 ; 平 南 上 有 有 一点, 则 人 必 有 维 一 对 的 有 次 序 的 实数 组 (w, 办 ( 即 
点 的 坐标 ) 与 它 对 谱 ， 反 之 ， 如 果 给 了 两 个 有 次 序 的 实数 组 
(wz, 候 ， 则 在 平面 上 也 就 有 唯一 的 点 与 它 相 对 应 .而 之 , 二 维 
空间 是 一 切 有 次 序 的 实数 对 之 集合 。 另 一 方面 , 任 一 个 实数 
对 人 , 奶 又 可 看 成 是 平面 上 起 点 是 举 标 原点 .终点 是 (z, 四 的 
向 量 , 因 之 二 维 空间 也 叫做 二 维 向 量 空间 , 并 满足 ， 平 面 上 性 
意 两 个 过 原点 的 向 量 之 和 以 及 数 与 向 量 之 积 ， 仍 是 过 原点 的 
向 量 . 同样 的 道理 , 可 以 把 三 维 空间 ( 即 空 间 中 一 切 点 的 集合 》 
解释 为 三 维 向 量 空 间 ， 在 它 星 而 向 量 可 以 相 加 并 县 也 可 以 和 
数 相 乘 ， 在 第 二 章 , 我 们 已 经 介绍 了 元 向 量 的 加 法 以 及 它 
与 数 的 乘法 , 把 上 面 的 概念 推广 , 就 得 到 ， 
定义 ”在 % 元 向 量 的 集合 及 中 , 如果 其 中 任意 两 个 向 量 
s BH . 


的 和 以 及 任意 一 个 向 量 与 数 的 积 都 仍 在 时 中 , 那 玉 漳 刑 做 向 
量 空 间 ， 

蜡 然 ,所 有 元 襄 量 的 集合 形成 一 个 同 重 空间 , 通常 用 符 
号 吕 。 来 老 示 ， 只 包 会 一 个 零 同 量 的 集 人 合理 是 一 个 向 量 空间 ， 
叫 笋 家 空间 . # 个 未 知 量 的 线性 齐 次 方程 组 的 解 向 量 的 全 居 
也 瑚 成 一 个 和 访 量 空间 , 叫做 这 方程 组 的 解 空 间 。 不过, 线性 非 
齐 次 方程 组 的 解 向 量 的 全 体 却 不 能 形成 一 个 辐 量 空间 ， 

注意 ;nf 元 和 商量 (ww ma， 60) 的 当量 名 可 下 是 任意 的 
数 。 当 名 都 是 实数 时 , 这 样 一 些 向 量 形 成 的 向 量 空间 叫 黎 实 
空间 , 否则 就 叫 散 复 空间 ( 即 省 人 允许 有 为 复数 的 可 能 )}。 通常 
说 的 向 量 空间 , 指 的 都 是 复 空 间 , 面世 咒 ( 即 一 切 吕 元 复 向 量 
Car, 7， 儿 n 之 集合 ) 为 名 维 ( 复 ) 问 量 空间 ; 若 特 限制 每 个 
gm 为 实数 , 即 一 切 % 元 实 向 量 (w,…, o] 之 集合 里 仍 用 由, 表 
示 , 但 这 时 就 特地 四 它 为 和 %% 维 实 空 间 , 或 简称 实 站 ,， 叉 ， 有 时 
候 常 将 "向量 "二 字 省 掉 ， 阳 有 只 说 空间 ( 指 复 空间 ) 或 实 空间 
的 ,这 时 各个 数组 (os，oa，…， xn 通常 叉 媚 微 空 间 的 点 ,页 今 
后 说 3 个 数组 (wy,， :ww,) 为 空间 中 的 点 也 可 以 ， 或 者 说 
它 是 空间 中 的 和 访 便 也 可 以 , 看 实际 的 需要 来 决定 . 不 论 叫 点 
或 别 了 向 量 ， 它 都 没有 直觉 的 几何 章光 
《 当 % 关 和 时 )， 而 仅 是 将 直觉 空间 中 
(9 一 ,2, 3 时 ) 一 些 几 何 问题 变 成 代 
数 关 系 式 ， 再 将 这 些 代 数 关 系 式 推广 
到 ">3 的 情形 而 沿用 几何 的 术语 而 
已 . 例如 , 空间 中 有 两 个 点 古人 ，oo， 

加 3-1 te), BU Wa, ys), 点 姜 人 ea， 2 恩 ， 生 ?是 

直线 4B 上 的 任意 一 点 (图 3-1)， 于 是 4 显然 等 于 .A 
(实数 入 是 随口 点 之 位 置 的 变化 而 变 和 的， 于 是 
和 


O00- O04A+ AC=04+%.4B. 
但 05- {21, 22, 23}, O04 = fo Ya, Wa)» 
AB = { 一 2 Ya— wo, Ya— wa}, 
故 有 
{21, 29, 23} = {ti TF AY 1), tat Cy — ta) , ta (Ya va)}, 
所 以 


Sa — Wa Ya Ta), TL) 
zs 一 和 5 十 入 (33 — a), 
在 导 式 中 ,车 使 % 取 一 切实 数值 时 , 可 得 过 4, 号 之 直线 上 一 
若 点 的 上 坐标 ， 著 使 取 一 切 位 于 0 至 工 间 的 实数 (0 和 所 二 ， 
则 可 得 线段 4B 上 前 一 切 点 之 坐标 ， 我 们 叫 居 ) 式 鸭 站 线 4B 
的 参数 方程 ， 这 都 是 大 家 所 熟悉 的 解析 几何 的 内 容 ， 现 在 将 
这 概念 推广 到 nn 维 空间 jx: 
设 了 二 (空间 和 
中 两 点, 那 末 所 有 通 合 方程 
A =1, 2, ,ny) (2) 
人 为 任何 实数 ) 的 点 (如 223， 24) 之 集合 电 微 殿中 通过 卫 ， 
@ 两 点 的 直线 ; 录 果 0s<sxst 则 及 适 合 上 列 方程 43) 的 点 之 
集合 叫做 线段 了 4 


|:- i A O21), 


练 习 十 


1. 在 实 空间 路 中 设 有 两 点 了 tts 和 2) 与 外 Cr 的 执 》， 潭 均 
与 号 是 线段 Pe 上 上 的 菜 两 点 , 征明 线段 RS 是 线 展 RQ 的 一 部 分 ， 即 钱 段 BES 上 
的 总 由 一 定 在 线段 Pe 上、 

32， 在 上 题 中 ， 证 明 通 过 Bi 呈 两 点 的 直线 与 通过 忆 , 盘 两 点 的 直线 是 一 臻 
的 ， 
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第 2 节 基底 , 维 数 及 坐标 


大 家 知道 , 在 平面 直角 上 坐标 系 中 , 0 轴 和 OF 加 上 分 别 
取 坐 标 单 位 淹 量 和 并 即 它 们 的 长 等 于 1，| 站 一 4 | 了 | =1; 
它们 的 方向 分 别 和 所在 的 辖 的 正 乔 相同 )， 
如 图 3-2， 于 是 对 于 平面 上 的 任意 向 量 可 
(一 口 科 显然 可 以 写 为 

a — wi yp, 

并 且 , 这 样 表示 的 方法 还 是 唯一 的 ， 这 就 
是 向 量 @ 按 坐 标 单位 向 量 的 分 解 ， 式 中 的 

图 3-z z 和 gy, 实际 上 是 向 量 q 的 终点 4 的 坐标 . 
我 们 叫 疝 量 二 了 为 这 向 量 空间 (二 维 ) 的 基 康 ， 表 示 式 @~ 
呆 十 好 为 向量 按 基底 i 了 的 分 解 : 齐 量 民 , 好 叫做 记 量 a 
在 菇 诡 1, 了 上 的 分 向 量 ， 当 然 ,两 淹 量 #$, 了 是 线性 无 关 的 ( 因 
为 它们 不 共 强 ), 车 用 举 标 米 圾 
示 , 就 是 f=, 0}, 了 = {0, 1}. 

闻 样 的 道理 , 如 图 8-8， 空 
间 的 每 个 癌 量 @( = 0 人 可 以 
唯一 地 写成 

好 一 02 十 ?7 二 2 开 

的 形式 ， 这 里 w，#% 2# 是 向 量 
0 一 04 的 终点 44 的 坐标 ， 我 
们 叫 向 量 记 7, 天 是 这 空间 的 基底 ,表示 式 a 一 wt- 上 zk 叫 
敌 问 量 4 按 基底 站 J 了 ,下 的 分 解 : 向 量 虹 ， gf, zk 叫 艇 向 量 可 
在 基底 记 刀 天 上 的 分 向 量 ， 当 然 , fF, 天 是 线性 无 关 的 ( 因 
为 它们 不 共 面 ), 用 坐标 来 表示 ,就 有 = {1 0, 0}, 了 = {0, 
EE 全 


图 -3 


0}, k= {0, 0, 1}. 
上 面 说 的 都 是 直觉 空间 (二 维 或 三 维 } 中 的 事 ， 然 n>3 
时 ， 非 直觉 的 wn 维 向 量 空间 入 , 中 也 看 在 mw 个 线性 无 关 的 向 
其 ， 
如 1 一 【上 0, 1， 心 ) ， Bz = (CO, 工 ， 心 ， 站 性) ， a 
e, — {0, *…, 0, 1), 
使 得 中 , 中 每 个 (% 元 ) 向 量 & 一 (81 ad) 都 可 以 唯一 地 
写成 Bl，es，…，8Bn 的 线性 组 合 , 即 
= 
这 说 明 Bes, …，en 在 1 内 的 作用 恰 与 i 了 在 二 维 空间 或 
$F 了 ,下 在 三 维 空间 内 的 作用 完全 一 样 . 因此 ，# 个 向 其 @， 
2 …，en 就 是 中 的 基底 下面 齐 一 般 她 介绍 基底 这 个 概 
念 , 这 是 一 个 重要 的 概念 , 它 在 向 量 空 间 理 论 中 的 作用 , 正和 象 
解析 几何 里 的 平面 直角 并 标 又 . 
定义 设 只 是 由 mw 元 向 量 形 成 的 向 量 空 闻 ， 呈 92， *……， 
tw 是 身 量 空间 叶 的 mx 个 线性 无 关 的 向 量 ， 如 果 办 的 每 个 向 
量 & 都 可 以 写成 它们 的 线性 组 合 , 如 =i 十 :… 十 6mam， 我 
们 就 则 本 ,oa or 是 办 的 基底 (或 一 个 基 谨 )。 
由 这 定义 ,就 会 提出 下 面 四 个 问题 . 
1) 般 的 基底 是 百 存 在 ? 这 个 问题 的 答案 是 此 定 的 。 因 
为 站 是 入 之子 集合 ， 而 泊 . 之 每 向 量 (m 元 的 ) 均 可 为 前 述 的 
6 ， 2 的 线性 组 合 ， 才 入, 湖面 条 中 的 性 ww 十 1 个 9 
元 ) 向 量 都 是 线性 相关 的 , 因 面 在 员 内 必 可 找 着 mC 所 和 0 个 纵 
性 无 关 的 向 量 ， 使 六 中 任意 向 量 都 为 这 mm 个 向 量 的 线 姓 组 
合 , 这 就 说 明了 员 之 基 庆 确实 在 在 . 
根据 前 章 第 荆 节 , 易 知 上 述 之 2 为 胃 中 的 一 个 定数 ,我 
们 叫 这 个 定数 名 为 民 的 维 数 .于 是 ,出 nm 元 向 量 形成 的 向 量 


#7 导 ? 


字 间 之 维 数 不 大 于 n， 而 维 数 等 于 加 之 充 要 条 人 和 任 是 其 一 入, 
又 , 零 空 间 屋 有 基底 ,我 们 说 它 的 维 数 是 零 ， 假 如 加 个 未 知 量 
的 齐 次 线性 方程 组 的 特 是 *， 那 未 它 的 基础 解 系 所 含 黎 河 量 
的 个 数 为 % 一 7, 办 此 解 空 间 的 维 数 等 于 n 一 7. 
2) 在 定义 中 ，x 一 cao 十 十 conan 的 表示 方法 是 唯一 的 
吗 ? 这 答案 也 是 肯定 的 ,因为 从 
Ty 
妈 得 on dn Gn = 0, 
玻 据 ,Gm 线性 无 关 , 得 6 一 =0 即 0 一 届 舍 =1， 
m). 正 因 为 这 种 唯一 性 ， 我 们 所 线 作家 未 肛 家 C1 "Om 
叫 徐 关于 基底 中 ，…，wm 的 坐标 . 
注意 : 对 于 不 同 的 基底 ， 同 一 个 向 量 的 坐标 是 不 同 的 ， 
在 条 中， 假如 联 w= (1, 二 一 (0 1, 1),…， 
ta 二 《0,…, 0, 1) 居 基 底 , 因 为 
R= (0, Wy 1, en) 
= (0 0) a a — 1} on, 
故 名 关于 基底 ll 的 坐标 就 是 Wis Gal "ys {nO 
Gn-14。 如 困 取 2， B62， …，e, 做 基底 ,因为 
= (01, a, 7 Wy) = 81 ne, 
故 c 关于 所， …，en 的 雁 标 就 是 944， …，aw、 
据 上 述 得 知 ， 出 作 无 朵 景 之 集合 所 组 成 的 向 量 空间 的 维 
数 m 志 nn<# 的 可 能 性 是 有 的 . 
注意 ， 所 谓 m 维 启 量 空间 ， 其 中 的 向 量 都 是 元 向 量 ， 
并 非 mw 元 向 量 、 警 如 , 零 空间 的 维 数 是 堆 , 它 斯 含 的 崔 一 的 
去 向 量 是 ”元 向 量 . 吧 维 向 量 空间 的 基底 所 含 向 量 的 个 数 是 
mm 因此 对 于 它 的 基底 @1， 60, …, em (每 个 四 为 四 元 向 量 )， 
避 以 把 mm 维 空间 中 的 % 元 向 量 = (44，0Gwp，…，gw) 表示 成 
第 癌 癌 


& 一 0 二 十 emQm， 因而 交 可 记 为 = (et， ca om 虽 
然 ， 我 们 度 特别 注意 站 元 问 量 &= (1, ta, 7 Qn) 号 威名 元 
间 景 (660, Sm 之 含义 

3) 训 果 已 知 入, 之 维 数 等 于 n, 但 涡 , 之 基底 可 以 不 止 一 
组 ,试问 尖 中 个 向 量 志 一 Kany day， dn)， 人 一 2, …**， 
m), 在 什么 条 件 于 才能 够 是 各 ,之 基底 呢 ? 

易 业 它们 为 之 基 请 的 充 要 条 件 是 它们 为 线性 无 关 的 ， 
因而 %w( 其 中 名 一 1,…, 和 0 为 基底 的 充 要 条 件 是 由 其 举 标 aa， 
ca an 组 成 的 行列 式 不 等 于 零 ， 于 是 有 下 面 的 两 个 定理 . 

定理 工 nn 维 室 间 汗 ,中 加 个 向 量 = (0 gay “ey tin) 
二 1 2 之 一 组 基 详 的 充 要 条 件 是 

Ia da :Ain 


i daa on 二 日 


(Em1 Gao nn 

司 理 , 也 可 以 证 明 

定理 号 设 在 由 mn 元 向 量 形成 的 43 维 空 间 界 中 取 一 组 
基底 三; mn( 剖 是 吕 元 向 量 ), 那 下 只 里 面 人 M 个 向 量 启 ，….， 
Bm (者 是 加 元 向 量 ) 是 中 之 基底 的 克 要 条 件 是 它们 关于 
op 0 的 开标 所 形成 的 吧 钥 行列 式 不 等 于 零 ， 印 当 太一 
0 十 "十 Om@m( 其 中 名 一 1，…， 713) 时， 


O11 C13 "a lm | 


C31 Ca "Cap | 


Cml Cm “Crs 
4) nn 维 空间 Wi 中 任意 大 个 诺 之 nn) 线性 无 关 的 向 量 
B,, 本 a 能 够 是 ii。 之 基底 的 一 部 分 辐 ? 也 就 是 说 ， 能 够 在 
= 9 + 


有 ，…，, 局 上 再 深 加 %w 一 个 线性 无 关 的 向 量 , 使 它们 成 为 第 , 

之 基 座 吗 ? 这 也 是 肯定 的 .事实 上 ,由 记 = (Ba, pa **', bim)， 
E 一 1，2,，…,), 可 形成 一 个 有 行 nn 麟 的 矩阵 

Ba Ba … bin 

B=- bar boa … Dan 


Bre Br 2 bs 
其 秩 等 于 总 不 失 普 遍 注 , 可 令 
bry is Pig 
: : | 天 0, 
Dat Pik 
于 是 据 拉 普 拉 斯 展开 式 , 得 知 
bi i bix Di, r+1 ie bin 
bi "i Dos Bi ny 机 ba, 0, 


0 .0 1 . 0 
0 0 0 .. 1 
邯 记 ，，Ep 为 和 之 一 组 基底 . 
同样 ， 对 元 问 量 所 形成 的 mx 维 空间 办， 也 有 如 下 类 做 
的 结果 . 
定理 由 元 向 旺 所 形成 的 m 维 空间 条 (mn mn 一 % 
时 , 激 二 员 ,) 中 任意 亡 个 线性 无 关 的 向 量 锅 元 向 竹 ) (所 Mm) 是 
注 之 基底 的 一 部 分 . 
证 明 设 mwG-1 2 …, 个 是 习 维 空间 只 中 天 个 线性 
无 关 的 癌 量 (8 元 的 }， 并 设 忆 (其 中 一 1, 3, 92) 为 路 之 
一 组 基 ， 于 是 就 有 
s OH) = 


di —tB t+ cB t+ cimBn, 
A 一 Cap 十 ezz 则 。 十 … + oamBm, 


下 


且 抢 阵 | “Wm | 之 行 向 量 线性 无 关 ， 因 而 其 秩 等 
Bril re km 
于 上 不 失 普 遍 性 , 可 令 


它 1 二 "Cix 


去 器， 


CE Ckk 
随 而 再 据 拉 普 拉 斯 展开 式 , 得 知 


Cl oO Gk ikl CIm 


CE 


0 .0 1 ,0 
0 ... 0 0 ... 1 


因 之 而 ;，…''， a， Yi( = Bi), "+, Ym-xC ~ Bn) 线性 无 关 而 为 
中 之 一 组 基底 . 


练习 十 一 


1. 人 根 定 l= (1, 一 1，2, 3 A= 3, 个 生 ， —2)， 试 求 证 3。 全 4 全 次 1 2， 
Ga Gd 的 成 i 之 基底 . 

二 设 而 一 (1 一 1 一 于 2), 一 (C2 1 0, 10 d= (3,2,—1,0,2), 
证 明 : Qt Qo 9s 的 一 切线 性 组 合 i 十 SR 十 cose 上 为 任意 数 ) 的 集合 
是 一 个 疝 量 空 间 。 并 求 这 空间 的 维 数 。 


= Ol +， 


第 3 节 子 空间 


如 图 3-4， 在 二 维 空间 go( 即 某 个 平面 ) 内 取 定 平面 直角 
坐标 系 之 后 , 引 任 一 个 不 等 于 零 之 向 量 @@=O4， 于 是 @ 与 过 
原点 的 任 一 个 和 不 共 线 的 向 量 之 一 切 
线性 组 合 ( 实 系 数 ) 的 集合 就 是 二 维 空间 
折 ， 但 之 一 切 信 数 Xal% 是 任意 的 实 
数 ) 的 集合 显然 是 通过 O，4 两 点 的 直线 
!、 根 据 向 量 空间 及 其 维 数 之 定义 ,， 则 知 
直线 1 是 一 维 空 间 ， 因 直线 7 在 平面 
Rh。 上， 所 以 我 们 就 说 一 维 空间 ( 即 直线 


站 是 汽 的 子 空间 ， 

又 如 图 3-5， 在 三 维 空间 MW， 内 取 定 平面 直角 坐标 系 后， 
引 两 个 不 共 线 的 向 量 a= O4 与 5-08B， 则 上 与 5 的 一 切线 
性 组 合 AG 十 wb 的 集合 以 ,pw 为 实 
数 ) 最 然 是 通过 4，B 三 点 的 平 
面 xw， 根 据 向 量 空间 的 定义 ,如 知 
平面 ww 为 一 个 二 维 空 间 . 但 因 平 面 
T 完全 在 缠 内 ;所 以 TzT 是 第 的 子 
守 间 .， 及 ， 丰 之 一 切 售 数 AG 之 集 下 P 
合 显 然 是 通过 0,，4 两 点 的 直线 也 图 3-5 
所 以 是 一 个 一 维 空间 , 又 因 它 完全 在 外 内 , 所 以 了 也 是 办。 
的 子 空间 . 

一 般 , 我 们 有 |， 

定义 ”假定 迷 是 向 量 空间 ， 舍 是 中 中 某 些 向 量 的 集合 . 
如 采 气 又 是 向 量 空间 , 那 末 叫 放 为 中 的 子 空间 ， 
* 昌 吕 二 


对 于 任意 向 量 空间 , 有 零 空 间 做 它 的 子 空间 , 向 量 空间 本 
身 也 是 它 自己 的 子 空 间 ， 叉 ，%” 个 未 知 量 的 线性 齐 次 方程 组 
的 解 空间 ， 蚌 所 有 mn 元 向 量 形成 的 % 维 向 量 空间 第 , 之 子 空 
间 、 由 丫 量 空间 的 定义 ;我 们 得 到 

定理 1 向 量 空间 四 中 的 向 量 的 集合 写 ， 是 六 的 子 空间 
的 充 要 条 件 是 ， 

i) 如 果 gES, 那 末 M4ESO, 是 任意 救 )) 

下) 如 果 &, 户 ES, 那 末 w+BES. 

下 面 来 谈 子 空间 的 形成 . 

假定 局 ,，…, Bi 是 疝 量 空 四 叶 中 的 向 量 ， 显然 , 形 如 

cB 十 oa 有 十 十 or 
的 向 量 的 和 ， 久 及 它 与 数 的 积 ， 都 还 是 这 种 形状 的 向 量 . 因 
此 ,所 有 这 种 向 重 的 集合 人 S, 形成 一 个 向 量 空间 、 于 是 , 我 们 
得 到 

定理 凡 设 局 ,…, Be 是 向 量 宣 间距 中 的 向 量 ， 那 末 
B,, "ey BB 的 一 切 线性 组 会 ct toB: 的 集合 宪 形成 
让 的 一 个 子 空间 . 

定理 2 中 的 从， 称 为 由 尼 ，…， Bx 生成 的 子 空间 ， 用 符 
号 名 一 上 [有 B,, "yy 训 ] 记 之 ， 

再 探讨 各 LE ，'…' Bs] 究竟 有 一 些 什 么 性 质 . 我 们 知道 . 
如 采 只 中 的 某 子 空间 袍 全 有 向 量 B81,…, Bi:， 则 由 定理 1 易 
NB, …，Ax 的 任意 线性 组 合 cB esl 也 在 议 内 ,内 
之 有 

Es[B, ', BET. 
这 是 说 ， 尖 中 凡 包 含 局 ,，…, Bi 的 任意 子 空 河 ; 者 必 包 含 侣 ， 
商 部 又 显然 包含 Bi Br, 故宫 为 入 中 包 售 启 ,…, 启 的 
于 空间 中 最 小 的 一 个 子 空间 . 
。 人 3 。 


当 忆 !,，…, Bi 线性 无 关 时 ，B1，…， 局 : 就 是 区 的 基底 ， 
因而 这 时 名 的 维 数 是 六 车 有 ，…， 有 线性 相关 , 则 从 其 中 除 
去 那些 能 为 其 它 的 及 所 线性 表示 的 那些 B， 而 不 失 普 遍 性 ， 
可 以 令 司 ,，…, 有 :为 剩 下 的 一 组 使 再 不 能 删 掉 了 , 因而 局 ,…， 
,线性 元 关 , 且 每 BC 一 二， 人 为 后 …, 局 之 线性 组 
合 1. 主 是 ， 易 知 SS= 人 [pp,, 四 B= 人 SL8,, "sy Bd 之 基 廊 
为 局 ,…, BB 即 仿 是 1 维 的 空间 . 

由 上 而 的 讨论 , 可 知 河 量 空间 轴 的 维 数 mm 不 小 于 其 子 空 
间 之 维 数 , 且 子 空间 之 维 数 等 于 m 的 充 要 条 件 是 这 子 空间 就 
古 空 间 及 自身 . 

又 ,在 吧 维 问 量 空间 办 的 子 空间 中 , 有 维 数 小 于 x 的 性 
意 数 的 子 空间 : 这 是 因 为 ,各 at ,em 为 久之 基底 ， 则 中， 
ts) 当然 线性 无 关 ， 因 之 由 而 ,，…, qx 所 生成 的 叶 之子 
空间 的 维 数 为 。 当 志 <<m 时 ,我 们 知道 …， a 中 任 雍 个 
都 是 线性 无 关 的 ， 因 之 在 m 维 空间 中 中 维 数 为 小 于 加 之 任 
意 数 的 子 空间 不 仪 存在 ， 而且 还 不 止 一 个 。 而 维 数 是 0 及 到 
的 子 空 间 都 只 有 一 个 , 那 就 是 零 空间 及 员 自 身 . 由 第 3 节 的 
定理 3， 又 可 知 中 的 基底 可 以 由 它 的 子 空 间 的 基底 去 补充 而 
得 到 . 

下 而 , 介绍 时 的 子 空间 的 两 个 重要 运算 . 

假定 中 ，…，3i，… 是 向 量 空 间 质 的 子 空间 ， 那 来 同时 
在 所 有 子 空间 j，…， 岳 ，… 中 一 切 向 量 的 集合 (也 就 是 说 ， 
凡 属 于 和 …， 加 ,，… 的 公共 向 量 的 集合 ) 蚌 办 的 予 空间 , 吊 
敌 委 ,的 交 , 用 记号 红 们 … 作 哄 介 … 天 示 ， 这 是 

f 我 们 叫 不 吊 为 -组 向 其 册 ，-…， Bi 中 的 时 大 无 关 坦 。 易 若 任 一 组 


向 量 ( 有 限 多 个 成 无限 甸 个) 之 最 太 无 关 组 不止 一 组 ， 但 任 酚 个 最 类 无 英 
组 所 含 向 从 的 个 喜 是 相等 的 。 


”和 


因为 ,假如 @ 忆 哄 门 … 作 并 介 …, 那 末 4, BE 每 个 中 ii 因 
为 泪 为 子 空间 ， 故 8 十 BE 六 ，ha 忆 外 (和 是 任意 数 )， 因 此 
g++BERN NN EN 
门 半 人 门 … 是 中 的 子 空间 . 

譬如 ,三 维 空 闻 FR; 中, 丙 个 过 举 标 原点 的 不 同 平面 的 交 ， 
就 是 过 原点 的 它们 的 殉 线 . 

除了 子 空 间 有 交 的 送 算 外 , 还 有 和 的 运算 . 具体 地 说 , 凡 
形状 象 之 a; (但 和 和 和 中 只 有 有 限 多 个 项 中 不 为 替 辣 量 ) 的 向 
量 的 集合 是 中 的 子 空间 (ow 济 )， 町 做 阅 ， vv， 叶 ，… 的 和 ， 
用 记号 了 往届 中 由 … UR U… 袁 示 (这 是 因为 , 假如 

磋 一 了 0 B= 26, (oi, BEN), 

得 两 个 和 之 中 都 只 有 有 限 多 个 项 个 为 零 ( 营 存 在 这 样 的 项 )， 
歧 q 十 已 与 ha 部 可 写成 ytEW) 的 形状 , 且 驴 中 只 有 有 
限 多 个 入 天 0 即 w 十 及 与 Ag 仍 在 UU*…URU… 内 ， 
也 就 是 说 弹 贡 路 下山 中 忆 … 为 入 之 子 空间 }》. 

容易 验证 , 交 只 站 给 站 一 作 绪 门 … 是 包含 在 弛 , 咒 ,…， 
RE，… 中 的 外 之 最 大 子 空间 (这 蚌 因 为 ， 车 蜀 为 轩 之 子 空 
间 且 冤 己 入 (一 1， #)， 则 显然 有 守 E 人 开 人 … 
NR A 

类 羽 地 , 易 知 和 红 UU 一 UU 纪 UU… 是 包含 踢 ， 3,…， 
久 ，，… 的 只 之 最 小 子 空间 . 

关于 两 个 子 空间 的 锥 数 , 辣 它们 的 阁 与 交 之 维 数 间 ,有 下 
面 一 个 重要 关系 : 

定理 8 假定 向 量 空 间 路 的 子 空间 员 ， 蹈 的 维 数 分 别 
是 91 9zp， 各 们 前 和 JUjhs 及 交 负 门 六 的 维 数 分 别 是 ol， 
may 岩 东 和 十 Pyg 一 4 十 bo， 

证 明 设 引 po 为 呈 胡 中 之 基底 ， 困 开店 吕 是 

* G5 * 


四 GG 一 1，2) 的 子 空间 ， 故 据 第 2 节 定 理 3， 可 适当 厉 挑选 
BB 全 

Fis rt, dm Bi1, ,Bs 
为 之 基底 ; 使 

全 1， hh Lr 1, se Yr 
为 Ws 之 基底 .于 是 ia 一 ms 十 天 ys 一 na 十 了 

又 , RU 有 之 任意 莫 量 可 写 为 otv, En TE 因 

CD 为 之 线性 组 合 ， 为 的 Ga 
71 Yi 之 强 柱 组 合 ， 计 9 十 为 gp Go 局 BB 
六 ,Yi 之 线性 组 合 ， 另 方面 ,车 
GG aut Bt dB ory tt ey =0, (8) 


ui 其 


则 | Cui = 一 他 hs, 
故 0 十 十 CGI 二 


再 把 它 代入 (38) 中 ,得 

(GT 十 B=0. 
于 是 ,从 中 之 基 雇 说 米 ,就 有 一 … 一 太一 0, 因而 (8) 式 又 变 
为 和 一 0， 关 从 向 之 基底 说 
来 ， 冯 必 有 本 一 … 一 @ 一 0 一 一 站 一 0 这 已 说 明了 Oi, 
Cs BU 之 一 组 基底 , 故 必 各 一 
3 十 着 十 玉 下 二 9 一 ma 十 天 十 十 9 一 9- 上 as。 定理 8 效 证 . 


练习 十 二 


&， 证明 下 列 各 种 向 量 的 集合 是 轩 。, 的 子 空间 , 并 说 明 在 直 沉 空间 (n 一 2, 3) 
中 是 怎样 的 六 家 . 

1) 装 ;, 之 向 量 , 其 第 一 个 分 量 为 0; 

(2 NR, 之 从 鞍 (2 "ys Ln) P 其 第 一 -、 二 两 个 分 其 的 和 等 于 寺 ‘ 即 
各 十 各 一 0)， 


看 和 在 # 


32， 设 息 ; 六 启 s 为 向 重 字 间 外 的 两 个 子 空间 ， 证 有 明 : 咎 :U 舍 * 中 和 向量 
等 鼎 一 中 十 a, 11 2€ 区 3 的 表示 式 是 唯一 的 充 栅 菜 件 是 多 1 门 久 a= 多， 
这 申 避 者 示 零 空间 ， . 

9。 设 多 1 与 客 ; 是 匆 , 的 两 个 子 空间 ， 它 们 的 维 数 都 二 mm 证 明 着。 中 必 存 
在 一 个 既 趟 属 子 僻 1 又 逢 属于 锯 ; 的 向 县 

4. 证明 :; 设 站 维 室 闻 办, 的 两 个 线性 于 室 间 之 和 的 维 数 比 其 交 的 维 数 多 
1 则 和 必 与 其 中 一 个 笠 空 间 重 合 , 交 基 与 另 一 -个 于 空间 直人 对 。 


第 4 节 线性 方程 组 的 解 的 几何 意义 


在 直觉 的 革 维 向 量 空间 中 ,有 有 直线、 平面 这 些 基本 概念 ， 
下 面 , 我 们 来 推广 这 概念 . 

我 们 知道 ， 假 如 we 是 三 维 向 量 空间 %is 的 向 量 ， 那 末 记 
有 形 如 

让 一 Wo 十 My 以 是 任意 数 ) 
的 同 量 的 全 体 , 构成 ia 中 过 点 wo 的 直线 ,这 里 乡 为 %ia 中 一 
个 固定 的 向 量 . 又 , 所 有 形 如 
守 一 Wo 十 A 十 (此 为 任意 数 ) 

的 向 量 的 全 性 , 档 成 六 s 中 过 点 wo 的 平面 , 这 里 区，z 是 %s 中 
两 个 固定 的 线性 无 关 的 向 量 . 

现在 , 再 推广 到 一 般 % 维 空间 外 ,中 . 

假如 zo 是 3 中 的 向 量 , 那 末 所 有 形状 象 

完 一 让 0o 十 条 

的 向 量 的 全 体 , 当 yg 为 魏 的 一 维 子 空间 中 任意 向 量 寺 , 叫 数 
入 ,的 直线 , 面 当 儿 为 损 的 二 维 子 空间 中 任意 向 量 时 , 叫做 加， 
的 平面 

由 第 一 章 , 线性 非 齐 次 方程 组 的 解 向 量 %, 可 以 写成 它 的 
一 个 固定 的 解 向 量 wo 与 它 对 应 的 齐 次 方程 组 的 解 向 量 风 的 

m 时 


和 ， 又 名 个 未 印 量 秩 是 > 的 线性 齐 次 方程 组 的 解 向 量 空间 的 
维 数 是 m 一 7， 于 是 , 秩 为 mm 一 1 的 线性 方程 组 
站 


Gn, 31 1, nn — ba 


的 解 向 量 的 全 体 , 形成 WH, 的 一 直线 , 秩 是 ww 一 2 的 线性 方程 组 
| 


Ga -2 131 二 十 和 2 n — On a 
的 解 向 量 的 全 体 , 形成 品 的 一 个 平面 ， 这 与 WW 中 平面 用 一 
个 线性 方程 表示 , 直线 用 两 个 线性 方程 表示 的 情况 相 一 致 . 
至 于 线性 方程 组 4 齐 次 或 非 齐 次 的 ) 之 基础 解 系 的 有 关 结 
梁 , 其 几何 意义 又 怎样 呢 % 有 些 已 经 在 上 面 恋 了 , 和 譬如 和 个 未 
知 量 的 线性 齐 次 方程 组 的 秩 是 ”的 时 娱 ， 它 的 一 切 解 向 量 的 
集合 是 8 的 一 个 ”一 ” 维 的 子 空间 . 
现在 来 讨论 非 齐 次 的 线性 方程 给， 已 知 
Fi 下 nn = 
| C4) 


md bm. 
在 系数 答 阵 与 增 广 矩 阵 有 等 秩 7 时 是 有 解 的 ， 作 (内 之 相应 
的 齐 次 方程 组 


本 C5) 
Gm Tn = 


并 取 ( 生 之 革 一 个 固定 解 PCmi, as,，…, aw) 后 ， 则 ( 芒 之 任意 
解 人 (ov, yy + Wn) 必定 是 而 且 世 只 能 是 

(gi, 2， 一 (ccc 十 (ec +" Cn) 
的 形状 , 其 中 于 = (01,59,，…， ew) 为 (四 的 任意 解 向 量 ， 这 是 
.a 8 


| Gui Tne — 0, 


说 ， 疝 量 PS 一 {0 一 @， m3 一 G2 ,mo 一 e 二 9 它 的 所 何 意 
义 是 : (和 之 一 茹 解 点 全 (8013， Ww) 《 当 热 也 包括 了 了 点 在 内 ) 
都 可 以 用 下 述 方法 来 求 得 从 卫 点 引 等 于 ( 畴 之 nn 一 7 维 解 空 
间 号 中 的 一 志向 量 所 捍 到 的 终点 ， 这 就 是 将 空 童话 行 平行 
移动 后 即 可 得 到 (和 9 的 一 切 解 点 。 这 与 直觉 空间 中 (ww 一 2, 3 
时 ) 的 情况 蚌 一 致 的 ， 辟 如 说 ,二 维 空间 只; 中 的 直线 ez 十 
vy 十 c 一 0tc 交 0) 愉 与 直线 辐 ，aw 十 by 一 0 平行; 又 如 三 维 空间 
名。 中 前 平 而 az 十 By 十 0z 十 = 二 0 (其 中 4 的 ， 世 恰 与 平面 
azTby 叶 cz 一 0 平行 并; 中 的 直线 
人 
tat 二 dy 一 侨 
十 DY 十 C1% 一 习 ， 


与 直线 dot day ca —=0 


也 十 平行 的 ， 

最 后 , 关于 基础 解 系 的 儿 何 意义 , 想 多 说 儿 句 话 、 从 直觉 
空间 (mn 一 2, 8) 开始。 我们 知道 ， 二 维 空 间 如 中 的 直线 了 得 
由 它 上 面 两 个 不 同 的 点 到 (ai, 执 ) 与 型 io，2) 来 决定 ， 因 
而 上 的 方程 可 象 推 导出 导 ) 式 的 那样 (部 图 3-1)， 得 参数 式 

{ 

Y 一 扩 十 (go 一 2 . 
特 上 式 中 四 一 人 十 三 一 0 二 外 一 加 4 十 ha 的 荆 一 和 写 为 已 
好 挛 一 上 oa 十 huo 则 点 十 和 一] 。 同样 ,有 yy 一 p81 十 和 ys。 这 说 明 
了 直线 了 得 由 它 上 面 两 个 不 同 前 点 MC 乓 ) 与 对 3 (2a 和) 

用 参数 方程 
| 省 - Tl py, (6) 
y=— Ay ys 


,0 。 


来 表示 ， 但 和 和 +=1.。 男 和 外 ,1 又 可 由 必 , 9 之 一 次 方程 ez 十 
2y 十 46=0 来 表示 . 并且 ， 当 且 仅 当 了 不 通过 坐标 原点 时 ， 
fwi， 约 ) 与 (za，3) 才 是 线性 无 美的 , 这 时 gaz 十 By 十 ct 一 0 为 非 
和 齐 次 的 tc 产 0)。 当 且 仅 当 ?通过 原点 时 , aw 芋 by 十 c 一 0 是 齐 
次 的 , 即 ec 一 0， 因而 这 时 (YY0) 与 (8a, WY2) 成 比例 (线性 相 
关 ), 蝴 之 如 ) 式 可 简化 为 
人 (7) 
区 一 也 81 

综 上 所 述 ， 就 得 到 : 对 于 ww, g 的 一 个 弃 次 线性 方程 ， 只 有 一 
个 线性 无 关 的 解 1zu 81)， 使 得 任何 解 (w, 四 部 和 它 成 比例 ， 
而 对 于 几 ，% 的 一 个 非 齐 状 线性 方程 ， 有 两 个 线性 无 关 抱 解 
(Cr) 与 (v2 Wa)， 使 得 任何 解 (w, 的 能 表 写 为 它们 的 线性 
组 合 ,但 组 合 系 数 之 和 等 于 工 . 

用 几何 诸 言 说 明 , 就 是 ， 二 维 空间 jis 中 ,通过 党 标 原 点 
的 直线 上 任 一 点 的 堂 标 ， 可 以 表 成 该 直线 上 异 于 原点 的 人 性 一 
所 给 点 的 坐标 的 借 数 ， 不 通过 举 标 原点 的 直线 上 任 一 点 揭 吾 
标 , 可 瑟 成 直线 上 任 两 个 所 给 点 的 年 标的 线性 组 全 (这 两 个 点 
必 为 线性 无 关 的 ), 且 组 合 之 系数 的 和 等 于 1 

注 章 ， 所 谓 间 线 是 一 维 向 量 空 间 ， 指 的 是 它 只 有 一 个 线 
性 无 关 的 向 量 , 这 里 , 直线 是 要 通过 坐标 原点 的 , 这 是 因为 向 
量 空 间 必定 含 零 向 量 ( 儿 何 中 的 向 量 都 是 以 原点 为 超 点 的 )， 
而 不 通过 坐标 原点 的 直线 [ 量 习 尾 上 也 叫做 一 维 空间 ， 但 它 
已 经 个 是 向 量 空 间 了 +， 记 以 它 上 面 两 个 线性 无 关 的 点 Hj， 
民 ; 所 对 应 的 两 个 线性 无 关 的 向 量 口 想 ; 和 0 用, 已 经 不 在 这 
直线 i 上, 如 图 3-6 所 未 . 因 之 不 要 误解 直线 1 有 两 个 无 关 
的 点 就 有 两 个 无 关 的 向 量 , 实际 上 , 了 上 的 向 量 中 内 有 一 个 无 

+ 向 县 空间 忆 叫 做 找 性 空间 。 

* 100 » 


图 3-8 


关 的 向 量 , 这 时 间 量 的 起 点 是 放 在 了 上 上 的 . 

对 三 维 空间 gs 来 讲 ， 平 画 由 它 上 面 不 共 线 的 三 个 点 
天!，MH2， 了 Hs 来 决定 (图 3) 令 了 8 点 之 坐标 为 (8, 多 ， 0)， 
一 1,，2, 3)。 在 平 夯 w 上 联 任 意 一 点 下 他， yy, 纺 ， 则 因 


Ji 一 RE 本 Pa 
故 


CE 
一 {03 1 十 同一 外 1， 和 一 人 ， 2 一 物 } 
二 viws 一 wi， Ys 一 总 ，Z8 一 和 
=— {gum mi) tr a) ty Od) 
二 pty 一) 而 十 员 (za 一 条] 十 vg 一 各) 上 
= {hw tt mat pa, Mgt ya vga, N21 to rg}, 
式 中 义 =1 一 一。 于 是 ， 
P= Am rat pg, 
{y= La + vs, (8) 
ZF 一 A 十 22 十 Dg 
这 说 明了 平面 5# 可 由 它 上 面 不 共 线 的 三 点 瑟 (8， 扫 20， 
二 1，2, 3)， 用 贿 数 方程 (8) 来 表示 , 其 中 入 十 十 vy 二 1、 另 
一 方面 , 平 茄 xw 又 可 由 y, 2 的 一 次 育 程 来 罕 示 , 如 
art oytet+d=0. 


* 10l1 » 


并 及 , 当 且 术 当 平 而 ;不 和 通过 坐标 原点 了 时， Yt: 41) (wy 
Y2，29) 与 (2 ，Y3， 23) 才 是 线性 泡 关 的 , 这 时 4 天 0 即 aw+ by+ 
以 十 @=-0 为 非 齐 次 的 ， 当 且 仅 当 w 通 过 原点 时 , (oa， 纺 ， 汝 )， 
(wa Wa) 与 (s，Y3，23) 才 线 性 相关 ， 而 nz 十 by 十 cz 十 4 二 各 
是 齐 次 的 , 即 4=0, 这 时 (9) 式 可 篇 化 为 
党 一 wi 十 T 代 y， 
| -mao (9) 
各 一 如 34 十 TTza。 

综 上 所 述 , 就 得 到 三维 空间 只; 中 通过 淮 标 原点 的 平面 上 的 
任 一 点 的 党 标 ， 可 以 表 成 它 上 面 与 原点 不 同 在 一 直 戌 上 前 性 
两 个 所 给 点 的 坐标 的 线性 组 合 ， 不 通过 举 标 原点 的 平面 上 性 
一 点 的 坐标 ,可 表 戌 平面 上 性 三 外 不 共 效 的 所 给 志 ( 国 之 一 定 
钱 性 无 关 ) 的 坐标 的 线性 组 会 , 且 组 合 之 系数 的 和 等 子 工 

注意 :不 通过 坐标 原点 已 的 平 而 天 (如 图 3-7)， 习 惯 上 
明 叫 做 二 维 空间 ， 但 它 已 不 是 线性 空间 ， 因 它 不 包 合 零 向 量 
( 即 举 标 原点 ); 在 它 上 闸 三 个 无 关 的 点 着 !， 脏 ,， 衣 s 虽 对 应 
着 三 个 线性 无 关 的 向 量 O01, OW, 0 站，， 但 这 三 个 向 量 并 
不 在 这 平面 上 , 而 这 平 而 上 只 有 两 个 线性 无 关 的 向 量 , 这 时 向 
基 的 起 点 是 放 在 ww 上 的 . 

推广 这 个 概念 ， 得 到 线性 方程 组 ( 齐 次 的 与 非 齐 次 的 ?之 
几何 解释 于 下 ， 牧 为 了 之 齐 次 线性 方程 组 的 一 切 解 点 的 集合 
形成 一 个 负 一 人 维 的 向 量 空间 , 是 外 的 子 空间 ， 和 棱 为 了 之 非 
齐 次 线性 方程 组 的 一 亡 解 志 的 集合 是 只 内 的 一 个 如 一 * 安 间 
‘但 不 是 线性 空间 或 向 重 空间 )， 其 中 有 % 一 + 十 I 个 线性 无 美 
的 点 (它们 对 应 着 的 nn 一 ?十 | 个 无 美的 向 量 并 不 在 这 空间 内 )， 
使 得 这 空间 内 和 全 一 点 可 表 成 它们 的 线性 组 合 ， 且 组 合 系 数 的 
和 等 子 工 . 
nm 1 。 


练习 十 三 


1， 寺 子 FH, 之 任 一 个 至 维 子 空间 总， 必 可 作 一 组 含 吕 个 未 知 量 的 线性 章 深 
方程 , 使 峡 就 是 这 方程 丝 的 解 尚 量 宅 间 。 

2 设 本 , 吾 部 是 中 级 矩 百 ， 则 巡 吾 的 秩 一 如 的 秩 的 充 要 条 和 件 是 方程 组 
本 旦 互 一 和 的 解 必 为 方程 组 电站 一 避 的 解 , 

38， 设 肛 , 吾 , 心 部 是 %* 级 矩阵 ， 落 了 4 一 了 再 生出 TTAC 一 TBAG, 

4 设 入 为 一 方 阵 , 下 是 一 正 整 数 剑 hr 二 4 斌 证 TA 一 A 


第 5 节 向 嚼 空间 定义 的 公理 化 


在 第 i1 节 已 介绍 了 w 维 向 量 空间 或 其 子 空间 的 概念 ， 它 
是 ”元 向 量 之 集 人 台 ， 它 其 有 两 种 运算 如 其 中 任 两 个 徊 量 要 
加 也 和 仍 在 这 集会 内 ; 其 中 任 一 向 量 与 任意 数 之 积 也 在 这 党 合 
内 ， 这 两 种 运算 还 具备 一 些 基本 人 性质. 我 们 知道 , 数学 中 还 
过 论 一 些 别 的 对 象 ， 它 们 不 一 定 都 能 象 用 由 nn 个 数组 所 构成 
的 % 元 向 量 来 表示 , 但 却 有 与 上 面 类 似 的 两 种 运算 ,并且 在 它 
们 所 成 之 集合 中 也 有 其 有 与 上 面 类 做 关于 运算 的 基本 性 质 ， 为 
了 普遍 地 研究 ， 有 必要 把 这 样 对 象 不 同 的 集合 从 本 质 上 统一 
起 来 , 这 就 可 以 会 弃 具 体 的 对 象 , 而 根据 运算 的 基本 性质, 用 
公理 的 形式 引进 向 量 空 间 的 一 般 定 义 . 

定 余 1 设 有 一 集合 斑 ， 它 的 元 叫做 “向 量 ”， 用 字母 &， 
厂 ，?，… wy 名 来 表示 。， 如 果 吕 满足 下 和 讲 务 条件, 就 叫 
哮 为 nn 维 向 量 空间 ， 

i) 轴 中 有 叫 “ 加 法 ”及 “ 数 积 ”的 这 样 两 种 运算 ， 并 县 还 
有 "加 法 “的 道 运算 “减法 ” 即 如 果 w, EW 那 末 ge 上 且 世 下， 
bzE 玉 (二 为 任意 数 ), 并 且 还 有 元 公 E 届 合十 = 局， 

i) 省 中 “加 法 满足 交换 律 .结合 律 . 


+ + 


ut+B=B8+a, 
(at+B)+y=at (B+Y), 
“ 数 积 "满足 分 配 律 ,结合 律 ， 
Fa 十 后 ) 一 82 十 8， 
(下 十 区 外 一 下 二 并， 
(Fa = do); 
ii) 加 中 有 + 个 固定 的 霹 量 弛 ,U2,，…， ,使 号 中 每 个 
襄 量 都 可 用 唯一 的 方法 表 成 它们 的 线性 组 合 : 
C= FM. 
% 维 向 量 空间 又 称 为 nn 维 线 性 空间 ,或 mm 维 信 射 空 间 . 
2 之 基底 ,而 语 , ,Bn 这 各 个 数 
称 为 向 量 a 关于 基底 路， 和 …， ns 的 坐标 . 
定义 I 工 中 的 而 1 都 是 数 ， 如 果 这 些 数 都 女 制 在 实数 的 范 
国内 , 就 称 加 为 实 空 间 ; 如 困 人 多 许 取 复数 , 就 叫 吕 为 蓝 宝 间 ， 
注意 :线性 空间 是 一 个 抽象 名 词 ， 它 的 元 一 般 也 是 抽象 
的 ,当然 不 一 定 是 数 ; 所 谓 实 空间 只 是 其 中 的 系数 i 等 都 限 
制 取 实数 而 已 , 其 实在 实 空间 中 一 般 并 不 包 依 一 个 实数 ,就 大 
复 空间 同样 也 不 包含 一 个 复数 . 
下 耐 表 投 述 线性 空间 的 一 些 基 本 性 质 . 
性 质 】 对 产 小 CE 由， 怪 有 二, 人 一 全. 
证 明 ia=1: (Bt 十 Fo 十) 
=1 0) + bod) + hada) 
一 【二 天) 到 1 十 【二天 3 和 十。 十 【起 和。 
一 ht 十 页 af 十 … 十 有 sn 一 让 
性 质 2 加 中 有 “ 零 ” 元 和 0 即 对 尾 E 员 恒 有 GD 一 0 十 
一 如 且 堆 元 看 还 是 叭 一 的 ， 
证 明 设 4%E 玉 ,由 定义 于 中 的 荣 任 全 ， 知 有 元 史 E 轴 满 
“104 。 


足 ce 十 光一 #。 于 是 ， 对 任意 的 忆 E 吕 由 于 有 BESBSB 合 m+ 
一 后 ， 故 有 
B+x= (十 的 十 和 一 (ge 十 和 i+y=aty=8. 

这 就 说 明了 外 中 任意 元 户 与 元 %2 的 和 仍 为 忆 ， 即 w 得 为 性 
质 “ 中 所 说 的 零 元 的 作用 ， 就 以 0 记 之 , 即 人 =0.、 车 尚 有 
0'ES 使 对 任 mE€ 团 便 有 a+ 站 ~a， 则 取 m=-0 时 就 得 到 
0 二 他 一 0 但 又 由 于 对 任 aE 加 恒 有 2 十 0 一 &, 故 特 取 a 一 0 就 
得 知人 二 0 = 0 和 于 是 由 于 交换 律 而 应 有 有 上 + = 人 二， 故 得 
和 -0 这 就 证 明了 “和 零 ”元 的 唯一 作 , 证 完 . 

性 质 3 时 中 每 元 有 叭 一个“ 真 ” 元 《 即 对 麻 mE 轩 ， 有 
一 由 全 十 (一 8) 一 从 ， 

证 明 ” 据 定 义 1 中 条 件 仆 , 知 有 元 EG 使 ga 二 一 0 
这 元 和 就 担负 了 元 和 之 " 负 ” 元 一 % 的 作用 .， 如果 除 上 述 多 
外 尚 有 元 和 < 下 使 十 妈 一 0 当然 , 和 及 和 是 随 a 而 变 的 )， 
则 | 

光一 站 十 和 = (aia +t = (tig + ww 
这 就 证 明了 “ 负 ”* 元 的 唯一 性 , 证 完 . 

性 兢 归 方程 十 和 = 后 的 解 几 是 唯一 的 . 

证 明 车 尚 有 ge 十 好 一 BC 一 a 十 率 )， 则 

光一 上 十 多 一代 一 g) 干 @) 十 和 一 (一 国王 《十 2 

一 【一 中 十 (8 十 必 ] 一 (一 四 ta 十 秆 一 站 十 二 一 录 ， 

证 完 . 

性 质 B 0O:&w0( 任 aE 加), 

证 明 0a= 《0+ 中:q~0:q+0.g， 放 出 性 质 4， 即 得 
Oa=0. 

性 质 6 对 任何 数 启 恒 有 名 :0 一 00 

证 明雄 = 和 0+ 们 = 厚 十 友 , 故 据 性 质 4, 得 砌 = 


+ 105， 


性 质 y 一 a 一 (一 a. 

证 明 a 二 {一 1)a=1l:g++ (一 a= (十 (一 1)})a=04= 
0, 故 由 “人 负 ” 元 之 唯一 性 ,有 (一 1)g 一 一 &. 

定义 1 实际 上 是 一 种 公理 化 的 方法 ， 其 上 的 在 于 考虑 适 
会 这 些 公 理 的 集合 的 共同 性 质 ， 因 鸭 基 研究 它们 运算 的 共同 
性 质 ,所 以 没有 必要 考虑 所 给 集合 里 面 对 象 的 具体 特征 , 这 就 
使 问题 的 研究 结果 带 有 普遍 化 意 闵 ， 而 不 致 局 限于 各 别 的 对 
象 了 . 当然 ,上述 公理 化 之 定义 较为 抽象 , 可 能 使 初学 者 有 不 
易 提 摸 之 感 ,于 是 自然 会 提出 这 样 一 个 问题 , 即 上 述 这 样 纯 公 
理化 所 定义 的 " 维 向 量 空间 器 和 前 几 节 所 讨论 的 具体 的 n 维 
问 量 空间 RW, 之 间 究 竟 有 怎样 的 联系 呢 ， 

为 了 解决 这 个 问题 , 先 引进 一 一 对 庆 和 同 构 这 两 个 峙 念 ， 

定义 如 设 有 两 个 向 量 空间 它 与 侣 '， 如 果 有 一 个 明确 
的 方法 能 够 使 仿 的 任 一 向 量 区 入 ' 的 某 一 向 量 zw' 对 应 , 面 
且 这 对 应 关系 又 满足 下 面 两 个 条 忻 ， 

ij 对 于 每 多 E 世 ， 有 一 个 且 仅 一 个 %'E 祈 ' 与 它 对 应 ; 

这) 对 每 %'ESS'， 有 一 个 且 仅 一 个 ES 被 它 对 应 ， 
这 时 , 就 出 信 与 人 B' 的 元 间 成 一 一 对 点 的 . 

定义 8 如 染 在 仿生 ' 的 向 量 之 间 能 够 建立 一 个 这 样 
一 一 对 应 的 关系 , 满足 

i ) 车 向 晤 EE 全 与 w'ES' 对 应 (今后 用 符号 训 w' 家 
示 ), 那 末 不 论 和 为 任何 数 , 恒 有 和 上 呈 hw'; 

站) 车 完 喇 w'， gOW ， 那 末 二 gxw' 十 
就 川 空间 信和 空间 仿 ' 同 构 , 记 成 仿 实 会 " 

由 定义 3 可 知 , 五 个 空间 同 构 时 , 这 两 个 空间 所 相同 者 只 
是 它们 的 元 素 间 的 记号 不 同 ， 而 由 它们 互相 对 应 之 元 闻 由 运 
算 所 产生 的 结果 也 必 互 相对 应 ， 这 就 说 明了 两 个 周 构 的 空间 
= 106 » 


并 没有 本 质 上 的 差异 (如 果 不 间 各 个 空间 之 元 的 具体 特征 ,而 
只 注意 空间 中 “加 法 与 " 数 积 "这 两 种 运算 ). 
根据 同 构 的 意义 , 可 以 证 明 重 要 的 
定理 1 任意 两 个 品 维 向 量 空间 赂 和 邮 一 定 是 同 构 的 ， 
证 明 假定 二 ,tt 和 机， 拆 ，…， ;分别 是 名 
和 央 ' 的 基底 .我 们 在 器 和 WV' 的 元 间 建 立 下 面 的 对 应 关系 ， 
站 二 p> Ort 7 一 Do 
( 即 当 网 之 疝 量 中 对 于 基底 机 ，…，t 之 举 标 和 内 之 测量 
地 对 于 基底 下， 二 ，…， 外 之 党 标 相同 的 时 候 , 就 令 名 et 让. 
显然 , 这 种 对 应 关系 是 一 一 对 应 的 。 现在 再 来 证 明 它 满足 同 
构 条 件 ， 
事实 上 ,假定 在 轩 中 任 取 两 元 


2~ 马 cu 与 ~ Daditn, 
则 在 名 ' 中 与 它们 对 应 的 元 应 分 别 是 
~ Bot 与 = dh. 


出 于 
完 十 末 一 (crt dn ue (T+ "= 它 ; (Cord 
一 co 十 >) hi 
此 一 工 ki 
一 全 /十 季 "， 


以 及 ， 
和 T= > Chor) ter AT)' 一 (Acn) Ut 
一 入， ath, 
就 又 验证 了 间 狗 的 条 件 ,证 完 ， 
下 二 已 了 


由 定理 1， 即 得 : 

推论 ”任何 吕 维 向 量 空间 一 定 与 以 往 所 说 的 六, 同 构 . 

正 因 为 有 这 推论 ， 所 以 抽象 的 ( 即 公 理化 的 ) n 维 癌 基 空 
闻 和 具 居 的 及。 就 运算 性 质 说 来 是 没有 什么 本 质 上 的 差别 的 ， 
我 们 之 所 以 开始 讲 %i 的 道理 也 在 这 里 , 并 还 显得 具体 一 些 . 

有 了 辣 构 的 概念 , 很 放 问 题 可 以 更 体 来 讨论 , 不 必 各 别 研 
宛 ，、 几 属 同 构 的 , 只 楼 联 其 中 一 个 来 讨论 , 得 到 的 结果 对 于 其 
中 和 任 一 个 都 能 适合 这样, 很 多 问题 只 是 转化 为 是 否 同 欧 的 
间 题 了， 例如， 由 定义 即 知 : 一 个 变量 也 的 所 有 小 于 如 次 多 
项 康 的 全 合 是 一 个 外 纵向 量 空 间 ，1，r，…，…， 呈 二 是 它 的 
一 组 基底 如果 只 履 究 多 项 式 的 加 法 以 及 它们 与 数 的 乘法 间 
的 性 质 ， 那 来 由 定理 工 则 知 它 和 前 几 节 说 的 听 , 同 构 ， 当 明白 
了 着, 的 构造 后 , 也 就 明白 了 小 于 mm 次 的 一 切 才 项 式 的 集合 之 
构造 , 不必 再 来 推导 了 . 

下 面 再 证 明定 理 1 的 道 定理 , 即 ; 

定理 2 车 向 量 空 间 吕 与 如 ' 是 同 构 的 , 则 它们 的 维 数 相 
等 ， 

证 明 设 遇 是 # 维 的 ，ia， ty …, 4 是 它 的 基底 ， 因 

省 关公 ， 故 信 这 同 构 对 应 使 如 ew 0 1, 2, ry， 册 1 

tH …， ts 是 线性 无 关 的 ， 

这 是 国 为 ,着 名 十 避 tt 二 二 全 一 0 则 因 从 鸣 宇 2' 中 
有 We 一 J，2,，，…, WW)， 故 有 

和 katta tt htt 0 
然 同 构 对 应 器 衬 名 只 能 使 罗 之 零 向 量 对 应 于 8' 之 零 向 量 ， 
因此 就 有 二 十 友 t3 十 "… 十 bt 一 0， 于 是 由 克 ， 2， 和 
线性 无 关 ， 即 得 及 = 和 一 … 一 一 0， 即 证 明了 凤 , …, 所 是 
线性 无 关 的 . 


* 工人 4 


再 次 % E 愉 ， 而 令 和 一 和 人 十 at 十 十 和 ft 是 出 中 出 
洗 于 被 和 所 对 应 之 癌 量 ,因为 又 有 

= 
故 必 Ww' 一 加 个 十 和 o 纹 十 … 十 ht。 这 说 明了 轩 ' 中 任意 向 量 都 
是 三 ， 人 地， …， 之 线性 组 合 ， 因 而 从 它们 之 线性 无 关 性 二 
tai，…，ten 为 见 ' 之 基底 ,于 是 由 的 维 数 =% 证 完 . 


练习 十 苞 


1， 证 黑 是 变 元 的 一 切 小 于 于 次 多 项 式 所 形成 的 向 星空 间 ， 试 证 : 1， 
(1 构成 时 之 一 组 基诺 ) 并 求 f(D) 一 00 呈 qf 十 … 
十 az 1 对 于 这 基底 的 半 标 . 

2， 慨 定 针 是 一 切 正 实数 之 集合 , 依 下 面 的 规则 进行 运算 ; 两 个 数 的 “加 法 ” 
( 记 为 图 } 理解 为 它们 通常 的 祖 乘 (好 a 电 5 一 6 二) ， 距 中 元 和 与 实数 处 之“ 殿 法 ?” 
( 记 为 加 ?理解 为 汪 之 通常 的 和 次 敌 ( 即 AGe 一 2r}， 试 证 : 路 对 于 这 两 种 运算 
形成 一 个 工 维 的 向 量 空 间 。 


a 1 ， 


第 四 章 ”线性 变换 与 算 阵 代数 


我 们 知道 , 在 解析 几何 里 , 为 了 研究 几何 图 形 的 变换 , 总 
是 在 一 个 面 定 的 坐标 系 中 进行 讨论 ， 以 便 把 几何 间 题 转化 成 
为 代数 问题 .同样 ,对 nn 维 空间 几何 学 ,为 了 便于 将 几何 问题 
化 为 代数 问题 来 讨论 , 也 需要 选 定 一 组 基底 .本章 就 是 讨论 
这 个 问题 , 详细 研究 瑟 性 变换 及 戎 之 而 来 的 矩阵 运算 ， 


第 1 节 平面 和 空间 的 旋转 与 投影 变换 


先 谈 平面 的 旋转 变换 和 投影 变换 ， 如 图 4 生 1， 将 平面 上 
任 一 点 (lw, 9) 与 原点 口 连 赫 而 成 之 向 量 0 六 , 以 反 时 针 方向 
绕 原 点 在 平面 上 旋转 强 角 ， 得 到 
向 量 QP， 即 点 PCw, y) 在 平面 
上 雇 反 时 针 方 向 绕 原 点 旋转 8 角 
变 到 点 P'(w', y)。 今 研究 这 旋 
转变 换 的 性 质 ， 为 叙述 简单 , 令 
了 表示 这 旋转 变换 , 记 成 

OPF 一 站 天 

车 将 坐标 系 瑟 0F 也 以 反 时 针 方 向 绕 原 点 口 旋 转 日 前 ， 
得 新 坐标 系 也 'OF'.。 人 旧 坐标 轴 上 基本 单位 向 量 人 了 变 为 新 
畏 上 的 基本 单位 向 量 记 大， 即 了 2 一定 fF 一 产 ， 并 易 检验 . 
假如 a 了 =a BF = 局 ， 则 必 

(atAa TF =aF BF =a't+B’, 
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【用 如) .多 =haF ) Eo. 
考察 基本 单位 向 量 的 变化 ， 又 易 验 证 如 关于 旧 轴 的 坐标 
为 cos0 ,sin8， 即 
tf' ~—icos0+F sin gd. 


同 理 ， 
产 =ircos( 持 +0)+ sin (六 +6) 
一 一 证 .Sin 日 十 六 -oos 胆 。 
即 
{0 CD 
fF -ising 十 7cos8 
并 将 这 式 简 单 地 记 成 
(人 了-( 到 -( 引 -( cog 下 人 
了 六 和 六 Fi \—sing ng) 上 
g sing 
式 中 ,( 的 ) 区 为 向 量 之 旋转 变 澳 的 知 隆 . 
一 Sin 由 coug 


容易 求 得 四 9 与 必 y' 的 关系 . 事实 上 ， 如 令 w=0B， 
则 wx 一 过 十 好 ， 因 呈 点 关于 新 轴 瑟 'O7 的 相对 位 置 间 卫 点 
关于 旧 轴 及 OF 的 相对 位 置 完全 一 样 , 故 & 和 一 下 一 叶 十 好 
但 又 因为 多 =2% 二 8 于 是 得 到 
vt = ot 十 
=w(o0s +sind 7) y(t—sind.t+oo0d.7) 
= woop —ysind)ii (wasingty oosd)F, 
由 所 于 之 线性 无 关 性 , 得 知 
{ 
8 =manft+yooad, 


(全 人 
vy sing cosBj\yi 


或 简单 地 记 成 


ss lll 


式 中 ,2 9 6) 为 施 转 变换. 请 导 的 向 量 举 标 变 交 
sin 8 cog 
的 矩阵 , 或 简称 点 变换 的 矩阵 ， 注意， 这 个 点 变换 的 矩阵 
cogp —sing 
(, cg) 
和 和 上述 向 量 之 旋转 变换 . 的 矩阵 
cos sing 
(_ 和 人 9 
之 癸 异 是 它们 互 为 转 置 算 阵 1. 
Y 又 , 将 平面 上 人 尾 一 所 卫 人 ,用 与 航 


标 系 的 原点 口 连 接 面 得 的 向 量 OP 投 
射 到 w- 轴 上 ， 得 到 向 量 OP' ( 见 图 
4-2)、， 于 是 ， 点 Pls, 的 变 为 点 PP 
6 Fo 人 中 .如 以 邹 雪 示 这 投影 变换 ， 即 
图 4-2 OF 多 =OP， 则 基本 单位 向 量 扬子 分 
别 变 为 记 0, 即 ft 7B 一 0 并 饭 验 证 ， 车 
dF-a', BP=A', 
则 (Gat) P=apt BP-a't+pB', 
(Fa) P= a) = ka', 
这 时 , 基本 单位 向 量变 化 为 
他 
7 =- 00 


Pirz,) 


(2) 
或 简写 为 
i 。 。 
3) (2)-(o)-(o oo) 
F jP 0 0 onNsr 
f 对 于 各 XX 站 阵 相 上 = ka 定 沁 由 尖 下 -矩阵 司 = py) 为 桩 的 转 营 矩阵 ， 
其 中 Boysek 并 记 成 再 一 嫩 /， 
" 112s 


上 式 表 明 , 疝 量 的 投影 变换 多 (在 2- 轴 上 ) 的 矩阵 为 
1 0 
(oo 
又 如 令 m=OP， 央 a 一 oi 十 yj a 多 一 2 人 十 yy 男方 
面 ， 又 有 a =a 酸 


人 
地 = Ow Oa, 


wp! 1 0 他 
(2 )-(o oj) 
这 就 是 投影 变换 多 在 向 量 坐 标 间 的 变化 公式 , 或 点 变换 的 变 
化 公式 , 其 矩阵 (0 0 ) 仍 可 看 做 上 述 投影 变换 多 的 矩阵 
(, 0 | 的 转 置 矩 阵 ， 至 于 投影 在 y 轴 上 的 变换 , 可 类 似 地 
讨论 ， 
再 考 虚 三 维 空间 ， 如 图 4-3, 将 空间 中 任 一 点 P 卫 (6, y, 办 
与 坐标 原点 如 连接 而 成 的 向量 OZ， 
绕 着 过 原点 O 的 某 固定 直 钱 砍 以 反 时 
针 方 向 ) 旋 转 8 角 ， 而 变 到 向 量 DOP; 
即 点 了 (ew, 2 为 蛮 到 点 P' (wy 2)， 
如 将 这 旋转 变换 记 为 FF， 即 
OP OF 7 
则 与 前 述 关 于 平面 的 情形 类 似 ， 若 将 图 4-3 
整个 空间 看 做 一 个 而 体 而 绕 直 线 了 旋转 8 角 之 后 ， 那 末 点 了 
当然 变 到 P' 点 ， 而 旧 坐 标 系 O-XY 妆 变 为 新 坐标 系 O- 
过 了 0 轴 上 的 基本 单位 户 量 了 下 就 分 别 变 为 新 加 上 的 
基本 单位 向 量 i 7 Ek'， 因 之 点 P' 关于 新 坐标 系 O- 廊 全 必 ' 
了 本。 


或 简写 为 


的 位 置 关系 怡 如 点 卫 关于 朋党 标 系 0O-X 了 2 的 位 置 关 系 , 故 
入 有 有 
四 五 eiy + RR =o ty ek’. 

车 令 wy', 2 轴 关于 学 标 系 @- 生 了 区 的 方 癌 祭 间 分 别 是 入 ， 
Hi Va Ma 2 VD Ms Has V3 易 知 

fF rk, 

| (=7) = hi ft rk, (8) 

KF (=—ED -和 十 1 下- 上 Da 天 ， 

或 形式 地 简写 为 


i £7 Fi hs Hr ba i 
EE 
Kk fw 大; ha Ha ia 天 
A AL 
式 中 ， 0 Ha mri sete 7 i 
Na ja 9 
如 同 平面 解析 志 何 中 情况 一 样 ， 这 样 的 旋转 变 摸 .Z 也 
上 其 有 下 列 性 质 车 & 了 =w',， BF =B', 则 (nF 一 wz 十 
有 Fi 且 (a).7 一 F(a.F ,其 中 此 为 任意 数 ， 
下 面 来 求 w',， yy， 2 与 和 纪 “的 关系 ， 二 
wy -= OP — gi uy' +2k' 
A 十 中 (2- 上 As 了 -3 天 
eth af vak) 
= Mw yt hE Cet way 32)F 
+t (vw vay 二 v2) k, 
地 =— Nw 二 Aad Asz, 
训 有 V+ od Haz, 
2' 一 Vw 十 poy 十 ga， 


* Ii. 


或 形式 地 简写 为 
色 / A Ag 4g 岂 
He 2 小 
他 V1 ya Val \F 


A Ns Xs 
式 中 ， . js % 叫做 由 旋转 变换 . 勺 所 话 导 的 向 基 坐 标 伙 
接 的 和 窃 阵 ， 简 称 点 变换 的 定 阵 ， 这 和 窍 阵 显 热 为 上 述 向 量 旋转 
A1 jl V1 
ao ja jasaar 引 
Ns Hs bs 
再 如 图 4-4, 车 将 每 向 量 
OP—at+yi tzk 
都 投射 到 坐标 面 对 OF 上 《至 于 投射 必 
到 奉 标 面 了 『O2.20 瑟 上 ,得 同样 地 处 Pie) 
理 ), 得 到 另 一 向 基 图 和 本省 
OFP' ~ wi oy + 
即 有 有 t= 区 =, 2 一 习 , 如 把 这 投射 变换 家 为 2 出 也 易 
验证 ， 车 w8 =m， 有 2 一 后 , 则 


(a BAP-aPt BP gt B' 


以 及 
(ER 
又 因 
10 上 0 天， 
| 和-oetlyHro (4) 
k=0—0.40.7+40.k, 


:11S" 


Had 


1 0 oi 

0 1 , 了 | 

0 0 0 \k 
故 这 投影 变换 乡 的 矩阵 为 


1 0 0 
0 1 0|. 
0 0 0 


w=w=1w+ Oy Oz, 
8 -y=—0w%+1i.g-| O02, 
2 =0--0.wm+ Oy O02, 


rm 1 0 必 必 
vy |=I0 1 oliw 
入 0 0 9 2 


1 0 0 
时 ， maT "| 它 仍然 可 以 


而 将 


一 一 一 


形式 地 表 为 


0 0 0 
看 做 是 向 量 的 投影 变换 多 的 矩阵 的 转 置 矩阵 . 


第 2 节 ? 维 空间 中 . 的 线性 变换 


前 节 的 讨论 , 完全 属于 吉 觉 几何 的 范畴 . 现在 来 讨论 n 维 
空间 外 我 们 知道 ， 象 旋转 和 投影 等 这 些 具 体 概念 ， 只 是 在 
直觉 空间 中 ( 即 %n=2, 3 时 ) 才 有 ,对 于 mm (> 分 维 空间 加 ,怎样 
的 同 量变 换 叫 做 旋转 变换 或 投影 变换 呢 ? 在 n(>4) 维 空间 
江 , 中 ， 没 有 直觉 的 “旋转 ”或 “投影 ”这些 概念 ， 只 能 象 前 章 里 


古谷 * 


所 说 的 那样 , 将 直觉 空间 中 心 =2 3 的 情形 ) 一 些 几 和 何 问题 吉 
成 代数 关系 式 ， 然 后 再 将 这 些 代 数 关 系 式 推 广 到 mz4 的 情 
,而 仍 借 用 几何 的 术语 来 作 解 释 . 

我 们 知道 ， 在 平 而 与 空间 中 ,不 论 .是 旋转 变换 成 投影 

变换 , .具有 下 述 性 质 . 
(atB -a 4B, kar ho). 

于 是 , 在 % 维 空间 疯 , 中 ,我 们 就 来 研究 具有 这 些 性 质 的 问 量 
变换 在 直觉 空间 中 , 向 旦 变 护 的 上 述 性 质 为 旋转 变换 与 投 
影 变 换 所 共有 ， 肉 之 只 抓 住 这 一 性 质 的 向 量变 的 不 能 叫 数 旋 
转 也 不 能 叫 敌 投影 , 注意 到 上 述 性 质 是 线性 函数 的 基本 该 性 ， 
于 是 就 把 它 岂 做 线性 变 搞 , 即 

定义 ”如果 有 一 个 方法 , 能够 使 wn 维 空间 3 的 每 一 个 向 
量 & 与 史 中 另 一 个 由 所 完全 确定 的 向 量 @' 对 应 ， 用 符号 
Qa 米 胡 示 ,这 对 应 叉 叫 做 中。 的 变 接 , 并 叫 a 为 的 章 , 
为 & 的 原 各 ,如果 这 变换 又 适合 下 面 的 条 件 : 

i) a>a', Bat Ba' + 8B', 

广 ) ga 一 Fa>ka' 为 数 )， 
我 们 就 叫 这 变换 为 而 的 向 本 线性 变 接 ,简称 蜗 , 的 线性 变 接 ， 
这 里 ,符号 “=> "表示 “可 导 得 ”的 意思 . 

如 果 用 兰 表示 线性 变换 ，a 一 a' 一 &. 多 ,由 定义 知 ， 对 任 
意 数 g, 5， 应 恒 有 

(aa 十 358) 一 afaz) 二 六) 

反之 ,一 变换 皮 如 上 其 上 面 的 性 质 , 则 多 显 为 线性 变换 . 

线性 变换 具有 哪些 基本 性 质 呢 ? 首先 , 它 把 一 些 特 殊 向 
量变 成 钳 样 的 向 量 . 当然, 零 向 量 是 一 个 特殊 疝 量 ,向量 «的 
贷 向 量 一 a 也 基 一 个 特殊 的 (相对 特殊 的 ) 向 量 ， 今 设 引 为 
in 的 线性 变换 ea 了 =a 车-0 则 a=a+0-> 


sl1l?s 


(二 站 = 二 0 ， 玫 据 对 应 之 音义 , 应 有 a' 十 他 
一 , 故 上 0 这 说 明了 ， 在 线性 变 搁 名 下 , 零 向 量 的 象 仍 
是 替 向 量 ， 其 次 ,车 《一 @)- 名 一 y, 则 因 

O00 ata = a La ty, 
履 和 一 一 四 一 一 (e ,这 说 时 了 ; 在 线性 变换 . 巡 下 ,人 的 负 向 
量 一 名 的 象 等 于 a 之 前 的 页 .于 是 ,有 

性 质 工 当 , 之 线 性 变 撞 届 使 人 站 变 为 信使 之 页 ( 即 一) 
变 为 Qa 之 亲 的 页 . 

注意 ， 所 请 如 是 名。 之 变换 ， 指 的 是 对 于 每 a( EN,) 都 
有 一 个 完全 确定 的 象 四 (= 区 22 )， 但 两 个 不 同 的 向 量 可 能 有 
相同 的 象 , 即 虽 5& 关 避 , 而 用 =BZ2， 再 ,和 %。 的 每 个 向 量 不 
一 定 都 有 原 象 , 即 虽 w' EH 但 不 一 定 有 aER,, 全 qa 
例如 ,使 中, 的 一 (aa，aa，…，qn) 对 应 于 ww! 二 (a1, 0， “…, D) 
的 变换 .多 ， 易 证 多 是 一 个 线性 变换 , 而 且 虽 we = (ai， 3。 
Ga)] 六 月 一 (ea，5，…，5) ,但 确 有 Y 一 《al 0, 0) 一 后 即 
Qa 一 BB 多 ; 对 于 这 样 的 .多 , 不 是 只。 之 每 个 向 量 都 有 原 象 , 例 
如 向 量 由 1, 0,…, 0) 就 没有 原 象 ， 

对 于 名 ,之 线性 变质 ,如果 中 中 有 一 向 量 不 止 一 个 原 
象 ， 那 末 和 之 和 的 原 象 也 就 不 只 是 01; 到 之 ， 若 0 之 原 象 不 
只 是 和 时 ， 则 几 之 向 量 当 它 有 原 象 时 都 必 有 一 个 以 上 的 原 
但 11， 这 就 证 得 了 

性 质 人 2 对 于 中, 之 线性 变 撞 多 ， 使 替 向 量 0 之 原 象 只 
能 羡 晶 的 充 和 要 条 件 是 ， 短 mf EER,) 之 原 亲 如 痛 在 ， 则 , 必 为 叭 
一 的 ， 

1 例如 一 六 ta Ra B40 
T+ 事实 上 , 设 太 一 0, rt 二 ,网 从 5- 二 记 即 往 (十 BP 二 十 B24 一 自 J- 
及 一 凡 ， 并 有 况 卡 生计 让。 


“1l3. 


今 河 ， 对 线性 恋 换 . 汉 ，% 之 0 的 原 象 不 只 是 零 癌 最 时 ， 
堪 末 昌之 一 切 原 象 的 集合 乌 究竟 基 什 么 ? 

若 EM 则 ja-0-B2, 因此 (ae 有) 儿 一 ae 四 
有 Ge- 和 与 (Ho 儿 一 和 (ee)=U 说 明了 a 二 BE 及 ba Em, 
即 叶 为 RW, 之 子 空间 ， 战 得 

性 质 38 对 于 i, 的 任意 线性 变 接 世 ， 册 。 中 有 堆 元 的 一 殷 
原 辣 的 集合 时， 形成 省 之子 空 间 . 

上 面 巨 说 过 ， 对 于 某 线性 变换 艺 ， 凡 。 之 每 个 问 量 不 一 
定 都 有 原 象 .因此 ,线性 变换 芭 将 整个 空间 qi 可 能 变 为 它 
的 真子 集合 多 ,那么 子 集 合 名 有 和 何 性 质 呢 ? 

车 ' 扎 园 , 则 w' 至 少 有 一 原 象 , 令 避 为 的 一 个 党 象 , 即 
一 因 对 尾音 数 硬 有 (中 人 一 让 一 EQ 放大 全 三 加 
共 深 ， 从 qi' 盛 界 , B' ER, 知 有 位 . 好 证 一 w B= 户 , 于 
是 (a 十 请 攻 =a 二 B= 十 BB 就 说 明了 9q' 十 B'E 训 ， 鼓 
漳 为 Wi 的 于 空间 , 即 证 得 了 

性 质 重 设 了 站 为 胃 , 的 一 线性 变 撞 ,四 是 胃 , 中 所 有 向 县 
的 条 之 集合 , 记 为 加 = 下 则 时 为 吕 之 子 空间 . 

我 们 知道 : 线性 变换 这 个 概念 是 直觉 空间 中 旋转 与 投影 
这 两 个 概念 的 舞 象 , 研究 起 来 带 有 一 定 的 困难 ,如 何 使 线性 恋 
控 这 概念 具体 化 , 即 用 怎样 的 方式 来 具体 地 表现 它 呢 ， 

辑 顾 前 节 ， 有 所 谓 襄 量 的 旋转 变换 和 投影 变换 的 矩阵 . 
据 而 产生 和 矩阵 要 以 坐标 系 中 的 基本 单位 向 量 为 背景 ， 可 参看 
(IT),，(2)，({8)，(4) 诸 式 ， 但 在 wn 维 空间 中 内 ， 相 当 于 直觉 
空间 中 基本 单位 癌 量 的 推广 是 基底 , 于 是 我 们 就 着 手 研究 我 ， 
的 线性 变换 对 于 8 的 一 组 基底 所 起 的 枯 用 ， 

设 .2 为 由 之 一 线性 变换, 取 i。 之 一 组 基底 而， cs，…-， 
war， 因而 每 个 mw 得 写 为 1 加 的 线性 组 合 , 如 
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Co 一 人 gi 人 1 二 站 99 全 十 十 全 9 (5) 


上 


Hi 一 {1 十 羡 10 呈 a 十 了 二 (nn, 


[ 一 i 十 Tn 十 十 nn, 


由 (5) 得 一 个 级 答 阵 


Hl a ?in 
冰 好 + 

过 _ 21 22 2 _ 
nl 人 


这 就 是 说 ， 关 于 给 定 的 一 组 基底 mw，…，a,， 向 量 空间 和 hi, 的 
每 个 线性 变换 .9 都 可 通过 (0) 式 对 应 唯一 个 答 阵 入 这样， 
就 可 以 设想 把 线性 变换 的 研究 转化 为 矩阵 的 研究 . 但是, 要 
实现 这 种 转化 的 可 能 性 ,必须 先 解 决 下 面 两 个 问题 . 

第 一 个 问题 是 ， 若 事先 给 了 一 % 级 矩阵 三， 是 否 反 过 来 
也 必 有 一 个 能 满足 45) 式 的 线性 变换 .多 呢 ? 如 果 这 样 的 .9 
人 存在 , 才 有 可 能 所 谓 把 线性 变换 转化 为 抢 阵 , 即 具体 的 一 个 矩 
阵 确 实 可 以 表示 一 个 抽象 的 线性 变换 . 

第 二 个 问题 是 ， 即 令 第 一 个 问题 解决 了 ， 还 怕 吉 见 两 个 
不 同 的 线性 变换 通过 ( 妨 式 对 应 于 同一 个 和 矩阵 (车 二 这样， 将 
线性 变换 转化 为 矩阵 时 就 会 发 生 混 多， 因为 如 果 一 个 矩阵 可 
能 表示 两 个 不 同 的 线性 变换 ， 所 以 对 这 个 矩阵 的 研究 究竟 及 
映 了 鄂 一 个 变换 的 性 质 昵 ?), 故 还 必须 解 岂 一 个 问题 ; 一 个 矩 
阵 上 只 能 被 唯一 个 线性 变换 所 对 应 ， 

出 矩阵 入 = (aw) 的 任意 性 ， 得 知 (四 式 右 边 的 ww 个 向 量 


Dl aro, Dl we, 1 Dawa 是 任意 的 , 车 分 别 用 8 8。,…， 


户 , 来 表示 , 则 上 述 第 一 个 问题 就 是 要 证 明 必 有 一 线性 变换 .9 
合 wz 一 忆 必 = 2 有， 而 第 二 个 问题 则 是 要 证 明 这 样 
+ 120 。 


的 .Z 还 是 唯一 的 ,下面 的 基本 定理 谣 肯 定 了 这 个 管 深 . 

基本 定理 设 包 ,Qo Gn 是 第 ,之 基 广 ,而 Bi, Ba, ''', 
后. 是 吕 之 尾 郧 个 向 量 ， 刚 有 一 个 且 仅 一 个 线性 变换 史 ， 使 
oF 一 后 人 一 二 2, -…, 1). 

证 明 因 凡 .之 任意 坷 量 们 可 唯 一 地 表 为 

=k Ets, 
故 可 作出 一 个 变换 了 FF 了， 使 a7 =hh 十 KB 十 …: 十 记 Bs,( 即 
把 x 变换 成 4&7}. 显然, 所 .多 之 形成 的 意义 , 应 有 :一 
下 2, …, m)， 下 面 来 证 明 .为 各 ,之 线性 变换 这 是 
固 为 对 任意 数 吕 有 
Ka — ER Ets 寺 克 8 
EE) FER) 十 十 天 (Ga 


一 > (KEN 
故 由 形成 .9 之 意义 ,得 
(Fa) TF = ED B= bb) 


=b Dh he (a) 
其 次 , 车 7 一 闷 he 则 又 及 ~ 久 4B， 因 而 从 


ety ht 


又 得 省 ' 要 mm 
(GaP TEE+DB- DhBt up, 
= 人 十 YY， 
这 就 证 得 了 学 确 为 和 之 线性 变换 ， 这 样 ,就 证 得 了 定理 中 
四 说 的 也 (线性 变换 ) 之 存在 性 ， 
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全 证 朋 线 性 变换 .多 之 叭 一 性 设 有 3t 之 鲍 性 变换 .了 
和 2, 均 使 i 变 为 局 (一 二 2, ““*y 多 ) ) 即 ci = 8B, -2 = 


a = (> Eo, ) = > Cha) 2 
Phag) = SI hp ay. 


这 说 明了 两 个 线性 变换 .2 与 作用 在 加 ,上 是 一 样 的 , 故 必 
-和 一 .了 
基本 定理 因而 获 证 . 
根据 基本 定理 ， 前 述 的 第 一 、 二 两 个 问题 都 解决 了 ， 因 
之 , 对 于 基 诡 mw 人 一 二 2 …， mn), 得 知 各 ,之 一 切线 性 变换 与 
一 切 %* 级 矩阵 之 间 存 在 着 一 一 对 应 关系 . 下 因为 这 样 ,， 有 了 时 
又 常用 符 导 了 表示 和 矩阵 为 和 4 的 线性 变换 、 于 是 ( 呈 形 式 地 
可 村 为 
| 站 .3 1 | 
® || a | al 


a ao a, 
这 里 ， 和 矩阵 过 称 为 线性 变 搞 Fa 的 矩阵 (对 基底 2 Co ， 
它 的 行列 式 


CE Et "in 

D,~ Ha fa Can 
| 和 时 

[Ena ong nn 


叫做 也 4 的 行列 式 ，、 如 果 Da 光 0,， .7 和 站 都 叫 注 鞭 的 (或 
非 坷 异 的 ); 车 了 =0， 则 叫 了 与 十 都 是 降 秩 的 (或 可 异 
的 )、 
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基本 定理 解决 了 这 样 一 个 重要 问题 ， 即 抽象 的 线性 变换 
可 用 具体 的 矩阵 来 表示 ， 也 就 是 肯定 了 它们 之 间 存 在 着 一 一 
对 应 关系 ， 因 之 ,几何 问题 (线性 变换 ) 便 可 以 转化 为 代数 问 
题 ( 矩 阵 ) 来 研究 了 . 由 于 这 种 转化 的 依据 是 上 述 定 理 , 这 正 
是 我 们 把 这 个 定理 称 为 “基本 定理 的 原因 ， 

这 持 , 有 几 点 要 提请 读 省 注意 ， 

第 一 ,向量 4 一 四 oa 十 op 十 … 十 one 关于 基底 2 
之 誉 标 i， zo,，…， on， 经 过 线性 变换 .Fs 后 会 发 生 怎样 的 变 
化 呢 ? 

令 &2Z 4 一 MG 十 aks 十 … 十 rt， 于 是 利用 全 ) 式 易 知 


人 1 -一 (> mua ) 1 一 六 (QF a4) 


p> 3 ayoy) 一 (> our ) ey, 


故 有 jm] “t=1 


六 一 ti nn 
Ya 一 G01 Tart tt na (6) 


和 一 CHI tT anta + nnn, 
这 就 是 由 也 4 产生 的 把 变数 gi ，…， sw 换 成 态 ,，…, gs 的 线 
性 变换 ， 即 产生 中 中 的 点 的 线性 变换 (也 就 是 把 原 向 量 4 的 
坐标 换 成 它 的 象 mF 4 的 坐标 的 线性 变换 1， 并 且 , 这 个 点 线 
性 变换 的 矩阵 是 和 4 之 转 置 矩阵 , 这 就 是 空间 问 量 的 线性 变换 
和 成 的 线性 变换 的 关系 ， 这 和 在 第 荆 节 所 说 的 直觉 空间 中 旋 
转 与 投影 的 情况 是 完全 一 致 的 ， 
第 二 , 所 请 线 挂 变换 与 矩阵 (wn 级 ) 河 存 在 一 一 对 应 关 
系 , 是 指 对 激 , 的 一 组 基 认 而 ， 9s,…,， oo 来 说 的 ; 如 果 对 另 -一 
组 基底 有， 有，… 局 ， 鱼 果 又 怎样 呢 ? 
a 129. 


对 于 基底 w, …，awu 设 线性 变换 8 之 矩阵 为 及 一 《ay)， 
即 有 7 = yy 而 对 于 基底 8B,，…， 有 8， 之 矩阵 为 
~ (bu)， 同 样 有 BF 一 局 5uB,。 由 于 一 般 来 讲 不 一 定 有 


入 = 五， 这 就 是 说 ， 史 .之 基底 不 同 , 同一 个 线性 变换 了 的 矩 
阵 一 般 世 不 同 ， 它 们 之 间 有 人 怎样 的 关系 呢 ? 这 将 在 第 6 节 里 
再 详细 地 讨论 . 

第 三 ， 由 9 之 线性 变换 .7 如 性 质 3 及 和 说 的 所 产生 
的 两 个 子 空间 Dt 及 和 有 和 什么 关系 呢 ? 

役 算 阵 县 的 秩 为 YY， 于 是 是 中 线性 无 关 的 行 向 量 之 最 
大 数目 为 7， 故 这 时 (5) 式 里 各个 疝 量 的 3 4， 和 ，wn 4 中线 
性 元 关 的 最 太 个 数 为 7， 由 子 各 = 如.F4 中 每 个 向 量 为 
ai3 4 的 线性 组 合 , 故 和 之 维 数 为 7, 即 委 的 维 数 
等 子 矩 阵 站 之 秩 。 从 而 了 可知， 狼 = 咒 , 的 充 要 条 件 是 44 为 满 
秩 的 . 

再 来 研究 子 空间 驶 ，z ~ YomE 吐 的 充 要 条 件 是 


0-2F 4 BaaT = >o > a 


-2 aucr )o, 
随 而 及 为 
aor=0 (3—=1, 2, +, 1m), (C7) 
因 之 秩 为 罗 故 (人 7) 式 有 mm 一 上 个 线性 无 关 的 解 
一 《0 
使 (信之 任何 解 y= (oo 为 9 ?rr 的 线性 组 合 ， 


即 
ds Fe rs (8) 


了 全 和 


放 一 立 ewE 唆 的 充 要 条 件 是 存在 和 a，…， jc 使 (8) 成 立 ， 
但 国 妈 一 eiea 十 .十 eDG 人 一 工 | 2 和 一 他 为 渚 中 的 胸 一 人 
个 线性 无 关 的 向 量 , 故 多 EE 对 的 充 要 条 忻 是 
省 二 A 人 V1 十 入 3 党 3 十 二 六 nr 人 wr 

即 zw 得 天 为 2 …， yr 的 线性 组 合 。 这 证 明了 驶 的 维 数 
等 于 7n 一 "， 即 证 得 了 . 

定理 1 设 .有 是 空间 内。 的 线性 变换 ,天 和 中 所 有 将 元 
的 钴 四 二 构 或 路。 的 子 空 间 之 雁 琢 以 及 负 , 之 军 元 的 一 
雪原 得 之 集中 而 成 之 予 空 间 的 维 数 ,两 者 的 和 苦于 nn. 而且， 
不 论 ,Wo 后 是 久之 任何 一 组 基底 , FF 关子 这 组 基底 
之 拭 阵 的 秩 就 甘于 狗 的 扒 数 ， 国 而 :4 所 对 应 之 和 给 阵 的 穆 为 
一 常数 ( 即 与 :了 自身 有 美 而 与 基 计 之 选择 无 关 )， 

注意 ， 咀 然 定理 1 说 了 中 之 维 数 十 观 之 维 数 二 nt 中 , 的 
维 数 ), 但 办 UU 器 并 不 蚌 全 空间 名 , 即 可 能 有 先 U 吕 < 入 ,之 情 
况 ， 例如 , 令 玉 [we], 表示 变量 w 的 所 有 小 于 % 次 多 项 式 之 集 
而 成 的 wm 维 沿 量 空间 ， 则 多 (f(D ) 一 了 (80) 即 微 商 变 换 乡 , 
显然 是 各 [oj 的 一 个 线性 变换 ， 而 乡 ( 人 健 [ 四 一 多 在 此 时 显 
为 单 [四 sa 即 轩 一 再 [ee]， 又 使 缁 (f(D)) 一 0 之 一 切 耻 (时 而 
成 之 子 空间 钢 在 此 时 显 为 数 域 节 , 即 只 = 小， 故 

对 山名 王 第 咒 生 [加 一 末 [ 本 4， 和 条 [可 ] 

由 定理 1, 不 难得 知 ， 

推论 对 于 线性 变 撞 .7 空间 gl 之 一 向 量 如 有 原 象 , 其 
和 原 象 低 有 一 个 的 充 要 条 和 件 是 嘱 . 的 每 个 向 量 都 有 原 象 . 

证 明 如 有 原 象 时 , 出 前 述 关于 线性 变换 的 性 质 2， 原 象 
愉 一 个 的 充 要 条 忻 是 零 问 是 的 原 象 只 能 为 必 亦 即 对 = 分 , 因 
之 浊 一 六 ,此 即 说 明 每 个 同 量 宛 有 原 依 . 

# 


练习 十 五 
1， 设 ia di es G4 为 44 维 向 量 宝 间 和 外; 的 基底， 线性 变 控 双 对 于 这 组 基 


认 的 矩阵 屋 
1 2 3 2 
上 0 3 | 
2 1 5 一 LI 
1 8 2: 


证 明知 (一 8 ，Ba( 一 GT 十 可 2， 肌 臣 一 全 十 汪 ? 十 人 9] ， 丰 《一 1 十 客 十 本 3 二 和 六 
为 外 :之 基底 ,并 或 多 对 这 组 基底 的 矩阵 . 

32- 下面 的 各 个 变换 镍 中 , 蛙 些 是 线性 的 , 哪些 不 是 : 

42) 在 胃 ; 中 ， 詹 加 一 者 十 站， 这 蛙 闻 过 中 ,是 一 个 国定 的 向 是; 

2) 在 罚 | 中 9 一 这 时 7 了 EE, 是 国定 的 ; 

3 设 区 为 身 数 下, 鞍 视 生 沪 信 上 的 线性 空间 , RR 名 时区 ; 

4) 车 将 习 中 到 袖 为 轴 # 上 的 线性 空间 ( 织 # 为 实数 短 ) ,了 一 态 ; 

5 在 Wy hh, ta To Ta) Fa a} 

3 定 第 中, 邻 每 个 向 盟 都 投影 到 直线 45 十 如 一 0 上 (9D 中 站 ， 证 明 这 投影 
到 换 了 是 锦 ; 的 缆 性 变换 , 六 求 它 对 于 基底 i; j 的 是 阵 . 


第 3 节 线性 变换 和 算 阵 的 运算 


这 里 , 介绍 问 量 空 间 六 , 中 线性 变换 之 间 的 种 种 运算 ， 从 
而 定义 % 级 矩阵 之 间 的 种 种 运算 . 

在 这 茹 里 ， 忆 假定 t, 的 一 组 基底 固定 为 1 0 0, 
因此 ， 独 , 中 线性 变换 的 盾 阵 总 是 指 的 关于 这 组 固定 的 基底 而 
盲 的 , 后 而 不 男声 明 ， 

1) 线性 变换 的 加 法 ”假设 给 了 第 ,之 两 个 线性 变换 .9 4 
汪 了 ss， 令 . 表示 吕 的 一 个 这 样 的 变换 ， 即 使 每 wEis 对 
应 于 

由 于 


sn 了 口上 = 


《KG 十 后 ).7 = (8g 十 现 )3 + attad).F 5 

A i 
bor Atta a tilBF a t+BF ys) 
一 而 (GZ +HBF ), 

这 说 明了 .是 9 的 线性 变换 ， 很 自然 地 ， 我 们 把 这 个 线性 

蛮 换 了, 称 为 了 F454 与 多 p 的 和 , 表 为 9 一 .7 4 十 B， 

下 面 再 研究 儿 所 对 应 的 抵 阵 ， 因 ,94 与 4 的 托 阵 分 
别 为 


Ci da ”tn By Ba hn 
站 = dol daa on 与 B dol bon be [i 
fn nn Le 1 i wii nn 

见 上 出 定 必 ,有 


| Ge = Wi 二 a 十 十 nitn; 


站 GT B= Pudi bts tt dntn, 


dn oF ep 
= (nt dn) 二 Cg 二) Gg 十 *… 十 《Gin Don} Een, 

这 说 明 也 之 矩阵 的 第 立行 第 头 列 处 的 元 素 am 十 br 等 于 大 
与 如 之 相应 元 素 的 和 .， 很 自然 地 ， 这 样 的 矩阵 叫做 生 阵 44 
与 矩阵 如 的 和 , 表 为 和 4 十 召 ,， 即 

Sits Gat ba fin Bin 

站 十 电 二 Qt + ba 022 + bas "gn an | 

Qn bn ng bn Gn Boon 

于 是 有 也 一 了 4 一 ?4 十 .7 p， 这 是 说 ， 两 个 名 性 变换 的 各 


仍 是 一 个 线性 变换 ， 它 的 些 阵 等 于 原来 两 个 线性 变换 之 矩阵 
的 各， 
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又 , 容易 验证 , 关于 线性 变换 的 加 法 , 有 关税 于 数 的 加 法 
的 下 列 性 质 : 

交换 律 Fa pF gt Fa, 

结合 律 《3 as 十 YY 四 十 9c 一 .94 十 (7 5 十 多 
因 之 , 关于 上 罕 阵 之 运算 ,也 有 下 述 的 性 质 : 

A+B~=B+A 及 (A4+B8)+C=A+(B8+0. 
当然 ,有关 垂 阵 运 算 的 上 面 两 个 等 臣 , 也 可 以 由 竹 阵 加 法 的 定 
义 直 接 推 得 . 

2) 线性 变换 与 数 相 箭 ” 设 有 线性 变换 9 4, 天 为 任意 
数 . 令 咒 的 任意 向 量 & 对 应 于 向 量 (ae.2F 4) 的 变换 为 .9 , 即 
2 一 > 一 在 0.7 4 一 (a.2 4)5， 于 是 , 对 任意 数 &、5, 就 有 

(gw 十 DO) 一 下 [Ce 十) Fal 一 有 [efa.F 十 5( 和 7 ,)] 
= {ab) KG A TOR (BT,) 
0a A)1+oLEBF,))] 
-a7 +R ), 
这 砚 明 了 .7 为 yi 之 线性 变换 ,巴黎 线性 变换 9 4 与 数 天 的 
素 积 , 表 汐 .7 一 下. 图 一 .7 
叉 因 
mi a = (as Ab = A ee 而 
= (kaa) ot (Kas) Ba + + Chan) en, 
旗 怀 4 一 8 4 之 矩阵 中 每 一 元 ,等 于 有 4 中 相应 元 与 数 冯 
的 积 , 这 样 的 矩阵 咀 做 矩阵 及 与 数 上 之 积 , 表 以 4 一 AK,， 即 


Kail ， Er an 
一 kaa Roag or CReros 
bam kang -Edn 


因 之 , 线性 变换 与 数 之 乘积 仍 是 线性 变换 , 其 矩阵 等 于 原 线性 
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变换 之 矩阵 与 数 的 乘积 ， 
关于 线性 变换 与 数 相 乘 之 运算 , 有 如 下 诸 等 式 : 
下 3 aA) 一 《太一 a 
{ht Ea Bi a a, 
kT tT ET Eg. 
因而 ,也 有 关于 夭 链 间 相 垃 的 渚 等 式 ， 
KBs) = (Ek A, i:A4=4, 
CR AtEB. 
这 些 都 很 容易 验证 . 

3) 线性 变换 的 乘法 ” 设 育 出 。 的 两 个 线性 变换 2 4 与 
也 8， 使 中, 之 任意 向 量 生 对 应 于 向 量 (e9G 4).FB 之 变换 3 ， 
好 a 一 > 一 (3 43 Bp 为 第 ,的 线性 变换 ,这 是 因为 

aa toB)F 一 [few 二 0)3 dF hp 
一 [ee A) oRT lS s 
一 刀 f fa DF 6 十 DEL 17 8 
-ams Ho BF ). 
我 们 把 这 个 线性 变换 .9 到 慌 先 施行 9 4 后 施行 Sn 的 来 
积 ,用 符 导 .FB 表示, 妈 了 = 人世， 
六 因 为 


Or i FB) 一 《eart3 A) 
= (2 away) Sp =- 语 ty (a a) 


-> as( > ba ) = > (2 Quyb sk yy 


辣 前 而 的 情况 一 样 ， 我 们 把 两 个 线性 变换 .7 4 与 8 之 积 
了 a3 5 的 扩 隆 , 称 为 逢 阵 且 与 吕 的 积 , 即 
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这 里 的 ca 一 as6nx， 即 第 纪行 第 列 处 的 元 oy 等 于 矩阵 妥 


的 第 纪行 各 元 与 矩阵 如 的 第 天 列 之 各 相应 元 乘积 的 和 ， 于 
是 ,两 个 线性 变换 之 乘积 的 定 阵 , 等 于 两 个 线性 变换 之 矩阵 的 
乘积 . 
容易 验证 下 列 关 于 线性 变换 之 乘法 的 一 些 等 式 : 
KF 43 日 一 《着 9 a.m 
(3 42 ITI AAT HT), 
(Fat I Io I cHT EF, 
TAT BI TF BHI 437c. 
与 此 对 应 , 矩阵 间 的 运算 也 有 下 列 的 诸 等 式 . 

FECAB) = AB, ABIC= ACBO, 
(A+BIC-AC+BC, ACB+O -=AB+AC 
当然 ， 和 矩阵 间 的 诸 等 式 也 可 从 窟 阵 忱 灶 与 加 法 的 定义 直接 去 

验证 . 
注意 : 和 扯 阵 间 的 夷 法 一 般 不 满足 交换 律 ， 即 对 两 官 阵 4 


与 号， 一 般 有 几 召 # 玫 4， 这 是 矩阵 的 乘法 与 数 之 习 法 的 善 
别 , 这 只 要 看 一 个 例子 即 可 表白 、 例如 


4-(。 2 B-( 1 0) 
D 2 1 0 


4B-(: 2) B4-(? 1) 
2 0 1 1 


改 4 局 z# 瑟 4， 正 因为 这 样 ,一 矩阵 左 乘 另 一 矩阵 { 即 从 左边 
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则 


去 乘 ) 和 右 乘 另 一 矩阵 《 即 从 右边 去 习 ) 是 有 区 别 的 .从 线性 
变换 的 意义 看 ,也 能 侣 说明 这 一 点 ， 如 在 二 维 空间 入 中 ， 令 
9 表示 使 HW, 之 每 向 量 ( 向 量 的 起 点 固定 在 原点 ) 以 反 时 针 方 
柯 绕 原 战马 在 平面 上 旋转 吕 角 的 变换 ,用 表示 将 is 的 每 
问 量 投影 在 w- 轴 上 的 变 措 ， 显 然 了 ,名 都 是 入; 的 线性 变换 
(参见 第 1 节 )， 央 之 ,对 于 .名 这 一 变换 ,就 有 
FE RT LT | 0 0 +t+o) 
一 |a|l :eos (8+ wp) Ef, 
其 中 |B| 表 向 量 8 的 长 ,g 为 向 量 & 与 2- 轴 之 正 向 所 成 的 角 ， 
zt 是 辐 正 向 上 的 单位 向 量 ， 即 al.) 是 w- 轴 方向 的 疝 
量 , 而 对 六 这 一 变换 ,有 
CLF) SRT a 0 pf) ~ [a|lcosw.* (fF ) 
= alc0gp: (cos Htsin OF), 

这 里 的 了 是 久 畏 正 向 上 的 单位 向 量 ， 即 we( 儿 9 ) 是 和 的 薄 
夹 利 为 尹 的 向 量 . 显然 gf(8 和) 关 @( 人 2 多) ， 杖 多 六 儿 G 

又 , 根据 矩阵 乘积 的 定义 ,我 们 看 到 , 算 阵 的 屁 法 规则 与 
行列 式 的 习 法 规则 完全 一 样 , 故 有 : 

定理 两 个 为 角 扑 阵 的 乘积 之 行列 式 竺 于 它们 的 行列 式 
之 来 析 .。 因此 ， 有限 多 个 满 牧 算 阵 的 来 积 仍 热 是 一 个 浦 牧 大 
阵 ; 在 有 限 多 个 起 阵 中 ,如果 有 一 个 是 降 扶 的 , 那 末 它们 的 泰 
积 也 是 阵 秩 前 . 

注意 ， 行 列 式 相 乘 的 法 则 可 有 四 种 (参见 第 委 次 )， 所 
恢 据 的 基 一 个 行列 式 与 它 的 转 置 行列 式 相等 。 可 是 ， 对 甜 阵 
说 来 ,两 个 矩阵 之 积 只 能 如 上 所 述 去 定义 , 简 育 之 , 就 是 “ 行 乘 
列 的 规则 . 因为 一 矩阵 一 般 不 等 于 它 的 转 置 罕 阵 , 故 两 个 矩 
阵 相 好 ,就 不 能 象 行列 式 那 样 , 也 来 施行 “ 行 乘 行 ”",“ 列 悦 行 ”. 
或 列 习 列 的 规律 . 

到 下 3 
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我 们 知道 , 9 中 线性 变换 .7 所 对 应 的 矩阵 ,一般 来 讲 是 
随 芽 . 之 基底 的 选择 不 同 而 不 同 的 ， 今 癌 ， 有 没有 不 管 基底 
的 选择 怎样 ， 所 对 应 之 窍 阵 恒 为 一 定 的 线性 变换 吗 ? 这 样 的 
线性 变换 究竟 是 怎样 的 变换 呢 ? 
1) 使 空间 法, 的 每 向量 都 变 为 四 的 变换 .9 o 
易 证 了 为 及 之 线性 变换 ， 这 是 因为 ,从 
43 orBTo~ {tatB Fo= (aTo=0, 
(十 闻 )1 .7 一 &8G 0 十 后 了 0， (Fa)Fo~t(aFo), 
六 ,不 论 听 ， er 为 出 之 尾 何 一 组 基 席 , 由 于 
ago=0- 袜 Day 《其 中 划一 十 全，。，， 和 多) ， 
即 知 多 0o 暴 对 应 之 答 阵 恒 为 索 延 阵 OO ( 即 失 隆之 元 全 为 数 
0 , 与 基 砍 之 选择 无 关 . 
这 一 特殊 的 线性 变换 .0 电 艇 堆 变 换 ,， 即 零 变换 Fo 是 
我 们 欲求 的 一 个 线性 变换 . 
对 于 和 宕 变换 4 o， 易 证 具有 这 样 的 性 质 ， 对 任意 钱 性 变 
换 多， 与 任意 数 友 便 有 
4 十 .7Dmm 多 0 十 了 1 一， 了 0 一 .1 一 了 
以 及 
7 oF op; 
相应 地 , 关于 矩阵 的 运算 ,也 有 
4-O=0+4=a, A.0=0.A4=0, 0O=0O£=0 
这 些 年 阵 间 的 等 式 也 可 以 宜 接 由 矩阵 之 如 法 、 乘 法 、 以 及 与 数 
* 六 3 呈 = 


之 相 滋 的 定义 诠 推出. 

车 简写 一 有 4 一 《一 了 4, 则 4 一 吾 一 4 二 (一 全 吾 , 即 “ 沽 
法 有 意义 , 随 而 44 一 入 一 @， 又 , 零 矩 阵 与 任何 矩阵 相 飞 的 结 
暴 虽 仍 为 符 矩 阵 , 但 两 个 非特 矩阵 之 积 也 可 能 是 零 矩 阵 , 这 也 
是 垂 阵 乘法 与 数 景 乘法 间 的 不 同 之 点 ， 钢 如 

“(2 1) (2 1) 
一 1 -1 2 一 二 
根据 矩阵 乘法 的 规律 , 显 有 有 4B8 一 QO， 从 线性 变换 看 ， 也 可 得 
到 说 明 ， 如 设 .与 .分别 是 泊 中 投影 在 sw- 加 上 入 轴 上 
的 投影 变换 , 显然 ,对 任 saEgi, 有 atG 9 )= (9)5=0, 所 
以 2 了 = o( 零 变换 )， 今 后 就 以 好 来 表示 和 零 变 换 ， 即 
TS. 

因 征 降 之 东 法 不 满足 交换 律 , 故 即使 4 一 QO， 也 可 能 会 
有 豆 4 关 人 ， 如 上 面 的 例子 ,就 是 4 一 0 而 至 4 关 O、 由 于 
矩阵 之 履 积 有 这 祥 的 特性 , 为 以 后 叙述 简便 , 引进 下 面 的 ; 

定义 ”对 于 算 阵 4 如 有 非 零 抢 阵 如 存在， 使 4 如 或 
BA 中 有 一 为 零 矩 阵 时 , 叫 全 为 零 因子 . 

显然 , 零 烦 阵 为 零 因子 . 又 , 当 44( 尖 人) 为 零 因 于 时 , 有 
乍 阵 避 #O 使 4 一人 或 如 4-0, 二 者 必 居 其 一 (这 二 者 可 
能 同时 成 立 , 也 可 能 不 癌 时 成 立 }， 有 4 为 零 因 子 的 条 件 是 什么 
呢 ? 这 可 由 下 而 的 定理 1 来 给 出 . 

定理 mn 级 炬 阵 失 为 过 因子 的 充 要 条 件 是 扩 为 降 忽 
的 . 并且, 存在 和 人 口 及 昌 了 0, 使 AP-0-QA4. 

证 明 设 


先 证 必要 性 者 在 为 零 因子 , 则 行 


Fl ”Jin 
x-(: zo 


Wl 
使 刀 省 = 人 (或 着 及 = 曲 )、 因 之 ， 由 于 至 少 必 有 一 个 下 0， 
融 从 用 下 =- 站 的 第 上 列 的 元 ,有 
| TT anf + 0, 


和 


dn "rst “十 Cnn 故 v0 
表明 这 齐 次 方程 组 有 非 零 解 (op…，a， et， 故 其 系数 
之 行列 式 等 子 零 , 这 就 证 得 了 4 是 降 秩 的 . 
再 证 充分 性 . 车 和 是 降 秩 的 , 则 上 齐 次 方程 组 必 有 非 零 
入 (oa， en) ,于 是 , 当 
pF 让 1 3 
Pl 
m 网 人 
时 ,有 卫生 侣 而 生 P=0, 这 就 证 得 了 4 为 零 因 于 . 
同 理 , 从 
Soam=0 (k=1, 2,..., 1) 
存在 非 零 解 (y， ys,，…， 3) 而 令 
i Va Yn 
Q@-| 
yn ys 机 gh 
时 又 有 位 下 人 吕 及 和 旭 4 ==0, 证 完 . 
2) 使 空间 名 。 之 每 向 量 都 不 变 的 变换 5. 


* 134。 


易 证 了 了 E 是 英 . 之 强 性 变换， 这 是 因为 
atAF -at+B=a7 +8. 
到 
(Fa FE ea ka ， 
这 一 特殊 线性 变 斤 称 为 烃 等 变 撞 ， 不论 op， en 为 如 之 
任何 基底 , 由 于 qx 一 wm, 说 明了 .Fg 所 对 应 之 矩阵 恒 为 
1 
1 0 
五 一 . ， 
0 ， 1 
即 主 对 角 线 上 的 都 是 数 1， 而 其 它 位 置 的 全 是 零 ， 用 符 导 酝 
表示 之 ， 叫 做 单位 起 阵 . 这 里 , 人 恒 等 变 挤 .FE 对 任何 基底 而 
请 ;所 对 应 的 矩阵 恒 为 单位 矩阵 , 故 .FE 也是 我 们 欲求 的 组 性 
变 撞 ， 
容易 检验 ， 对 任何 线性 变换 .F4, 常 有 .FTE= 了 p24 
一 也 于 是 ,对 任何 矩阵 4, 恒 有 吾 4 一 AB 44( 当 然 ,直接 
应 用 矩阵 的 习 法 规则 ,也 可 推出 这 一 结论 ). 这 说 明 ,， 在 矩阵 
怀 法 运算 中 , 矩阵 如 的 作用 恰 如 数 工 在 数 的 乘法 运算 中 的 作 
用 正 因为 这 个 原因 , 所 以 才 叫 吾 为 单位 矩阵 . 
反之， 如 有 一 级 矩阵 C 与 任何 % 级 矩阵 四 相 乘 恒 有 
< 用 = 入 ( 或 都 伍 有 CC 一 下 ), 则 取 下 = 吾 后 就 有 C 吾 -至 (或 
EC=E); 但 又 CB-C( 或 如 C=O), 故 有 C= 区， 这 就 证 得 
了 : 
定理 人 一 外 级 抠 阵 宛 与 任何 名 级 起 阵 在 的 乘积 仍 为 
入 的 充 要 条 件 是 必 为 单位 超 阵 . 
从 组 人 性 变换 说 来 ， 这 定理 的 意义 是 ， 恒 等 变换 且 只 有 全 
等 变换 , 它 与 任意 线性 变换 .9 继续 施行 的 铺 果 仍然 是 .- 
.135 。 


3) 使 空间 NW 的 每 向 量 变 为 KE 起 为 一 常数 ) 的 变换 
‘FE. 

不 难 验 证 了 kg 为 线性 变换 ， 这 是 因 为 ， 

《十 操 ) 3 一 天 (十 后 ) =hatiB a7 p+ BF,n, 
以 及 

(00) :一 下 (oa] 一 CR =e{aF ,gp). 

这 一 特殊 的 线性 变换 称 为 相似 变 反 1， 容易 看 出 , 关于 任何 基 
底 , 相似 变换 所 对 应 的 矩阵 恒 为 


万 
x 


0 天 
色 主 对 角 线 上 的 元 都 为 数 关 而 其 他 的 元 全 是 零 . 这 第 阵 显 
然 等 于 单位 和 扯 阵 吾 的 大 倍 : 下 吾 , 这 种 盾 阵 称 为 纯 量 矩阵 .于 
基 祖 似 变换 得 表 为 到 9 E, 也 是 我 们 所 欲求 的 怒 性 变换 之 一 
又 ,容易 获知 ， 相 似 变 换 同 任何 的 线性 变换 相继 施行 , 没 


有 施行 先后 顺序 的 关系 ， 换言之 ,对 任何 线性 变换 .9 来 说 ， 
语 有 


于 是 特 得 


下 Fe 一 多 4 一 多 
下 ?下 3 一 下 
相应 地 ,对 任何 矩阵 有 4, 恒 有 
| 
特别 地 ,有 
1 如 在 织 2 中 ， 会 048 是 由 三 个 向 量 04， DD 让 和 4B 组 成 . 匣 将 外 中 每 
个 向 芝 部 变 为 天 向 ， 时 04 与 OB 分别 延 皮 倍 而 蛮 成 了 中 与 0D. 于 


是 如 记 一 KA， 因此 ,这 变换 使 AD.4R 变 成 它 的 相似 三 角形 O41B7 
这 也 是 把 这 样 的 变换 称 为 相 拟 蛮 换 的 原因 ， 


* 3 


bEAE = HE. 
这 些 等 式 说 明了 :在 两 个 纯 量 抵 阵 前 积 以 及 纯 量 矩阵 与 
侍 意 垂 阵 的 积 由 ， 矩阵 i 所 起 的 作用 和 数 天 所 起 的 作用 完 
全 一 样 ,我 们 叫 4 瑟 为 纯 量 矩阵 之 意义 也 在 此 . 
当然 ， 这 些 人 矩阵 间 的 等 式 也 可 以 直接 由 矩阵 相 乘 的 规则 
而 推出 . : 
二 面 第 一 个 等 式 告诉 我 们 ， 每 个 纯 量 甜 阵 间 任何 一 个 矩 
阵 4 相 乘 为 可 交换 揭 , 它 的 道 定理 是 否 正确 呢 ? 即 问 ， 与 任 
何 矩 阵 相 乘 为 可 交换 的 矩阵 一 定 是 纯 量 撼 阵 吗 ?y 管 案 是 骨 定 
的 、 对 此 可 证 明 如 下 : 著 m 级 矩阵 C~ (cu) 与 任 一 个 nm 级 抵 
阵 入 相 乘 为 可 交换 前 , 则 当 取 
2 0 
X=E(W)-| 17. 
0 1 
时 ( 即 主 对 角 线 上 元 素 硕 次 为 2 1 …, 1, 而 其 它 元 素 为 0)， 
则 从 己 严 :02) 一 吾 :(2) .PP， 即 得 


Ben Cla Cl B01 ZC12 Zen 
ons Cos Cor 们 本 Lie CE Fn 
Bon Cn Cn 小 Cnl Cn nn 


邦 ox 一 con 一 0 中 =2,…, 9)， 同样 , 取 及 一 县 ,(2} 时 (8,( 忠 穴 
示 用 2 乘 单位 矩阵 如 的 第 5 行 (或 列 ) 而 得 到 的 % 级 矩阵 )， 
利用 CC" 如:(2) 一 B.C2) .CC 又 可 推 得 ey 一 04 一 0《 当 1 时 )， 
人 4 心 
总 之 ,这 时 就 必 大 C=| .| 形 . 
0 | Cnn 
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再 取 性 = 妃 ,st 刀 ,s 是 由 单位 矩阵 吾 之 第 一 、 二 两 行 互 换 
而 得 到 的 拖 阵 ), 则 利用 已 " 吾 z 一 台 ia， 即 


人 1 0 心 0 cs 0 0 
cao 心 0 0 v1 人 总 心 

心 心 ya 0 上 一 | 0 心 人 33 册 量 日 
人 人 0 bi Cn 0 如 0 Wii Cp 


得 其 ca 一 cs。 同样 ， 如 取 焉 一 吾 : (将 单位 矩阵 再 之 第 于 
两 行 互 换 而 成 )， 则 基本 从 CF EC 得 到 1 二 uw， 因 之 
011 一 C2 一 二 Cnn 一 在 ( 令 )， 则 一 大 再 为 纯 量 证 阵 ， 这 就 证 得 
了: 

定理 8 一 多 级 短 阵 克 与 任何 夫 阵 慎 相 请 为 可 交换 的 
充 要 条 件 是 这 拭 阵 为 鱼 重 矩阵 . 

完 理 3 的 几何 意义 是 ， 相 似 变换 , 而 且 也 只 有 相似 变 接 ， 
它 同 任何 线性 变换 相继 施行 ,没有 先后 顺序 的 关系 . 

4) 一 般 间 题 ， 即 不 论 选 择 怎样 的 基底 , 对 应 之 矩阵 恒 为 
用 一 (am 的 线 竹 变换 了 儿 是 什么 ? 

先 设 (一 二, 2，…, 认为 知之 一 组 基底 , 由 假设 可 知 


“7 > Ry, 地 一 十， 2 "yp %)， (9) 
再 取 六 ,的 n 个 向 量 Bi=1, 2， "yy nh), 于 是 
B.— 2 pus, (10) 


由 第 三 章 第 2 节 知 B=1, 2 卉 ] 为 六 之 一 组 基底 的 充 
要 条 件 是 


ss 


为 满 秩 的 , 即 玉 之 行列 式 不 等 于 零 . 
今 设 BT 册 为 跑 之 一 组 基底 , 则 由 假设 , 又 有 
BF = PasB;. (11) 
利 形 (I) 式 与 (9) 式 ,可知 
BF -py (os ) -> Ds Zlanas 


一 > (> Puas) Or, 
再 把 (0) 式 代 入 (1I}) 式 中 , 又 得 到 
Be > Ris YP pi ~ 立 (> aupn) Or. 


Ea 


比较 上 面 的 两 个 等 式 , 并 由 Qi ……, &s 之 线性 无 关 性 , 就 得 到 
Pen- 袜 ayPm, (i, R=1, 2, **, 1)) 


于 是 , 由 祭 阵 乘法 的 定义 , 则 知 这 9 个 等 式 表 示 着 
PA= AP (12) 

面 题 设 2 之 矩阵 肛 与 基底 之 选择 无 关 ， 故 不 论 对 任何 
基底 局 史 一 14,，2,…, 和 )， 恒 有 人 2) 式 , 亦 即 对 性 何 满 秩 矩阵 
斑 伍 有 2) 式 ， 因 之 仿 腿 证 定理 8 之 方法 ， 先 取 P=E(2)， 
然后 再 取 P= Bu( 其 中 i 3 我 ) ， 可 以 推 得 过 一 下 五 为 绩 
量 乱 阵 , 因 面 一 4.Z Fg 为 相似 变换 。 特别 地 ， 当 天 分 别 为 工 
或 0 时 ,9 就 分 别 是 恒 等 变换 或 零 变 换 . 于 是 , 再 结合 上 述 
的 讨论 , 就 证 得 了 ， 

定理 和 兴 , 之 线性 变 搁 .FF 所 对 应 之 拭 阵 与 性 ,之 基底 的 
进 树 无 甘 的 充 要 人 针 件 是 了 只 能 为 震 变 接 , 恒 等 变 撞 ， 效 一 般 
的 相 羽 变 撞 ， 

证 明定 理 和 的 主要 关键 在 (2) 式 , 即 明 与 任意 满 秩 撼 阵 
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关 相 飞 是 可 交换 的 , 由 之 推出 4= 8 台 为 纯 量 和 矩阵， 因而 定性 
3 中 的 条 件 疯 可 减弱 些 , 实际 .上 ,有 下 面 的 . 

推论 一 级 并 阵 与 尾 何 名 级 满 秩 给 阵 相 来 为 可 交 撞 的 
充 要 人 杂 件 是 这 起 阵 为 纯 量 砌 阵 . 


练习 十 六 


I 未 全 证 对 角 线 上 的 元 都 基 圭 的 线 和 矩阵， 冲 守 衣 直 阵 全 设 卫 是 一 邓 
衣 短 阵 ， 它 的 再 对 站 线 上 的 元 ou 的 04 两 两 不 同 , 证 时 : 风 与 DD 相 莱 为 可 
殉 搞 的 矩阵 也 一 ' 定 是 对 角 和 矩阵 . 
2， 设 遂 系 一 其 由 ， 吾 其 一 天 如 ， 证 有 明 ，《 媳 十 再 ) 系 一 巧 (4 十 瑟 ) ， (448 天 一 
XLABY. 
8. (+ AB)=A HB? (CAB A:+SAB+H’ 吗 ? 并 求 这 
两 等 式 成 站 的 充 要 条 件 . 
4 试问: 能 天 有 两 个 级 算 阵 所 与 BB, 司 AB BE 
5， 设 (4 是 一 个 仅 在 第 1 行 第 了 列 处 的 元 素 为 数 工 侧 其 它 的 元 夷 全 是 零 
的 级 矩阵 (i 3 一 1 2，… 说 ， 试 证 这 俱 个 和 级 蝶 阵 满足 下 面 的 关系 式 : 
Ca 当 帮 一 大 时 ， 
Cecn-|o 当主 天 时 、 


第 5 节 递 变 换 . 着 矩阵 


这 一 节 里 还 是 假定 空间 外 之 一 组 基底 ii，ow,…，au 固 
定 。 所 请 线性 变换 的 矩阵 , 都 是 指 对 这 组 基底 而 言 的 ， 

线性 变换 与 盾 阵 间 既 有 一 一 对 应 关系 , 为 简便 计 , 下 面 讨 
论 道 变换 就 着 重 从 矩阵 入 手 . 

设 . 了 4 是 中 ,的 线性 变换 a 一 28' 一 mF 4， 如 果 1 一 > 
4# 也 是 总 . 的 线性 变换 ,就 叫 .FB 为 F774 的 放 变 接 . 这 时 ， 
有 .9 436 一 ,994 一 多 gg， 因此 对 于 守 阵 ， 刚 者 4 下 一 
吾 4 一 召 , 而 电台 为 遂 之 这 和 阵 . 因 杏 为 氏 秩 矩阵 , 帮 媳 应 
是 满 秩 的 ， 这 说 明了 ， 若 .4 有 道 变换 ， 则 多。 是 潢 秩 的 . 
:140。 


明 噶 重 和 


"hn 


反 过 来 ， 当 .4 为 满 秩 时 ， 
攻 度 来 给 出 回答 ， 


今 设 
1 
对 一 好 3 
wa 
为 一 满 秩 和 矩阵 , 如 碍 
11 
宕 一 | 1 


满足 生生 = 五 , 则 据 矩 阵 之 屁 法 得 知 ; 


有 


好 10 十 at TF 1, wend = 0, 


地 


in 


(tan 
nn 
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再 将 上 行列 式 依 它 的 第 宇 列 展开 ， 易 知 它 就 是 行列 式 | 是 | 中 
Css 的 代数 余子 式 An, 因此 

my— TAT" As Ci, 3 一 二 ， 2， ny "») 
这 就 说 明了 ， 当 有 4 是 满 秩 时 ,车 它 有 道 和 矩阵 ， 它 就 只 有 唯一 
个 道 扼 阵 , 即 基 下"， 式 中 


A | 机 A 
.EE A Azs … CAs 
Ain oA A 


其 中 dy 为 元 or 在 行列 式 | 臣 | 中 的 代数 余子 式 . 
反之 , 直接 据 算 阵 之 乘法 的 定义 , 又 易 验 证 ， 
肯 1 骨 
TT :村 一 及， "TAT 4 一 加， 
即 一 于 TT 有 4" 是 满 秩 矩阵 生 的 道 利 阵 ， 同 数 的 道 一 样 ,矩阵 妥 


的 道 矩阵 用 44-1 表示 、 于 是 , 得 : 
定理 1 冀 且 仅 冀 佣 为 满 秩 时 ， 它 才 有 而 且 只 有 唯一 的 
逆 拭 降 


Fe 


-TAT 4 
对 线性 变换 来 讲 , 那 就 是 ， 线 性 变换 .9 4 有 道 变换 .9 4 


的 充 要 条 人 忻 是 .9 4 为 满 秩 变换 ， 

注意 如果 不 要 求 出 道 和 矩阵 的 形状 是 什么 ， 而 只 是 问 线 
性 变换 .9 4 有 道 变换 .2 1 的 充 要 条 忻 ，. 那 末 不 从 移 阵 入 手 ， 
直接 从 线性 变换 的 角度 营 手 , 问题 解决 得 还 要 快 些 ， 事 实 上 ， 
从 道 变 换 的 定义 即 可 知道 .7 as 有 道 变换 .F341 的 充 要 条 件 是 
ou 之 每 个 向 量 都 有 原 象 且 原 象 只 一 个 (这 两 个 条 件 有 其 一 就 


"142 。 


有 其 二 , 参看 第 2 节 的 推论 ), 这 样 ， 其 充 要 条 件 为 吐 = 册 2 4 
= 六 ,， 期 和 4 是 满 秩 的 , 因而 了 4 是 沟 秩 变换 . 
让 了 北 矩 阵 的 概念 , 就 可 以 彰 数 闭 样 来 规定 符 几 的 正 , 仙 
整 指数 寡 的 意义 : 设 是 为 吕 级 矩阵 , 我 们 规定 全 = 吾 ; 并 当 
上 是正 整数 时 , 定居 盟 ' 是 天 个 是 的 连 飞 积 (4 一 di 
六 个 
又 若 三 为 浇 秩 时 , 及 下 是 5 个 有 4 了 的 连 莱 积 , 即 
A CA 
同 数 的 情形 一 样 , 下 阵 的 冠 指 数 法 则 也 同样 成 立 ， 
Fr, tb 0 1 A A (CAN A 
这 里 的 ,为 整数 ( 正 、 贷 或 零 ), 但 只 有 当 A4 是 满 芯 时 ,4 的 
人 负 指 数 突 才 有 意义 . 
我 们 知道 , 矩阵 和" 的 第 主 行 第 了 了 列 处 的 元 4 是 行列 式 
[41 中 第 了 行 第 4 列 处 的 元 an 的 代数 余子 式 、 因 4* 与 有 4 
之 道 算 阵 年 环 有 着 铭 切 关 系 , 所 雇 有 4" 是 一 个 与 入 有关 的 和 托 
阵 , 呢 有 4* 为 入 之 件 随 算 阵 . 于 是 , 4 之 道 矩阵 4 等 于 其 
伴随 矩阵 入 * 除 以 有 4 之 行列 式 | 有 4|. 
再 谈 由" 的 一 个 基本 性 质 . 
办 44 一 |41. 召 故 141.14"| -14|l"，、 于 是 ， 车 
[和 4| 0, 出 有 14"| 一 |41"”， 即 4 为 洲 秩 时 ，A* 也 是 灌 鞭 
的 .区 不 论 和 4 是 江 秩 或 降 秩 , 伴随 矩阵 4* 是 在 在 的 , 于 是 村 
问 ， 若 妈 为 降 牧 时 ， 凤 "怎样 呢 ? 显然 ， 当 是 之 秩 小 于 mm 一 二 
时 ，4 全 是 零 , 因而 4" 一 OO! 零 算 阵 }， 当 然 是 隆 秩 的 ， 然 当 
么 之 秩 =%~ 工 时 , 如 将 |4i 依 第 了 行 展开 , 则 从 |44| =0 得 知 
undn+amAiat tanAm—0 《和 一 工 ， 
然 由 行列 式 之 性 质 , 又 有 
gadnt andat andp =0GA, 
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这 就 说 明了 方程 组 
好 4 二 4 十 0a 十 rn 十 (Uin Tn 一 0, 
| Gomi 4923 Tn = O, C13) 


[| 


dni 二 na 0 
有 和 业 之 站 个 列 向 量 为 它 的 解 . 但 方程 组 C3) 之 矩阵 县 之 秩 
= 一 % 一 1， 故 它 的 任 本 个 解 必 为 线性 相关 的 , 因而 竺 "之 任 本 个 
列 线性 相关 , 于 是 其 秩 不 大 于 了 然 丰 之 秩 =n 一 1 又 说 明 A4" 
中 至 少 有 一 元 素 不 为 零 , 故 有 4' 之 秩 叉 不 能 小 于 1。 由 是 ， 竺 
之 秩 等 于 工 当 热 说 明了 44" 是 降 秩 的 . 

总 括 上 述 , 即 证 得 了 ， 

定理 多 设 % 级 拭 阵 克 忆 它 的 伴随 起 降 古 * 的 秩 分 别 为 
T 与 7"， 则 有 

i) fF 二 NN 时 7? 一， 

ii) 7 一 nn 一 1 时, 7"==1， 

证 rn 一 1 时 , 7" 一 0. 

推论 | 是 ?一 | 本 | 和 1 

证 明 冯 为 满 秩 时 , 这 结论 在 上 而 已 证 明了 ; 当 是 为 降 
秩 时 ,， 骨 "也 因 之 是 降 秩 的 , 故 这 时 |4"| 与 14| 都 为 零 , 记 以 
| 本 | = 141 也 成 立 ， 

由 定理 1, 丰 之 逆 和 矩阵 征 一 存在 的 充 要 条 件 是 4 为 满 秩 
的 ( 即 | 好 | 0)， 坝 这 在 讲 空 间 如, 中 由 一 组 基底 换 为 男 一 组 
基底 时 就 说 过 , 虽然 在 那里 没有 明确 地 提出 逆 和 矩阵 这 个 名 词 ， 
在 那里 是 这 样 说 的 : 着 全 一 1，2,…, 1) 为 加 ,之 一 组 基底 ， 
则 有 一 1 3 …， nn) 亦 为 和 之 基底 的 充 要 条 件 是 


B, — 2 Pua (一 十， 2, ~ 1) 


* 了 dd4 。 


中 的 矩阵 天 一 (2 之 行列 式 不 等 于 零 ， 如 用 这 里 的 术语 来 麦 
达 , 那 就 是 号 之 逆 第 阵 "1 存在， 于 是 , 自然 又 会 握 出 下 面 
两 个 问题 ，1) 当 寻 为 满 秩 时 , 用 怎样 的 方法 可 判定 另 一 满 秩 
矩阵 号 为 过 的 道 秆 阵 呢 ? 3) 给 了 nn 级 满 秩 矩阵 凤 以 后 , 车 
毛 照 定理 1 去 求 肯 一 , 就 需要 计算 党 个 % 一 上 组 行列 式 《 伴 随 
矩阵 态 * 的 元 )， 计 算 的 工作 量 太 大 ， 于 是 问 求 4 二 的 简便 方 
法 是 件 么 ? 

第 1 个 间 题 容易 解 沁 ， 这 只 要 看 4 吾 (或 五 4) = 百 能 
否 成 立 就 行 了 ， 这 是 因为 ， 从 万 吾 = 玉 {或 如 4 一 BE) 即 得 
4 dB 一 昨 : 五 (或 (有 4 4 = 将 4 3), 由 是 据 第 生 节 定 
再 323, 有 B=-BB= (4 114 有 = A1'AB) = A-1E=- 有 A4-!( 同 
理 ， 由 (如 A 有 4) 4 一 已 4 也 得 旦 = 有 1， 故 召 一 A 之 充 
可 条件 是 AB 或 BA=E). 

从 这 个 判定 标准 , 马上 得 知 下 面 的 

定理 3 (让 明太 是 满 秩 时 , (4 一 冲 ， 全) 雪 及 ($= 
工 9 部 是 满 穆 时 (pa 一 及 1 

证 明 (4-)4= 玖 足以 说 明 4= (4 即 证 得 了 
(iy, 了 及 由 

dd (CAS ATD) = [CA 4) 1] Ai! 

一 [A (CAA 1 AT! (AE) AT’ 
= A.ATt=E, 
即 知 (do 一人, 证 明了 下 一 2 有 时 {让 是 成 立 的 ; 再 归 
纳 地 假定 (4 一 dd ， 则 
Ci 1 
le i 并 
一 人 4 
另 证 得 了 Aii. 
sa 45 。 


再 解决 第 2 个 问题 注意 求 骨 之 赣 全 上 是 与 单位 第 阵 
百 紧密 地 连 系 的 , 这 是 由 于 44 二 一 吾 的 原故 ， 又 , 当 退 满 
秩 时 才 有 道 盘 -1 故 又 牵涉 到 秩 的 问题 . 于 是 , 为 了 求 屿 
首先 要 解 块 症 级 第 阵 生 的 秩 是 mw% 而 求 秩 之 篇 便 方 法 是 切 等 
变换 的 方法 (参看 第 二 章 第 4 节 ), 由 璐 这 连 系 著 单位 矩阵 吾 ， 
于 是 就 先 谈 谈 单 位 矩阵 吉 经 过 各 种 类 型 的 初等 变换 所 产生 
的 效果 ， 

为 今后 叙述 的 简洁 及 引用 的 方便 , 完 引 进 ; 

定 尽 ”将 单位 和 矩阵 加 施行 第 上” 美 初等 变 撞 (例如 第 和 了 
两 行 互 换 ), 这 样 所 得 的 者 阵 表 为 忆 s; 对 吾 施 行 第 3? 类 初等 
这 撞 (例如 第 二 行 来 以 数据 天 中 ,这 样 所 得 的 直 阵 表 为 天 (0); 
对 吾 范 行 第 8” 类 初等 变换 【例如 第 下 行 薪 以 数 直 后 再 加 到 
第 了 行 ), 这 样 所 得 的 拒 降 表 为 BB}. 

往 辣 ， 符 号 盏 5 与 琶 ;(15) 在 第 4 节 中 已 有 意识 地 用 过 . 

定义 中 介绍 的 这 些 Es. En) 、 Ett), 统统 都 叫 知 初等 
看 件 .。 又 ,由 上 定义 ,不 难 验 证 ; 

定理 和 (i) 吾 之 第 2 了 两 列 互 殴 所 捏 的 拒 阵 也 是 可 
并 有 可 t 一 可 5 一 囊 六 ,以 及 行列 式 [Es| 一 —1. 

(i) 若 之 第 名 列 来 以 数 所 关 0 所 得 的 拭 阵 也 ,是 El(n), 
并 有 可 一 可 (加 (四 -一 可 (及 行列 式 | 吾 (oo 
= 0. 

(iiia 加 之 第 专列 条 以 数 世 后 再 加 到 第 于 列 所 得 之 拒 人 阵 
却 为 最 i(t)， 即 等 于 巨 之 第 了 行 来 数 + 后 再 加 到 第 言行 上 ， 
并 有 吾 5 有 一 可 if 有 加 人 朋 于 = E(t), 以 及 行列 式 | 艺 ,; (| 
一 工 . 

又 , 据 和 矩阵 相 乘 之 定义 , 可 以 直接 验证 ， 

定理 和 (i) 矩阵 态 之 第 各 了 两 行 互 寓所 成 之 拭 降 等 于 
+ i46 。 


再 ,4, 胡 之 第 到 了 两 列 焉 摘 拟 成 之 拒 阵 等 于 但 四: 

(ji) 他 之 第 广 行 或 第 妆 列 磁 以 数 尼 所 成 之 和 阵 分 别 等 于 
本 If) 通 或 观 : 丁 区 HU。 

《iiiy 骨 之 第 二 行 素 以 数 王 语 加 到 第 于 行 所 得 的 起 阵 和 车 
于 再 if 丰 , 症 他 骨 之 第 主 列 梯 以 数 反 后 加 到 第 子 列 所 得 的 
下 阵 却 等 于 全. 束 if . 

定理 6 往 毫 满 秩 算 阵 都 等 于 有 限 多 个 初 壮 抠 阵 的 乘 
积 ， 

证 明 设 和 是 满 秩 的 . 于是, 据 第 二 章 第 上 节 记 说 矩阵 
之 标准 形 得 知 , 可 用 有 限 多 个 初等 变换 使 A 变 为 吾 , 即 筷 与 
五 等 价 , 即 和 4 二 上 ， 于 是 , 指定 理 5 得 知 , 存在 有 限 多 个 初等 
炬 阵 之 积 事 与 有 限 雪 个 初等 给 阵 之 积 @， 使 得 PAQEE. 
世 初 等 矩阵 是 满 秩 的 , 故 书 与 @ 亦 者 为 满 秩 , 因 了 而 由 上 式 得 
有 一 玉 和 "， 然 初等 窍 阵 之 道 亦 为 初等 什 降 , 政 P11 与 厂 
都 等 于 有 限 少 个 初等 矩阵 之 积 , 因 之 盘 也 是 这 样 的 、 证 完 . 

推论 及 与 且 芋 价 (和 二 如 之 充 要 菜 件 是 有 两 个 满 秩 起 
阵 忆 与 全 ,使 得 BB- 了 PAQ. 

证 明 ”上 先 证 必要 性 . 考 4 一 号 , 则 辣 证 定理 由 一 样 !( 嗓 证 
二 之 二 条 方法 ;/， 在 在 两 个 满 秩 矩阵 了 与 @， 使 PAQ = 有 8, 
这 就 证 明了 必要 条 件 ， 再 证 充分 性 若 存 在 满 秩 矩阵 PP 与 @ 
使 号 = 天 4 人 ， 则 因 瑟 与 仍 都 等 于 有 限 老 个 初等 矩阵 之 积 ， 
萝 每 个 初等 矩阵 左 乘 或 右 乘 某 矩阵 就 无 异乎 对 该 抠 舞 施行 一 
次 行 的 或 “ 列 的 初等 变换 (定理 四 , 故 如 ~ 48 表示 着 对 
信 施 行 有 限 禾 次 的 初等 变换 后 而 得 到 吾 , 即 站 汪 已 ， 

现在 来 寻求 计算 道 抢 阵 的 简便 方法 . 设 4 是 满 秩 的 ， 于 
是 如 第 二 齐 第 4 节 记 述 ， 只 要 对 扼 阵 的 “ 行 "施行 若干 次 初 等 
变换 就 能 使 生变 成 五 大致 的 步骤 是 ， 由 租 之 满 秩 性 ， 知 


sa 三 了 * 


它 的 第 一 列 中 元 素 不 全 为 零 , 故 仅 施行 “ 行 ”的 初等 变换 , 例如 
互 换 某 两 行 , 便 可 使 左上 角 元 素 不 为 零 ; 再 用 适当 非 零 的 数 乘 
新 矩阵 的 第 一 行使 左上 角 等 于 数 1; 然后 ,用 第 % 行 减 去 第 一 
行 的 若干 人 翌 又 得 到 一 个 与 是 等 价 的 和 矩阵, 其 第 一 列 变 成 闻 
1 
1 一 
0 
由 于 这 个 与 妆 等 价 的 新 矩阵 亦 为 满 秩 的 , 但 它 的 第 一 个 
列 向 量 为 @， 故 其 第 二 列 中 除 头 一 个 数 外 必 有 非 零 的 数 存 
在 , 办 之 再 掉 换行 的 顺序 可 使 第 二 个 数 不 等 于 0, 然后 又 可 使 
它 等 于 1， 并 上 骨 施 行 若干 次 第 3” 类 型 的 “ 行 ” 初 等 变换 ， 使 第 
二 列 鸭 


妈 一 了 


0 
1 
0 
0 
而 第 一 列 仍 为 ea， 没有 变动 ， 继续 这 样 做 下 去 ， 仅 需 利用 有 
限 多 次 的 行 初等 变换 可 使 入 变 成 器， 因 之 , 据 定 理 5, 存 
在 有 限 多 个 初等 矩阵 (如 个 ) 忆 ， 互 ,，…:， 记 ,使 得 
PP:..PA=EK, 

于 是 总 记 太一 站 B= A! 同时 等 式 咏 记 … 记 一 
甩 Pe… 坟 BE 还 说 明了 这 样 一 个 问题 ， 即 使 生变 万 单位 矩阵 
吾 的 一 切 “ 行 “的 初等 变换 同时 也 使 召 变 成 盘 之 道 矩 阵 ， 这 
就 提供 了 求 逆 窍 阵 的 简便 方法 ， 先 将 加 写 在 盘 之 右边 而 得 
一 个 nx2nm- 拭 阵 ， 再 对 它 的 行 施 抹 车 干 凑 初等 变 撞 ,而 使 其 
前 各 个 列 组 成 的 起 阵 通 变 为 单位 矩阵 县, 随 之 后 加 个 列 所 成 
* 148 = 


之 单位 起 阵 加 就 变 成 了 A 


1 0 1 
[ 例 ] 求 4A-| 2 = 0 | 之 道 A 有- 
-1 -二 1 


施行 “ 行 ” 的 初等 变换 , 就 得 到 


1 0 1 1 0 0 
2 2 0010 四 
5 第 3 行 一 8x 第 工行 
-1 本 1001 第 3 行 +1x 第 1 行 
工 心 1 1 0 D0 
0 2 一 2 23 1 0 
5 1 ,一 
0 -可 3 1 0 1T 人 可 < 第 3 和 
1 0 i 1 0 0 
0 1 —1 —1 言 0 
TT 
5 党 3 行 + 训 第 2 行 
必 一 可 J» 1 0 1 
1 1 1 0 0 
1 
心 一 二 一 襄 0 
一 2 关 利 和 3 行 
1 3 5 ] 
0 “3 4 
1 1 1 心 
心 一 —1 地 0 
5 第 工行 十 (一 二 区 第 3 行 
心 1 站 一 豆 一 分 第 站 行 十 LIX 第 3 行 


» 1490。 


后 
1 0 09 一 2 可 2 
0 1 0 2 一 号 一 2 
5 
心 0 对 一 可 一 切 
于 是 5; 
一 匀 可 | 
一 2 2 一 了 
5 
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同 理 ， 将 浇 秩 矩阵 硫 只 施行 " 列 的 初等 变换 也 可 使 肪 
变 成 五, 同时 将 单位 矩阵 召 施行 同样 的 " 列 初等 变换 后 就 变 
成 了 肪 ， 这 时 ， 求 入 之 方法 是 把 妊 写 在 熏 的 下 方 而 成 
6x3- 和 矩阵 (上 例 中 全 ,然后 再 进行 "“ 列 初等 变换 .对 此 ， 读 
将 可 作为 练习 题 去 做 . 


练习 十 七 


1. 若 碟 芭 一 看 才 , 壬 是 网 秩 , 由 台 -1 下 一 芷 1 

2. 设 准 ?一 装 十 如 一 日 ( 零 算 阵 ), 问 雹 足 满 秩 还 是 隆 秩 7 

8， 证 明 : (一 A) 一 A (一 A)* 一 (Dn"id*, (d+*~|4|e A, 
其 中 不 为 矩阵 是 之 级 . 


第 6 节 线性 变 搁 在 不 同 基底 下 
所 对 应 算 阵 之 关系 


前 面 管 指出 , 线性 变换 与 矩阵 阁 有 一 一 对 容 关 系 , 这 是 指 
对 于 一 组 辕 定 的 基底 ai，ca，…， wu 耐 言 的 ， 同 一 个 线性 变 
换 , 关于 不 同 的 基底 , 它 的 矩阵 可 能 是 起 异 的 , 这 些 第 阵 之 问 
有 人 怎样 的 一 种 联系 呢 ? 
= 180， 


设 ,5 Bi1, Bi, 号 , 是 涡 , 之 两 组 不 同 的 
基底 ， 线 性 变换 .9 关于 基底 m1, …, %n 的 扎 阵 为 人 Ay 一 (4s)， 
关于 基底 B，…， 及, 之 矩阵 为 召 > 一 (ps ， 即 

fi = A ds 
BF ~ BB1t boBs t+ hn. 
GG 一 了 9， 风 ， 因 5， … 加 是 中 之 基底 , 合 
FE 人 一 写 ，…， 希 )， 


a 
BF = (> Pdr )7 一 > Defei ) 
一 > Pa > ty -> (= pecuj oy, 


BF 一 人， buBi= > pu > Dj 二 之 (> bapy) Ty 
{= 1 3 一 1 dl1 jm] “t=1 
艳遇 于 1, "ry Wn 线性 无 关 ， 就 有 有 
他 | 2eau 一 说 电压 (%, 了 一 工 ， 2, +, mn), 


此 即 证 明了 记 As~By: 已 其 中 P=(py)， 因 让, ……, BB, 
级 性 无 关 , 大 吾 为 满 秩 , 即 了 了 存在 , 由 是 得 
A=P1.B,:P (14) 
注意 ， (1 中 的 退 z 与 如 是 随 着 线性 变换 .9 之 变化 
而 变化 的 , 但 年 阵 了 表示 由 基底 地 ,，…, av 变 为 基底 已 ，…， 
好 ,的 变换 的 矩阵 ， 它 是 不 随 :多 而 变化 的 ， 适合 民 才 这 种 关 
系 的 矩阵 4z 与 召 > 叫做 相似 埠 阵 ,用 符号 4 一 吾 * 来 表示 ， 
于 是 有 
定理 i 同一 个 线性 变换 对 于 不 同 的 基底 的 拒 阵 是 榈 似 
和 给 阵 . 
反之 ， 相 似 抵 阵 也 可 以 认为 基 则 一 个 线性 变换 在 适当 地 
r .161。 


选取 两 组 基底 后 所 对 应 的 休 阵 , 简 言 之 , 可 以 认为 表示 同一 个 


线性 变换 . 
证 明 若 对 于 和 44, 如 有 妇 = 了 1BP 时 , 则 先 取 任 一 组 


基底 (=1,2…, 凤 ,而 作 和 个 向 量 守 cyay(i 一 1,2,.…,0)， 
其 中 Cay) 一 过， 于是, 据 第 2 节 的 基本 和 定 姬 ,可 知 必 有 唯一 个 
线性 变换 多 ,使 
or ~ ty 一 1， 2， 四 名 ， 
耕作 另 % 个 向 量 遍 二 Di 十 一 十 Pwr 如 二 二，2,…'', 9}, 其 中 
P= CP) ， 由 瑟 之 游 秩 性 ， 可 知 1, Wy 83, 及 为 并 之 一 组 
基底 , 且 有 | 
BT = (Dp) T ~ Pua) 
-> pu( Sanar) = 3 (> puse )or. 15) 
但 从 劝 = PP-1BP 得 入 PA-BP 故 
> Pu = > bu Pm 
式 中 心 ) 一 品 , 将 上 式 代 入 (15), 又 得 到 
B77 = DH (Plupn) on 


-> bs pa = Dou8,, 
这 是 说 : 关于 基底 局 人 一 1， 2，…， %)， 线 性 变换 .7 之 矩阵 
为 县 (5). 这 就 证 得 了 所 对 应 之 给 阵 可 为 及 亦 可 为 
如， 只 是 分 别 关于 基底 oti 一 I, …, 四) 与 访 ($=1 3, + 斩 ) 
而 官 的 ， 这 就 说明 ， 定 理 1 之 道成 立 ， 
矩阵 的 相似 满足 下 列 三 个 规律 
1 ”反射 律 ， 帮 ~~ 丰 ，( 因 及 = 加 -ABE, 加 为 单位 什 阵 ); 
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2” 对称 律 ， 若 及 ~~ 妊 ， 则 吾 ~ 是 (因由 有 有 =P 和 本 
可 得 如 -全 了 AQ@, 式 中 人 @= 了 让)， 

38” 传递 律 ， 基 有 ~ 如 ，B~C, 则 4~LC. {因由 本 = 
P18P, B=Q CQ@, 即 得 有 A 有 A= RCR, 式 中 一 @ 吕 )， 

根据 这 三 条 规律 ,可 以 把 所 有 的 ”级 矩阵 如 以 分 类 , 即将 
与 同一 矩阵 相似 的 所 有 和 矩阵 妆 于 同一 个 类 ， 关 此 每 个 矩阵 属 
于 且 只 属于 一 类 .， 层 于 同一 个 类 的 算 阵 被 此 相似 , 这 样 的 类 
叫 相 似 类 ， 属 于 异类 的 企 两 个 矩阵 都 不 相 亿 ， 于 是 相似 矩阵 
斑 对 应 的 线性 变换 可 以 看 成 相间 ， 叭 一 的 差别 只 是 在 基底 之 
选取 不 间 而 已 ， 因此, 线性 变换 与 矩阵 间 的 一 一 对 应 关系 , 可 

定理 2 症 维 空间 中。 中 的 线性 变换 与 人 mn 缴 ) 超 降 的 相 候 
类 之 间或 一 一 对 应 甘 系 . 

这 里 要 强调 的 是 : 和 若是 ~ 吾 , 日 和 4 日 , 对 于 矩阵 用、 吾 
所 对 应 的 线性 变换 就 有 两 种 理解 ， 一 种 是 把 它们 看 成 两 个 不 
同 的 线性 变换 《这 是 指 对 于 基 同 一 组 基底 而 言 , 也 是 我 们 过 去 
几 节 研究 的 问题 ); 另 一 种 是 把 它们 看 成 一 个 相同 的 线性 变换 
《这 是 指 对 于 不 局 的 基底 而 言 ， 亦 即 这 里 说 的 ,把 一 个 相似 类 
当 作 一 个 整体 来 看 待 )， 这 就 反映 了 应 怎样 从 不 同 的 角度 来 
理解 它们 的 关系 . 

最 后 , 还 间作 两 点 说 明 ， 

第 一 ， 相 似 (4~ 五) 与 等 价 (4 五 ) 之 间 有 什么 关系 ? 
4~ 召 之 意义 是 说 有 满 秩 和 矩阵 已 使 召 = P+4AP, 故 由 前 节 
定理 6 之 推论 , 可 知 及 之 恕 ， 反 之, 4 完 恕 只 要 求 有 满 秩 矩阵 
,使 日 ~ PAQ, 但 并 不 要 求 忆 与 上 @ 互 北 , 故 不 一 定 有 
妥 ~ 如 .这 就 是 说 , “相似 一定“ 等 价 ”而 “等 价 ” 却 不 一 定 “ 相 
似 。 既 然 “ 相 似 ” 必 为 “等 价 ”, 故 相 似 和 矩阵 必 有 等 秩 . 
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注意 : 相似 抵 阵 之 秩 相 等 ,也 可 以 从 玫 重 的 角度 来 证 明 ， 
因为 当 是 ~ 轨 时 , 是 与 如 下 以 看 做 对 于 部. 中 适当 的 两 组 基 
底 由 阁 一 个 线性 变换 .9 所 对 应 的 矩阵 , 故 7 变 空间 3 所 得 
的 象 子 空间 时 一 凡 -7 之 维 数 一 方面 等 手巧 之 秩 , 另 方 面 又 等 
子 召 之 秩 . 故 卫 之 秩 = 吾 之 秩 . 

第 二 , 要 说 曲 相 似 扶 阵 概念 的 重要 意义 .在 解析 几何 里 ， 
过 当选 择 誉 标 系 ( 即 变 换 浴 标 系 } 对 于 几何 问题 的 处 理 上 其 有 很 
大 的 作用 ， 例 如 平移 与 旋转 举 标 轴 后 可 使 一 般 的 二 次 方程 化 
为 标准 形 ， 使 我 们 容易 羯 定 这 二 次 方程 记 表 示 的 究竟 是 什么 
曲线 或 曲面 .相应 地 , 在 % 维 空间 中 的 问题 就 是 基底 的 变 搞 . 
而 基底 变 了 后， 同一 个 线性 变换 4 几何 问题 ?对 应 的 矩阵 基 相 
似 逢 和 阵 , 为 了 便 子 研究 线性 变换 之 特征 , 这 就 要 从 相似 和 矩 竹 类 
中 选取 形状 最 简单 的 卸 阵 . 所 以 ,所谓 矩 阵 之 某 某 标准 形 的 


研究 , 意思 就 是 要 从 相似 矩阵 类 中 选取 形状 最 简 的 矩阵 ， 这 
留 在 下 章 时 详细 讨论 ， 


第 了 节 长 方 矩阵 的 运算 


前 几 节 研究 的 线性 变换 是 在 同一 个 向 量 空间 W, 里 的 , 因 
而 所 研究 的 矩阵 都 是 方 阵 全 级 的 )， 
但 是 ， 研 究 一 个 几何 问题 往往 不 是 在 
同一 个 空间 内 进行 的 ， 邯 要 研究 从 一 
个 空间 足 射 到 另 一 个 维 数 一 般 是 不 相 
同 的 空间 内 的 几何 问题 。 例如 ， 在 塘 
45 中 ,xw 为 一 给 定 的 平面, 1 为 -- 条 

图 4 直 钱 , 平面 于 上 任 一 向 量 投射 到 喜 
线 了 工 的 投影 变换 多， 就 是 研究 两 个 不 司空 间 闫 与 卫 问 的 几 
“154 。 


何 问 题 . 

今 设 有 一 个 mr 维 空间 3。 及 一 个 mn 维 空 间 沾 ， 好 困 有 一 
个 箭 定 的 方法 ,能 使 吕 。 的 每 向 量 对 应 于 各 的 唯一 个 (由 
所 唯一 决定 的 } 向 量 a', 那 末 就 说 只。 映射 在 3 内 ， 用 上 辽 表 
示 这 种 映射 ,就 有 & 了 一 a', 即 a 一 ya’ 一 0 了 ,我 们 也 器 .多 是 
从 加 到 人 hi 内 的 变换 ， 上 面 的 人 叫做 有 的 条，& 叫做 双 的 
原 稍 (《 关 于 杰 换 多 而 言 ). 有 两 点 值得 注意 ; 第 一 , 所谓 从 次 。 
到 Ji 内 的 变换 了， 指 的 是 对 于 每 个 aENR%,， 都 有 由 & 确定 
的 叭 一 个 四 一 &3 EB， 但 反之 ， 中 之 每 向 量 水 一 定 都 存在 
原 笋 (在 Rw 中 )， 第 二 , 据 变 换 了 之 定义 , 虽然 Rn 的 每 个 向 
景 都 有 唯一 的 象 在 如 内 , 但 Rs 之 不 阿 的 刘 草 在 9 内 可 能 
有 肯 同 的 象 , 即 虽然 w 关 后 ， 可 能 有 we. -有 3 

如 果 上 述 的 变换 也 还 湛 足 下列 两 条 忻 ， 

i (ae 十 后 ).G -a BT 

i (一 7， 人 是 任意 数 ) 

我 们 就 叫 .9 是 9 要闻 内 的 线性 变换 ， 与 第 2 节 中 讲 的 一 
样 , 得 知 笨 件 i 与 立 是 和 下 面 的 条 件 

(haut) .FhaF +B 
等 价 的 ， 例 如 , 图 二 所 中 的 投影 变换 多 就 是 王 到 了 内 的 线性 
变换 (注意 ; 上 只 要 了 不 垂直 于 上 投影 变换 名 还 是 w 到 1 上 的 
线性 变 欣 ). 

再 研究 从 Rs 到 gu 内 的 线性 变换 与 宪 阵 间 的 闫 么 . - 设 
Zi，Gz， im 是 别 。 的 一 组 固定 的 基 席 , if 0 …, 呈 是 喇 
的 一 组 大 定 的 基底 ， 下 面 的 讨论 都 是 对 这 两 给 固定 前 基底 来 
谈 的 ， 

设 也 是 从 Bs 到 mn 内 的 线性 变换 ， 因 oe 了 EM， 故 
由 


和 了 后 后 a 


Ri = 
f 
| oe 和 Col 二 oottD 4 TT" 和 二 (16) 


和 


Gm 一 tml 十 人 十 "… 十 {Tmttn, 
再 得 出 所 决定 的 唯一 前 一 个 mxwn- 稍 阵 


HI Hl In 


i a “人 3 


nl ms mn 


我 们 吗 矩 阵 全 为 线性 变换 .F 所 对 应 之 给 阵 ， 也 简单 地 叫做 
之 炬 阵 . 

反 过 来 , 车 任 给 一 mxn- 短 阵 太 (如 上 述 ), 我 们 可 惜 (16) 
式 找 着 一 个 而 且 (由 下 面 的 定理 ) 也 只 能 找 着 一 个 线性 变 搞 
了 《从 刚 n 到 中 ,内 的 ), 它 的 矩阵 就 是 和. 

定理 1 设 y,， ,Gm 是 Hm 的 任 一 组 基底 ，0， ah 
是 中 之 任 4 个 向 量 ,那么 , 硝 在 一 个 而 且 只 有 一 个 线性 变 撞 
(从 只。 到 四 内) 使 gr 朗 为 (二 1 pm) 

这 定理 的 证 法 与 第 2 节 定 理 前 证 法 完全 相同 , 这 里 从 略 . 

据 定理 4, 名" 到 9 内 的 一 切线 性 变换 与 一 切 四 xm- 纸 
许 之 问 形 成 了 一 个 土工 对 应 关系 ， 因 之 , 这 就 可 以 用 矩阵 
( 即 一 般 的 思 x%- 和 矩阵) 的 研究 来 代替 线性 变换 (从 办, 到 吨 
内 ) 的 研究 。 应 注意 的 是 ， 这 种 1-1l 对 应 关系 , 是 在 外 ， 与 Ri 
之 基底 都 给 定 的 情况 来 说 前 . 至 于 基底 变 了 , 它们 的 关系 怎 
样 呢 ? 这 就 牵涉 到 长 方形 矩阵 之 敢 法 的 问题 ， 这 将 在 下 面 加 
以 解决 . 

同 第 2 节 的 讨论 一 样 ， 易 证 从 页。 映射 到 学 内 的 线性 变 
换 儿 使 千 , 中 所 有 向 量 的 象 集合 各 一 胃 为 中 的 子安 # 间 ， 
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车 .了 之 矩阵 44 的 车 是 7Y， 最 然 全 全 中 9 个 向 量 oa9 
gm 里 只 有 ?个 是 线性 无 关 的 ， 因 此 站 之 维 数 =* (特别 地 ， 
当 有 4 之 秩 二 n 时 , 吐 一 中 7 一 中 ,这 时 当然 有 竺 关中 又 ， 易 
证 六。 中 之 和 象 ( 经 变换 .9 后) 等 于 人 Emo 的 一 切 辐 量 的 集 


合 趴 也 是 名 ,的 于 空间 , 且 % 一 名 oo,E 趴 之 充 要 条 件 是 


R00= 2 = > pif 人 3 ) 一 名 4 向 qogl 
I= + 一 =I 


LL 9 [9 ) 
-2 (Baum) es, 


Dai=0 (了 一 土 ， 2 ,+ nm), (17) 


但 因 丸 之 秩 =”， 故 对 他 式 有 也 一 ? 个 线性 光 关 的 解 , 

3 一 《ci )， 四 Cm), "ny ym-r = (C01, "y cr ， 
使 人 1) 的 年 一 解 了 一 (0 cm 是 yw，?ym- 的 线性 组 合 ， 
即 


于 是 ， 


故 


一 A1 十 二 Am (18) 
D3 cnt; 
的 充 要 条 忻 是 存在 中 一 " 个 数 和 nh 和 ,hm-:， 丰 (18) 式 成 
立 。 然 内 
ti ofa (bl, 2, ,mr) 
为 丑 中 避 一 ?个 线性 泡 关 的 向 量 , 故 EE 疫 的 充 要 条 件 是 民 
表 为 密 1， 刘 3， 放 m-r 的 线性 组 合 : 
完 二 1 十 a 人 Ea 十 十 和 Am_rRm_r. 


这 说 明了 县 的 维 数 = 避 一 "Yr、 总 之 , 骂 与 咒 之 维 数 的 和 等 于 
mm; 而 浊 之 维 数 = 知 阵 4 之 秩 ， 这 结果 恰 是 第 2 节 定 理工 的 
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推广 , 在 那里 讨论 的 是 在 同一 个 空间 内 , 这 里 讨论 的 是 在 不 局 
宇 河 内 

从 委 s 到 ,内 航线 性 变 搁 徇 加 法 以 及 与 数 相 到 仍然 和 
第 3 节 里 面 所 讨论 的 完全 一 桩 ,相应 地 ,矩阵 之 吉 法 及 和 矩阵 与 
数 之 相 圈 , 其 定义 也 与 以 前 所 说 的 完全 相同 , 这 里 就 不 再 叙述 
了 .不 过 ,应 注意 的 是 ， 两 个 矩阵 放 加 , 仅 在 它们 有 相同 前 行 
数 与 相间 的 列 数 时 站 有 意 六 ， 邑 只 有 在 这 样 的 时 杏 才 能 定义 
吉 法 . 

再 来 定义 矩 曙 的 乘法 ， 除了 上 述 的 两 个 空间 8 与 史 ， 
徙 ， 男 站 还 假设 有 一 个 上 维 空间 路 ， 并 邻 Qf, 哎 , … ,大 是 
Ji 的 一 组 基底 ， 当然 ,还 是 取 Rm 之 基底 wy， G4,，…， tm 与 
tv 之 基底 tH， 9,…, wr 来 讨论 ， 车 了 是 从 ,到 饥 内 的 
一 个 线 乌 变换 ， 它 的 矩阵 为 mxw- 窒 阵 有 = (e， 即 有 (6) 
式 ， 再 设 Y 是 从 出, 到 Ji 内 的 一 个 钱 性 变换 ， 它 的 矩阵 是 
9X8- 邱 阵 如 一 (6 ， 即 

BE 一 站 6I bat Duro!, 


人 下 690 二 G19) 

En = Bnd! + broad 十 -十 Dre 
如 同 在 第 3 节 内 讲 的 一 样 ， 易 证 由 #(F27) = (as 了 9 所 定 
义 的 从 Jo 到 镶 内 的 变换 .9G.Y 是 一 个 线性 变换 ， 叫 多.22 为 
与 的 积 ， 丈 因 


OFS) = (aT YS = (anal) ~ oni.) 
县 区 rt 下 
-a mr 人 位 po ) 一 (a ou &f -之 Poudy, 


这 里 pu 六 ror， 覆 线性 变换 凡 与 子 之 积 久 .8 的 矩阵 


ss 二 


P= (pw) 是 加 Xx 矩阵， 由 于 PP 对 应 着 线性 变换 9 与 9 
的 积 , 所 以 也 就 很 自然 好 叫做 线性 变换 2 与 .的 矩阵 在 与 
如 的 积 ,用 记号 了 一 4B 表示 . 注意 有 臣 有 行列 , 如 有 
nn 行列 , 而 其 积 忆 = A 如 则 有 各 行 珊 , 它 的 第 弗 行 第 了 列 
外 的 元 素 等 于 和 4 之 第 i 行 的 元 素 与 好 之 第 了 列 的 相应 元 素 
的 积 的 和 .所 以 两 个 矩阵 之 积 仅 在 第 一 个 水 阵 的 列 之 数目 等 
于 第 二 个 矩阵 的 行 之 数 日 时 才 有 意义 ， 妈 只 有 有 这 时 它们 才 能 
相 乘 . 

丙 此 , 对 于 两 个 一 般 定 阵 和 、 吾 , 即 令 于 如 有 意义 , 也 不 
一 定 下 骨 有 意义 ， 反 之 , 当 县 县 有 意义 时 , 不 一 定 4 如 也 有 
意义 如 果 是 如 及 天 型 都 有 意义 , 则 是 之 行 、 列 的 数目 必 分 
别 为 瑟 之 列 、 行 的 数目 ， 

这 里 说 的 矩阵 之 积 的 法 则 和 在 第 3 节 内 讲 的 完全 一 样 ， 
因 之 两 个 同 级 方 阵 之 积 的 概念 是 这 里 的 特例 .在 第 3 节 中 关 
主 方 阵 之 积 . 和 、 以 及 与 数 梢 丧 的 那些 等 式 , 对 于 长 方 阵 来 说 ， 
也 都 一 一 成 立 , 这 里 就 不 再 列 出 了 . 

引进 了 长 方 矩 阵 相 习 的 概念 后 ， 对 于 许多 具体 问题 的 外 
理 带 来 很 大 的 方便 , 现 列举 若干 例子 说 明 于 下 ， 

1) 我 们 徊 在 第 二 章 里 研究 过 线性 方程 组 


Ct + gta 十 十 Giant — 


Ca onta 十 … 十 在 antn — Pa, (20) 
弛 ml 和 1 十 ma nn 一 站 
如 果 令 
CI11 19 ln 站 ] 六 
对 = al Was 机 an ， 喜 = a ， 名 3 ， 
aa tng min w, Bm 


则 方程 组 (20) 可 简写 为 入 阵 的 形式 ; 
怠 生 二 下 (21) 

于 是 ， 解 线性 方程 组 420) 的 问题 ， 就 变 成 了 求 ( 叶 ) 中 竺 阵 此 
的 问题 , 这 样 对 于 问题 前 研究 当然 要 简便 得 多. 

特别 地 , 在 %=% 时 , 巡 为 上 级 方 阵 , 这 时 车 站 之 行列 式 
[4 后 0 网 因 4 存在, 喜 两 边 都 用 如- 左 乘 就 得 到 所 求 的 
解 为 下 一作 场 ， 这 就 是 说 , 用 解 线 性 方程 组 的 问题 就 可 以 通 
过 求 道 矩阵 来 得 到 解决 . 

2) 我 们 也 可 以 将 线性 变换 式 什 6 改写 为 建 阵 的 表示 式 ， 
如 


m1 并 1 
oa | 4 Or? 
Cm [二 


这 样 的 表 写 当然 简单 得 多 .但 要 注意 的 是 ， 虽 然 矩 阵 全 的 
人 1 


元 是 才 . 生 陈 { : ) 的 元 是 是 两 者 不 是 同类 的 东西 , 可 是 


en 
但 数 与 向 基 相 习 有 意义 ,所 以 上 面 的 表达 式 是 有 音义 的 , 关于 


这 一 感 ， 在 第 1. 3 节 里 已 有 意识 地 用 到 过 ， 即 将 变换 公式 形 
式 地 改写 成 矩阵 的 式 子 . 


今 引用 这 样 的 写法 , 再 度 把 第 6 节 里 面 “线性 变换 在 不 同 
其 席 内 所 对 应 矩阵 的 关系 " 较 简 单 地 导出 ， 即 把 第 6 节 中 的 
WS = nt dates 十 十 人 
BF = bn torast +t bad =i1, 2, 1 ny) 
B= Pat Pests t+ 1 pnt, 
改写 为 矩阵 的 等 式 
"J80， 


Le 三" 8a, 8a, 
Sa Ct 
-P| | 
B, ww 
因 到 为 满 秩 的 ,直上 面 的 第 三 个 矩阵 等 式 可 知 
B a 
| || =) 
B.) \a, 
于 是 由 第 一 、 二 个 征 阵 等 式 , 得 
el Cl a 


Bi Ci 
-PBs| |-P-:BP|l "| 
b, a, 
但 而 , 83，…, qn 线性 无 关 , 故 
As~ PiBsP, 
这 就 是 第 6 节 里 的 公式 (i. 


叉 , 第 2 市 中 关于 线性 变换 的 两 个 重要 公式 , 也 可 以 写成 
官 阵 形式 ， 例 如 向 量变 换 的 公式 全 ) 可 写 为 
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ol 兹 1 
"IF-4A| 
[1 on 


表示 问 量 &=w8i 十 … 十 wn,， CF = 二 的 坐标 
变换 的 公式 (6) 可 写 为 


M1 出 工 
Ya 二 六 ts 
Yn Fn 


于 Cg Ya Yn) = 1 Wa 9 人. 

此 外 , 利用 矩阵 的 表示 式 , 还 可 以 表达 出 同一 个 向 量 在 不 
同 基 底 内 的 华 标 变换 .例如 , 设 yY(E) 关于 基底 wa，…，mn 
和 后 ，…， Bs 的 华 标 各 为 下， py， mm 和 和， ，…， yn， 即 


Y= 


oa 
= (wm, ta, 1 a) 3 
a, 
yY-— aB Tyat yn 
Ba, 
-wv 0 | 
于 是 , 由 
有 a 
|-P| 
Bl) am 
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可 得 


Ba, 倍 1 
= 《ya Vas "ss Vn) 6, 【2 ， as ya P 2 了 
3. Gy 
故人 内 2， Wn 之 埃 性 无关 性 ,就 得 


(@1, Bas Wn) — C1, We 7 Yn) 
这 就 是 我 们 要 求 的 关系 , 其 中 也 为 基底 变换 的 窍 阵 . 
3) 长 方 矩阵 祖 乘 的 规则 可 适用 于 第 阵 分 换 后 的 滋 法 ， 
其 林地 讲 , 设 用 一 (op) 溪 吗 X% 宇 陈 ， 轨 一 人 为 hnX 秆 
阵 , 于 是 及 四 一 C= (0) 为 mx 打算 和 隆 所 谓 矩 阵 分 块 ,是 指 ， 


1 


好, 


Be 


Th 


A }ma 


A Ta 
Fr 申 时 


A } ms 
ky 


Ba Hn 


2 本 


B,, jm 


其 中 As 是 mx% 短 阵 ， Bo ) 是 wx- 降 . ME Nt? 


十 四， 由 一 乔 ] 十 十 中， 大 一 大 十， 十 天 


C= (060) 为 
1 


C6 


C-|Cca 


{Cb 


J 
{rin nvr 


Cs } na 
= 站 


Cu rn 


如 果 记 mx 训 扰 阵 
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其 中 C4 一 习 44B, 为 mxh 知 阵 , 这 时 仍 有 4 如 =C、 换 


名 话说 , 在 求 矩阵 站 与 县 之 积 4 品 =C 时 ,可 以 把 4 与 号 
当做 元 素 看 待 而 按照 一 般 符 阵 乘法 的 规律 去 进行 运算 .对 
此 , 留 给 读者 吕 行 验证 . 

4) 有 了 长 方形 筷 阵 之 乘法 的 意义 ,就 可 以 解决 定理 工 后 
而 所 提出 的 问题 ， 从 空间 %。 到 空间 % 内 的 线性 变换 与 
向 X% 和 谍 阵 间 的 芋 工 对 应 关系 , 当 基 底 发 生变 化 时 , 这 1-1 对 
应 关系 又 将 怎样 呢 ? 


证 Hi, ”7 Cy | 8,, py 8» 部 是 汛 m 的 基底 ， 于 是 


a, 1 
( : | : ) P= (py) 
Bn Cn 


是 思 级 满 秩 上 矩阵 ， 又 车 本 0 与 局， 


组 基底 , 出 
a ol 
A os 


而 8 一 90) 为 级 满 秩 矩 阵 ， 并 设 从 第 到 涡 内 之 线性 蛮 
搞 . 关于 基底 从 1 Cm 与 G1， 机 Ca 所 对 应 之 mx 和 捧 阵 


为 45, 而 关于 基底 局,…，, Bo 与 局 ，…, 局 ,所 对 应 的 加 Xn 
矩阵 为 如 >， 即 


底 1 CI 8, a 
人 人 
tm ths 所。 8a, 


故 有 


"jo 生 ， 


a 1 
-| : ) -2 : ) 
8B, Cn 


因 之 , 由 于 吧 ，，…， 赂 的 线性 无 关 性 , 可 知 了 了 4; 一旦;@, 即 
As= Pi:B,0. (C22) 

{2 式 即 为 我 们 所 求 之 关系 ， 这 就 是 说 ， 从 Rs 到 9n 内 的 同 
一 个 线性 变换 .9 关于 各 个 空间 的 不 同 基底 所 对 应 之 MX? 
矩阵 及 5 与 日 ; 之 关系 ， 是 存在 与 F 无 关 的 两 个 矩阵 到 和 
有 [分 别 为 加 级 与 4 级 的 ) 使 (22) 式 成 立 ， 反 之 , 如 有 两 个 满 
秩 乞 阵 卫 与 Q@ 使 (22) 成 立 , 则 44z 与 五 > 必 表 同一 个 线性 变 
换 . 特别 地 ， 当 中 二 加 ( 因 之 各 = 和 0， 并 令 册 = 出 及 以 = 局 
时 , (22) 式 就 变 成 了 (1 名 式 ， 这 就 是 说 ,第 6 节 中 所 谈 的 同 题 
妈 为 这 里 的 一 个 特 情 ， 这 样 ，(32) 式 的 几何 意义 简单 说 来 是 
表示 同一 个 线性 变换， 其 代数 意义 是 说 明 两 个 mxww 扶 陈 为 
等 价 的 . 

我 们 已 介绍 了 乍 往 之 加 法 、 减 法 及 乘法 的 运算 , 于 是 自然 
会 提出 矩阵 之 除法 的 问题 ， 当然, 除法 应 为 张 法 的 道 运算, 但 
因 先 阵 的 隧 法 一 般 不 满足 交换 律 ， 故 定义 除法 就 应 有 两 种 : 
一 为 左 除 , 即 求 矩阵 生 使 及 是 = 如 ; 另 一 为 右 除 , 即 求 矩 阵 了 
全 了 4 一 吾 ， 如 果 是 为 名 xj 拭 阵 , 吾 为 %xX 和 矩阵 , 那 末 下 
疮 在 的 必要 条 人 忻 是 mr 一 »,， 了 在 在 的 必要 条 人 忻 是 = 但 即使 
mm 一 2 上 书 一 1， 吝 与 了 也 未 必 存 在 , 因为 这 不 是 充分 条 件 ， 特 
别 地 , 当 全 、 恕 都 是 级 矩阵 时 , 车 生 是 降 秩 的 , 吾 为 满 秩 ， 
则 显然 二 与 了 都 不 存在 ; 但 车 44, 召 都 是 降 秩 的 ， 那 末 玉 、 
了 中 ,或 两 者 存在 , 或 仅 一 存在 , 或 都 不 存在 ， 且 即使 存在 ,大 
都 也 不 是 唯一 的 , 打 此 就 无 法 谈 骨 除 召 的 同 题 了 . 

可 是 , 当 4 为 满 秩 "级 矩阵 , 则 4 于 存在, 旋 由 由 下 = 吾 

* 1 有 * 


与 了 4 -如 分别 知 必 有 下 -= A-1BS5 了 -上 BA-! 反之 , 全 -= 
4 本 与 荆 一 吾 4- 的 确 又 分 别 是 4 下 -= 吾 与 了 4= 召 之 解 
《这 可 直接 代入 检验 之 ). 四 此 就 有 下 面 的 

定理 名 设 通 与 呈 都 是 刀 姐 让 隆 ， 且 通 是 满 糙 的 ， 那 
就 有 一 个 且 吕 一 个 起 阵 下 一 由 1 可 适合 划 吾 - 吾 ， 局 样 ， 
上 上航 一 号 也 有 唯一 个 解 Y=BA-1. 

再 谈 转 置 宪 阵 的 问题 . 显然， Xe- 和 矩阵 的 转 团 矩阵 是 
Wx m- 拢 隆 ， 对 于 哑 法 来 说 ,有 

定理 全 车 六 个 和 矩阵 由 4 …， 全 的 积 风 有 
意 允 ， 唱 (4 《 印 趣 阵 之 积 的 转 置 寺 于 
各 个 转 置 之 积 但 排 以 送 序 ). 

证 明 当 有 41 扩 … 相 有 意义 时 , 不 蕉 检验 (44 
与 起 .…AsA1 都 有 意义 , 且 有 相间 的 行 数 与 列 数 .于 是 , 只 需 
证 明 它们 相等 .车 令 如 = (a 四), 则 (CA.4s)' 之 第 二 行 第 了 列 
处 的 元 一 起 44 之 第 了 行 第 宇 列 处 的 元 = 了 afpa 久 一 了 ra 全 
一 有 4, 之 第 了 列 的 各 元 与 4 之 第 了 行 的 各 相应 元 之 积 的 和 
一 由 之 第 t 行 各 元 与 必 之 第 了 列 的 各 相应 元 之 积 的 和 = 
下 有 之 第 纪行 第 3 了 列 处 的 元 , 故 C41.44)'= AsA1， 即 证 明了 
5 一 2 时 定理 3 是 成 立 的 . 

于 是 ， 再 归纳 地 假定 CA A A A 之 
后 , 就 有 

(Ay dA) 一 [(4 A A)’ 
4 (A * 1) 一 pH " ‘A Ai. 

这 就 说 明了 定理 3 在 £ 一 1 个 矩阵 的 场合 车 成 立 , 则 在 天 个 完 
阵 的 情形 时 也 必 成 立 . 放电 归纳 法 完全 证 明了 定理 3. 

本 节 的 几何 问题 再 作 深 入 一 步 弛 探讨 于 下 . 

俊 法, 六 一 般 的 nn 维 复 空间 (对 于 实 空间 也 同 样 成 立 )， 
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而 世 为 一 切 复 数 之 集合 ,于 是 钨 自身 也 可 以 视 为 一 个 复 空间 ， 
其 维 数 等 于 1， 取 名, 之 一 组 基底 @1, Ez，…', Es 及 已 之 基 悦 
1， 考 虚 络 , 到 区 内 的 一 切线 性 变换 之 集合 尖 、 根据 定理 1 
不 论 oa, om 为 已 中 尾 % 个 数 ,一 定 有 有 一 个 且 内 一 个 线 
性 变换 区 全 B= 且 关 于 激 , 丽 区 之 基底 et en 以 工 
说 来 , 了 所 对 应 之 矩阵 为 


1 
[| 
ch 
再 作风 ,人 刘 区 内 的 m 个 特殊 线性 变换 多 1， 史 要 po， 2 
使 
eh 
0， 当 % 交 7 了 时， 
机 Biz 1, ez 一 0 et 一 0 
| | : 
: : en_17 一 站 ， 
ea 0 ee 一 0 en "一 十。 


不 难 验 证 ， 若 2 一 六 he: EF。 出 
a or 7 一 > hi o> oF ”) 


= heaF D1 = ha. 
但 又 因 
a 位 he,) = > 和 res -- > ho, 
故 有 | 
2 一 名 GarF 


+ 本 有 了。 


即 种, 到 & 内 之 任 一 线性 变换 .9 可 写 为 ?3 1， 
之 线性 组 合 ， 上 车 > jp.39 ~O( 零 变换 ), 则 


= el(> WF?) = DN eT = henTt) —h, 


这 就 证 明了 .91 …, .2 线性 无 美 ， 所 以 ， 折 * 实际 上 是 一 个 
nn 维 的 向 量 空间 ， 而 7，…, .Z :为 其 一 组 基底 ， 今后 ， 记 
多 一半 。， 并 给 出 下面 的 

定义 叫 上 面 的 六 一 呈 为 空间 凶 , 的 共 斩 空间 ， 而 叫 
《3 1 792 人) 为 相对 于 和 之 基底 (@1, es， … 和 en) 的 
和 is 之 补 基 将 . 

今 令 下 为 及 之 一 固定 商量 ， 而 让 .多 取 裔 共 辆 空间 多 ， 
于 是 一 G9 为 中 在 区 内 的 一 个 且 射 ， 册 于 {FF 十 .9 ) 一 
二 及 Gk) 一 hCG )， 所 以 贞 射 .多 -> 全 玉 实际 上 
是 各 到 点 内 的 一 个 线性 变换 ， 也 就 是 说 ， 闹 的 每 元 得 决 
定 风 之 共 孝 空间 中 的 一 个 线性 变换 (在 季 内 的 )， 即 每 
a(EN.) 作用 在 和 上 是 起 到 了 中 在 他 内 的 线性 变换 的 功 
用 ， 即 每 @(E8) 可 看 作 是 中， 之 共 轿 空间 WH?” 的 一 元 ， 又 ， 
当 和 f 也 和 时 , 易 知 和 与 和 也 为 疯 * 之 不 间 元 (这 是 因为 , 9.7 一 
上 37 对 一 切 .ENR 成立 的 充 要 条 件 是 (GE 一 及 .9 =0 对 一 切 
了 EM 成立, 故 有 a == 入). 

由 于 “线性 变换 ”的 符号 总 是 写 在 右边 ， 因此 根据 上 述 如 
将 只 之 元 至 视 为 灌 在 区 内 的 线性 变换 ( 即 视 gq 为 和 之 
元 ), 就 应 习惯 地 把 q 写 在 中 之 元 的 右边 ， 即 写 a 一 .了 加 
但 7 -FEE， 而 QF 是 把 .9 当 作 忠 在 区 内 的 线性 变 
换 , Fa 是 把 a 当 作 小 在 & 内 的 线性 变换 ， 也 是 说 ， 习 局 上 
把 3 之 gg 看 作 是 员 , 之 元 , 把 .多 人 之 9 看 作 基 缴 %* 之 元 ， 
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因 之 ， 觅 射 > 就 可 看 作 是 名 到 名 " 内 的 映射 (但 这 里 
的 了 可 取 遍 并)， 帮 车 得 写 FG~.FGCF 取 所 学)， 则 
ER 而 46 为 委 , 到 洪 * 内 的 映射 ， 又 ， 有 里 射 4->G 为 
六, 到 中 ”上 前 同 板 上映 射 (这 是 因为 ，q 十 b>.F 了 {9 二 + 科 一 
(a ar +bo = Fat Tb TAG+Tb, M+F Na) 
= T= ) 一 (FQ) =ArFG， 并 在 上 面 书证 明 过 
-> 为 1-1 对 应 的 ,于 是 由 于 如 及 叫 " 之 维 数 均 等 于 nn,， 故 
并. 尘 后 *)， 正 是 由 于 这 样 的 原 办 ， 我 们 可 把 入, 与 Wi 之 共 兢 
空间 Wr* 看 作 蚌 一 致 的 ， 利 用 这 一 点 , 可 证 下 面 的 

定理 和 若 (B1,， 63,…',， 5) 为 溃 之 一 组 基底 , 则 居 有 名 
之 一 组 基底 (eli，23, ,en 使 得 87 一 By(Kronecker 村 号 }. 

证 明 我 们 知道 , 在 WW 之 共 轧 空间 狗 " 内 能 找 得 一 基底 
(el ，e2 ,6% ) 使 为 (ei, 6B2,，…, es) 之 补 基底 ， 期 efey 一 
65.。 这 样 ， 再 利用 上 述 形成 兄 , 兰 吕 ” 之 关系 , 有 江 , 中 个 元 
(er 29, 1) 使 67 和 一 B27 ， 这 是 说 ， 对 人 尾 .GE 六 es， 恒 有 
FI eT Ie, 于 是 @j6; Efe7" 一 人。 至 于 (el， 
ea er) 沟 负 , 之 基底 由 箔 衬 " 是 显然 的 ， 或 可 直接 证 明 
于 下 ， 设 


2 ke = 


0 =De; = 名 有 (eyer) 一 p23 ki = A, 


妈 ea，…，en 线性 无 关 , 故 为 洲 , 之 一 组 基底 ， 
现在 下 利用 共 郝 空间 如 的 概念 ， 谈 谈 各 ,之 某 线性 变换 
所 对 应 之 答 阵 的 转 置 答 阵 究竟 表示 怎样 的 线性 变换 ， 
设 名 之 一 组 基底 为 (el，Ba，…，euj)， 令 (ET， 的 ，…， 的 ] 
为 相对 于 (el， ea 8w) 之 WW; 的 补 基底 ， 于 是 8:21 一 Gy， 今 
+ 169 。 


则 


后 , 所 谓 %E, 之 某 线性 变换 所 对 应 之 矩阵 ， 指 的 是 对 基底 (e， 
e:，…，e) 而 言 ， 灌 之 线性 变换 对 应 的 矩阵 则 是 指 对 基底 
(1 B32,，…， 的 ) 而 言 的 令 色 表 示 界 .之 一 线性 变换 ， 其 所 
对 应 之 矩阵 为 丸 - (oa0)， 即 eZ = 阅 aoer， 若 .GE 呈 ， 即 
-为 各 ,到 多 内 之 线性 变换 , 则 易 知 .名 7 亦 为 办, 到 内 的 
线性 变换 , 即 IERI， 让 7 取 饥 吕 时 , 不 难 验 证 映 甘 
地 -> 是 中 的 一 个 线性 变换 (这 是 因为 FES) = 
LTHLES RLFT PS CLIN. 这 个 线性 变换 (ns 的 ) 
是 由 路. 之 线性 变换 . 纪 所 引起 的 , 因而 通常 用 符 导 红 * 表示 ， 
叫 知 笃 的 共 三 变 搞 .因而 了 -2 = 多， CEM) 令 " 
对 应 之 矩阵 为 如 一 (5y)， 妈 


EL" be 
=1 
《era 61 = © ef) — CE ), 
玫 再 以 erG -~ 习 awes 代入 左 映 以 及 以 @jY "一 避 Bre? 代入 


右 闪 , 分 别 可 知 ， 
(eZ ) er = (之 dipep) Bs 一 全 ip (OpEF) 一 > pp) 一 Coy, 


8(81-2") 一 加 (全 baea) 一 之 bg BEL) 一 之 ba — Bs 


于 是 有 Bay, 即 如 A， 这 就 是 说 ， 着 兄 之 线性 变 摘 红 
关于 基 麻 (el，Ba，…，enm) 之 夫 阵 为 区 , 那 未 由 和 红 所 引起 的 共 
耗 空间 四 中 的 线性 变 接 -2*( 即 - 涯 之 共 思 变 撞 ) 关于 补 基底 
(@1, 83,"…， Bx) 之 息 阵 就 等 于 入 之 转 置 矩阵 ， 
又 ,者 所 为 吕 之 线性 变换 , 则 因 对 每 .EE 六 惜 有 
at at TF a+ BF 
ZotIP Sta), 


于 是 , 因 


* 170 . 


以 下 
GaB) = (ap atB3 一 af B') 
一 《7 BO 一 09"er 
(otA"-atA 及 ka 和 一 有 ar 
因而 矩阵 之 和 的 转 茎 捉 阵 等 于 各 个 矩阵 之 转 置 的 和 和 ， 而 阜 阵 


之 积 的 转 置 就 等 于 各 个 转 置 之 逆 序 的 积 ， 这 也 就 是 说 从 线性 
变换 的 角度 再 度 证 明了 定理 3. 


故 有 


练习 十 八 

1. 证 明 : 矩阵 之 畦 置 符 号 “7 伴随 符号 所 肥 道 的 烷 号 "一 名 ,三 者 的 美 
系 有 : 

DD) Dd, i) CA-Demtd i, CD (AN tA), 
序 对 矩阵 施行 其 中 性 商 个 符号 时 , 其 结 虚 与 两 个 符号 的 先后 顾 序 无 关 . 

3， 设 音 一 0 为 #8 仙 二 由 -不 阵 , 肛 为 % 级 单位 四 阵 ， 证 明 ; 适 各 奸 其 一 
二 的 [wn 二 1} xn- 矩阵 在 存在 的 充 瓦 条 件 是 奸 的 秩 * 几 一 %。 

3， 设 用 一 tn 与 B= 【人 是 两 个 交 级 纤 阵 ,并 他 


ml iD 
4 : } (el, DB, +, ne}. 
1 nn 


证 明 有 级 姑 阵 下 能 使 考生 一 BB 成章 的 充 要 条 件 是 过， 通 轴 df 都 
有 相等 的 和 多， 
A 


4. 设 D-| 入 .， | 瑟 为 坟 级 单位 短 际 ， 试 证 ,与 吃 相 


-天 
知 为 可 交换 的 矩阵 , 必 为 且 忆 为 


下 全 
| Oa 
+ 


形 , 式 中 避 为 mw 级 答 阵 。 得 加入 计时 )， 
(注意 , 此 题 为 绿 习 十 方 第 1 题 的 推广 ,这 个 问题 很 量 要 , 以 后 竖 用 .】 
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后 . 设 峡 , 吾 , 局 瑟 央 是 级 所 阵 。 若 性 C 一 妃 媳 , 试 证 
IiA4A EB 


jc 8|~14D- Cal. 


第 8 节 和 矩阵 乘积 的 秩 


我 们 知道 ,矩阵 的 秩 不 妈 是 一 个 代 上 数 的 概念 , 它 有 很 重要 
的 几何 意义 , 即 矩 阵 所 对 应 的 线性 变换 把 爹 空间 夭 , 映射 成 的 
于 空间 守 的 维 数 就 等 于 这 炬 阵 的 秩 ， 故 研究 录 阵 的 著 是 一 
个 很 有 意义 的 问题 ， 

我 们 知道 ， 两 个 nn 级 矩阵 之 积 为 满 秩 的 充 让 条 件 是 各 个 
矩阵 都 是 满 秩 的 .但 它们 的 秩 之 间 究 竟 有 些 怎 样 的 关系 呢 ? 
一 般 有 下 面 的 

定理 1 西 个 第 隆之 积 的 秩 ， 不 能 大 于 这 两 个 超 阵 中 的 
任何 一 个 的 和 转 《 这 蛙 指 的 一 般 都 是 长 方 矩 阵 )， 

证 明 访 妥 = (gy) 及 召 = (8 分别 为 台 X 下 及 天 交 9 所 
阵 , 于 是 P= 有 4B= (p) 是 呈 x 轩 矩阵， 由 矩阵 乘法 的 规则 ， 
所 之 每 个 行 向 量 (n 元 向 量 ) 是 召 之 行 向 量 w% 元 的 ) 的 线性 组 
合 ， 因 而 也 必 是 召 之 行 向 量 电线 手 无 关 最 大 数 且 的 线性 组 
合 ， 故 据 第 二 章 第 工 节 的 定理 2 可 知 它们 的 秩 泗 足 rp 二 rp. 
同样 , 由 于 请 之 每 个 列 向 量 (mw 元 的 ) 是 有 4 之 列 向 量 人 om 元 的 ) 
的 线性 组 合 , 又 能 推 知 7?p 所 7。 证 完 . 

当然 ， 还 可 以 用 线性 变换 的 理论 来 证 明定 理 i1， 证 骨 加 
下 . 

设 久 是 从 革 。, 到 喇 的 线性 变换 ， 及 为 了 之 算 阵 (关于 
基 喇 Qi 与 到 了 的 线性 恋 
换 , 品 为 之 矩阵 (关于 基底 与 大 ,ry)， 于 


s 1]i12» 


本 


是 ra 等 于 由 ar 他 =1 …，") 生 成 的 Wi 之 子 空间 儿 。 的 维 
数 , 而 ya 等 于 由 民 =1，…, 人 0 生成 的 各 之 子 空 间 并 的 
维 数 . 故 出,7 一 中 三 交 ，i 一 由 zx 二 由 xz， 于 是 有 
各 一 

即 加 ,FA 之 维 数 所 gl 之 维 数 ; 但 (FA) 之 维 数 等 
于 ~- AB 之 秩 7rap， 而 Mr 之 维 数 等 于 如 之 秩 rs， 因 耐 有 
ray# 舍 ?TH， 定理 1 得 证 . 

如 站 .如 中 有 一 为 方 阵 , 例如 在 是 方 阵 ， 则 当 4 为 满 秩 
时 , 由 大 = BB 可 得 如 = 有 委 1P, 故 据 定理 1, 有 rasrp， 但 由 
等 式 了 = 44B 再 一 次 运用 定理 1， 可 得 rp 所 ?7B。， 故 有 *p 一 
7TH， 辣 理 ,蔡司 = 有 委 如 中 如 为 满 秩 时 , 丸 必 有 rp 一 74。 于 是 
证 得 了 ， 

推论 一 个 算 阵 ， 不 论 在 它 的 左边 或 右边 用 任何 满 秩 亡 
阵 去 来 ,不 改变 它 的 鞭 ， 

这 推论 还 可 直接 证 阴 于 下 ， 合 如 , 当 和 为 满 秩 时 , 则 女 
汐 有 限 包 个 初等 矩阵 之 积 , 因 之 4 骨 呈 可 看 作 是 由 如 之 行 施行 
才干 园 初 等 变换 而 成 , 即 4 一 B， 和 故 rg 一 ?8. 

兰 想 着 出 积 了 二 4 如 之 7 级 于 式 与 六 或 如 之 ?级 子 式 
的 关系 , 还 有 较 深 刻 的 结果 .， 先 引进 必要 的 记号 ， 即 从 托 阵 
本 中 取 其 第 和 加， 二 行 及 第 克 ， 方 ，…… 广 列 (而 二 入 天 
组 成 的 7 级 子 式 用 符 导 (和 结 款 ) 记 
之 , 即 


ns 
人 
as ote i | 
定理 2 设 岂 与 加 分 别 为 全 xX 下 及 大 Xi- 拭 孟 ， 五 = 
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过 用， 副 


(和 的 一 DB a4 人 
Char Fr 
其 中 之 ， ,表示 从 素 个 自然 数 工 2， 


合 形 成 的 和 . 
证 明 


| Pos Pop ~ Nes, 
aCcPre "tr Pus 了 机 Pas 


Dien Din Peg i 


EL9 
ann dry, 
ff 一 1 i 
。 
k 
TT 
> Ce his, > (Er 
上 一 了 fy 
| Gan its 
Ek 
一 dnt hh 
tL 一 了 
dit ts 


而 在 和 ”就 的 拓 个 项 中 凡 有 两 个 G6~1， 


EkE 
| 
和 > Qt 


ds | 


“二 


对 大 中 到了 个 的 所 有 组 


1 
nt | 
| 


ut | 
加 bes Bp” “By 


"ry Ty) 相等 的 


项 显然 等于 零 ( 因 这 时 行列 式 有 两 列 相同 )， 因 此 只 考虑 其 中 


所 有 的 上 为 互 异 的 情况 ， 于 是 ， 
[sea ps 


4( 忆 外 一 光 … 
了 二 由 有 FE 四 
ptrdH) + 


[Et i 


ha 上 di fy 


因 为 ti, tsa, 机 
* 了 7。 


如 中 无 两 个 相等 ， 改 i, ta, ” 


te + 
和 Bi Dep Dg, 
Cty 

(23) 


tr 是 从 


TI, 2 ,有 中 取 ? 个 的 一 个 组 合 ， 今 令 和 ， pp 直 是 四， 
的 一 个 排 到 ， 则 2) 中 之 了 级 行 
列 式 就 等 于 
【一 了 (24) 
(参看 第 一 章 第 2 节 的 例 14}， 上 阁 将 (23) 式 右边 和 之 内 几 由 
之 排列， 共有 7?1 个 这 样 的 排列 ) 形 
成 的 级 行列 式 都 用 (24) 去 替换 , 就 得 知 ， 
CE 


本 


-2 lb bb (C25) 


[| 


但 ” 之， 表示 从 1,2,…, 忆 这 让 个 数 内 任 取 ?个 数 遍 ， 


hy, 本 h, 使 Rh 的 一 茹 组 合 ， 而 ,人 ,是 表示 就 某 
一 组 国定 的 站， 和 pp， 机 二 <) 上 的 一 切 排 列 所 
成 之 诸 项 的 和 ， 于 是 , 据 行 列 式 之 定义 , 知 
2 《一 工本 机 一 
将 上 式 代 入 (25) 式 内 ,就 得 到 
人 (一 ¥ A 


1 


定理 2 证 完 . 
特别 地 , 当 和 一 大 =m 时 ，44、 吾 、 严 都 是 和 级 矩阵 ， 如 又 
7 一， 则 > 内 只 有 一 项 , 因而 和 一 芋 ， hn 一 各 ,并且 


1 民生 
= ,这 时 定理 2 各 万 了 | 14 |B| 
这 就 是 说 , 第 131 页 的 定理 是 这 定理 2 的 一 个 特例 . 
出 和 证 理 3, 即 可 得 到 下 面 的 
推论 设 马 、 嫩 分 别 为 Xx 及 忆 xm- 拭 了 侨 ，P 一 AB 
益 隐 是 吕 级 址 隆 ， 落 23 祁 惠 也 之 行列 式 为 0, 即 | 殊 | = 


-7S er 


证 明令 定理 2 中 的 ?= 人 刚 愉 二 2 中 取 哇 个 
的 任意 组 合 里 都 至 少 有 两 个 数 相 等 ， 因 而 定理 2 中 右边 和 之 
内 每 一 项 都 等 于 零 , 这 就 证 得 了 | 了 | =0. 

再 考虑 定理 2 中 抢 阵 臣 或 唔 的 秩 小 于 * 的 情形 ,这 时 ， 
据 定理 2 可 知 忆 =A4B 中 一 茹 ?级 于 式 必 为 鹤 ， 故 车 入 (或 
哺 ) 的 秩 ==， 则 最? 了 一 十 1， 凤 知 7p 气 71， 这 又 证 明了 定理 
1, 即 可 把 定理 荆 看 做 是 定理 2 的 一 个 推论 . 


定理 2 的 用 处 很 广 ， 可 推 得 一 个 重要 的 不 等 式 ， 即 柯 西 
‘Wauehy) 不 等 式 ， 假定 


4-(™ ~") 
Vi Ya “Yn 


则 m 特 
了 -4 [a i 
2 Sy 
因此 , 了 的 行列 式 
Pl- (So) (Bn (Som) . 
但 由 定理 2, 又 有 
tm Wl lo 叉 
P|= . = 一 0 
四 -op 


故 当 包 与 yy 都 为 实数 时 ，| 吾 | 关 0 (等 于 0 的 情形 是 在 县 仅 在 
Tl 册 z， ”> 疮 n 与 Vi， Vas "7 Yn 成 比例 讨 )， 因而 有 
BB)> (dew) . 
这 就 是 柯 西 不 茜 式 ， 
i 例 1 在 秩 为 了 的 只 xg- 和 矩阵 及 中 ， 任 取 8 个 行 ， 得 


到 sxw- 窍 阵 呈 . 证 明 ; 如 之 秩 不 小 于 7 十 8 一 m， 同 理 , 到 4 
a ji 


之 任 8 个 列 ,得 到 mxs- 盾 阵 忆 ,人 之 秩 之 7? 十 s 一 mn 

证 明 因 有 中 必 有 ?个 行 是 线性 无 关 的 ， 了 而 刷 下 入 一 
个 行 在 s 宝 mr 一 7 时 即 令 全 部 都 出 现在 如 内 ， 这 时 县 也 要 包 
含 上 述 7 个 行 中 的 3 一 一 7?) 二 7 十 8 一 % 个 行 ; 车 所 剩 下 
mh 一 7 个 行 不 全 部 出 现在 如 内 , 那 末 如 至少 要 包含 上 述 7? 个 
行 的 ?十 8 一 w 个 ， 邦 如 中 至 少 有 7 十 8 一 m 个 行 是 线性 无 关 
的 , 即 ra>r 十 8 一 %， 这 说 明了 ， 当 3 六 吕 一 ?时 论断 是 成 立 
的 ， 至 于 在 8 专 罗 一 站 时, 7 了 十 8 一 hr 志 上 ,论断 当然 也 成 立 . 

[ 谢 2] 设 妆 , 品 是 两 个 wn 级 什 阵 , 证明， 

TATTHp— nan Tin TA, Tg). 

证 明 由 第 二 章 第 生 节 可 知 肪 二 Bo， 但 琴 。 为 从 mn 级 单 
位 矩阵 下 中 删 去 主 对 和 角 线 上 后 面 的 一 些 工 而 只 保留 前 4 个 
1 所 成 的 级 矩阵 , 再 由 第 5 节 定 理 6 的 推论 , 知 有 两 个 % 弘 
满 秩 矩阵 与 @, 使 4 一 PE0Q: 二 是 

AB- PEQB = PEC, (C- QB) 

故 re 一 ?+g， 若 令 刀 二 Cew), 则 易 验 证 


Ct Ca ”Pin 
1 Dr, 和 
B,C- Cr EF 
0 0 2. 0 
0 0 .,.. 性 
因而 据 向 二 知 
TpCA 十 人 一 入 一 全 有 十 站 4 一 我 。 
再 由 也 之 满 秩 性 , 可 知 
下 一 人 二 
了 全 二 YansIimintra， TH), 根据 定理 1 是 显然 的 . 证 完 ， 
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练习 十 九 


1 证明， 凡 牧 为 7 的 奸 阵 ,总 可 以 写 为 x 个 我 为 1 的 烧 阵 之 和 
3 设 4 4 … ,A 部 是 4 级 是 阵 ( 降 、 满 秩 均 可 ) , 试 证 : 
CA As A A A 
其 中 4 表示 肛 的 位 陋 矩 注 ， 
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第 五 章 入 和 窍 阵 


前 几 章 所 讨论 的 抢 阵 , 千 阵 的 元 素 都 是 通常 的 数 ,但 在 把 
许字 实际 问题 化 为 数学 问题 来 处 建 时 ， 往 往 会 过 到 以 某 个 变 
量 的 函数 (连续 的 或 有 时 不 连续 的 ) 做 元 素 的 念 阵 、 本 章 研 究 
以 一 个 变量 的 多项式 做 元 素 的 抢 阵 ， 习 惯 上 上 朵 这 样 的 矩阵 为 
4- 失 阵 , 即 以 性 基 ， 的 多 项 式 做 元 素 的 抵 阵 ， 

在 第 二 章 , 我 们 已 经 知道 ,第 阵 的 秩 在 研究 矩阵 时 崖 重要 
地 位 , 影响 一 个 囊 阵 的 秩 或 者 说 与 秩 紧 密 了 地 联系 着 的 ,是 初等 
变换 .等 价 以 及 标准 形 等 问题 .本章 就 全 -矩阵 米 研 究 这些 问 
题 , 具体 说 , 讨论 下 面 几 个 问题 : 

1, 李 么 是 -矩阵 的 秩 ? 

2. 和 件 么 是 和 -证 阵 的 初等 变换 ? 

3. 怎样 的 两 个 业 和 矩阵 是 等 价 的 ? 怎样 判定 ? 

4- 什么 是 A- 矩 阵 的 标准 形 ? 

上 面 这 些 何 题 都 集中 在 第 1~2 节 内 解 沁 ， 在 第 8 节 星 
讨论 一 般 多 项 式 的 哪些 性 质 可 推广 到 和 -和 矩阵. 从 第 和 4 节 以 后 
就 讨论 怎样 利用 入 矩阵 来 研究 以 数 为 元 素 的 扎 阵 . 


第 1 节 和 -矩阵 的 基本 概念 


这 里 , 首先 研究 -年 阵 的 秩 . 我 们 知道 , 入- 惩 阵 中 任意 级 
的 子 行列 式 -- 般 是 和 的 多 项 式 , 当 变量 》 取 适 当 的 值 时 ,总 可 
以 使 它 等 于 零 ， 因 些 ， 入 - 邱 阵 的 秩 就 不 能 象 前 面 元 素 是 数 时 


79。 


那样 从 它 的 子 行 到 式 可 否 取 零 信 ( 当 处 为 适当 的 数 但 时 ) 米 确 
证， 然而 , 的 多 项 式 有 为 恒 等 于 零 的 ( 即 当 入 取 任 何 数 从 时 
这 宪 项 式 的 值 总 起 等 了 于 零 ), 也 有 不 得 等 了 于 零 的 。 于 巧 ， 可 以 
根据 是 否 恒 等 于 零 来 研究 人 - 惩 降 的 黎 ， 

定义 1 若 和 信和 抢 阵 中 不 恒 等 于 零 之 了 行列 式 的 最 大 级 数 
是 ”了 瑟 叫 这 和- 征 阵 的 秩 为 了 , 当 和 -矩阵 是 方 阵 时 ,根据 它 的 
行列 式 担 等 于 零 或 不 恒 等 于 零 ,分 别 叫 它 为 降 秩 的 或 满 秩 的 ， 

为 要 研究 如 何 确 定 一 个 和 和 插 阵 的 秩 ,就 需要 知道 在 什么 
时 恢 入 矩阵 的 秩 不 政变 , 这 就 自然 而 然 邮 联系 到 类 似 半 第 
一 ,四 章 里 所 谈 的 初等 变换 了 ， 

同 过 去 讲 的 一 样 , 容易 知道 ， 互 换 *- 甜 阵 的 任 两 行 ( 列 )， 
或 用 不 等 于 零 的 数 & 莱 任 一 行 ( 列 )， 或 用 一 个 的 多 项 式 
ft) 乘 某 行 ( 列 ) 后 再 加 到 另 一 行 ( 列 ) 上去， 其 结果 都 不 改变 
和 人 矩阵 的 多, 因此 ， 这 样 一 些 变换 在 研究 和 -矩阵 时 也 同样 重 
要 , 故 特 给 出 下 面 的 

定义 名 下 列 各 种 类 型 的 变换 , 叫做 -矩阵 的 初等 变 搁 ， 

1 人 尾 二 行 ( 列 ) 的 也 换 ， 

2 用 类 aa 亿 乘 任 一 行 ( 列 )， 

3 用 入 的 一 多 项 式 彝 某 行 ( 列 ) 后 表 加 到 另 一 行 ( 列 ) 上 


叉 , 同 第 二 章 一 样 , 也 可 给 出 两 个 和 - 算 阵 等 价 的 概念 , 即 

定义 名 一 个 -矩阵 站) 如 经 过 有 限 次 初等 变换 后 变 
到 男 一 个 条 和 矩 阵 如 (和), 就 惠 妇 (和 ) 与 召 信 ) 等 价 ,用 符号 夺 09.) 
之 B00) 表示 ， 

关于 定义 2 作 如 下 一 点 补充 说 明 ; 对 比 第 二 章 第 4 节 中 
的 宋 义 , 可 发 现 1*、8” 其 类 型 是 完全 入 仿 的 ， 妈 可 平行 地 叙 
述 ,而 2 异 却 不 相仿 。 试问; 定义 2 中 ,为 什么 不 用 一 个 不 恒 
s aD 。 


等 于 零 的 六 之 客 项 式 了 () 去 乘 , 而 是 要 用 一 个 数 xf 关 人 去 乘 
呢 ? 

固然 , 象 这 样 改 了 之 后 ,和 -和 矩阵 的 秩 确 是 不 变 , 可 是 , 根据 
定义 2, 初等 变换 都 有 赣 变 换 ( 璧 如 , 用 交换 两 行 可 以 众生 00) 
得 到 如 Wu 时 ， 则 用 它 相 矿 的 交换 两 行 就 可 以 从 如 (0 得 到 
Li 又 如 ,用 7 乘 第 纪行 后 形 加 到 第 7 了 行 上 去 可 使 A 
变 为 吕 Q0), 则 反 过 来 , 用 一 六 乘 第 了 行 后 再 加 到 第 了 行 上 
去 又 可 使 如 (4) 变 为 4 人 ); 再 , 若 用 数 az0 乘 第 i 行 可 自 
生变 到 如 0), 则 用 数 120 乘 第 纪行 就 可 以 自如 (入 变 
到 如 ww)，、 并 且 道 变换 也 是 初等 变换 ,所 以 “等 价 ” 适 合 

1。 自 反 律 ， 和 0) 二 A400)， 

2， 对 称 律 ， 由 及) 之 BQ 可 得 BO 二 A()， 

3. 和 传递 律 ， 由 看 (和 之 BG) 及 吾 (0) 之 CO 得 

A CN). 

因此 ,可 把 所 有 ”xn 和 失 阵 分 成 许多 不 同 的 类 , 叫做 等 价 类 ， 
使 在 同一 类 中 的 -和 矩阵 都 是 相互 等 价 的 , 在 不 同类 中 的 - 短 
泗 都 互 不 等 价 ， 因 之 ， 不 必 对 一 个 一 个 - 矩 阵 单独 地 研究 ， 
只 要 拒 等 价 类 中 茶 一 个 具有 代表 性 的 *- 算 阵 研究 清楚 了 , 同 
一 类 中 所 有 入 和 矩阵 的 某 些 性质 (它们 只 依赖 于 初等 变换 ) 也 
就 济 楚 了 ,例如 秩 相 等 是 其 中 一 个 性 质 . 

证 定义 2 里， 如果 第 2° 类 型 的 初等 变换 中 用 “一 个 不 桓 
等 于 零 的 入 之 多项式 (0%)" 米 代替 “不 为 堆 的 数 a”, 那 末 这 恋 
换 就 没有 逆 变 摸 (譬如, 把 生僻) 之 第 行 用 wp 和 (去 0) 去 乘 


而 得 到 至 ())， 则 自如 (9 要 得 到 40 时 就 需 要 用 三 二 去 
滋 第 4 行 ,但 -riy 已 不 再 是 ) 的 多 项 式 了 )。 因 为 这 样 履 了 


之 后 的 变换 没有 递 变换, 所 以 对 称 律 不 成 立 , 于 是 如 上 的 分 类 
= 181。 


也 束 趟 可 能 , 也 避 不 能 在 廊 谓 等 价 类 中 讨论 问题 ,这 当然 不 是 
我 们 所 期 望 的 . 

我 们 已 经 若 道 , 两 个 -矩阵 若 等 价 , 就 必 有 等 秩 ， 可 是 ， 
筷 的 道 不 成 立 , 此 与 元 素 是 数 的 矩阵 不同 (第 二 章 第 和 节 静 定 
理 3)， 人 也 就 是 说 ， 秩 宰 等 的 两 个 )- 上 矩阵 布 一 定 就 等 价 ， 这 只 
要 看 下 面 的 例 子 厌 行 了 ， 便 如 

入 1 1 —X 
4 = (0 人 小 B01 小 

它 信 的 行列 式 分 别 是 [有 4 和 0 | = 和，| 吾 (入 | 2%, 显然 它们 的 
和 铁 都 着 23， 然 由 初等 变换 的 定义 ， 容 易 知 道 两 个 等 价 的 入 此 
阵 之 行列 式 相 差 只 不 过 二 一 个 不 为 零 的 常数 因子 ， 因 此 ， 
4 与 吾 (和 不 等 价 ， 这 就 是 说 ， 秩 相等 是 -和 矩阵 等 价 的 必 
要 条 性 , 但 非 充 分 条 件 . 两 个 和 -和 起 阵 等 价 的 必要 而 又 充分 的 
条 件 是 什么 呢 ? 下 一 节 就 来 解答 这 个 问题 . 


第 2 节 不 变 因 子 ,初等 因子 


前 节 已 指出 , 秩 和 等 是 两 个 人 -矩阵 等 价 的 必要 条 件 ， 那 
么 , 际 了 秩 相等 之 外 ,还 应 该 具有 什么 性 质 , 才能 使 两 个 和 _ 矩 
阵 等 价 呢 ? 

当 和 -矩阵 和 (的 秩 一 ”时 , 它 里 面 凡 高 于 7 级 的 子 行列 
式 都 恒 等 于 零 ,但 却 至 少 有 一 个 7 级 子 行列 式 不 恒 等 于 零 ; 而 
且 ,由 拉 普 拉 斯 展开 式 又 知 ,在 44( 轨 中 的 天 (把 四 级 于 行列 式 
里 也 至 少 有 一 个 不 恒 等 于 零 . 研究 4 中 不 恒 等 子 鹤 的 2 
级 (7?) 子 行列 式 ( 每 个 不 恒 等 子 堆 的 级 子 行列 式 是 X 的 
多 上 项 式 )， 这 样 的 % 的 多 项 忒 之 最 高 公园 式 用 符号 D4 (0 天 
不 , 也 可 简单 地 用 D9) 来 表示 《如果 在 研究 过 程 中 没有 突出 
-182 。 


和 -证 阵 40) 的 必要 时 )， 我 们 知道 , 多 项 式 的 最 高 公 因 式 不 
是 唯一 的 , 彼此 相差 -- 个 常数 因子 , 为 确定 起 见 , D.C)) 的 最 高 
次 项 的 系数 总 是 规定 为 1 

今 假定 4 人 (入 一 吾 人)， 如 果 只 是 利用 了 前 节 定 义 2 的 第 
1°、2° 两 种 类 型 的 初等 变换 当 有 4 以 ) 得 到 如 (和 ), 显然 就 有 
DAG) =DEO), 61, 2,…)、 如 果 当 有 40%) 得 到 如 0 的 
过 程 中 利用 过 了 第 3° 类 型 的 初等 变换, 譬如 , 如 (%) 是 用 多 项 
式 了 O00 续 40%) 的 第 p 行 后 再 加 到 第 g 行 上 去 所 得 到 的 -和 捧 
阵 ， 则 易 看 出 如 (0) 的 任 一 个 级 子 行列 式 可 以 写成 p(X) 
土 六 OO) "中 0) 的 形状 , 式 中 gc 好 及 册 ( 和 是 丰 () 的 两 个 和 级 
子 行列 式 (i 能 由) 不 出 现 }, 所 以 DA() 是 五 以) 的 任 一 1 
级 子 行列 式 的 因 式 , 故 Dt 0%) 束 除 D8 (0), 记 成 D2 0) 1DP CY， 
篆 利 用 上 述 变换 的 逆 变 换 ， 可 以 从 BB 以 ) 得 到 A40X)， 因 此 同 
” 样 又 可 以 得 到 DO |D#G)。， 由 于 D2G) 和 D8(%) 的 最 高 
次 项 的 系数 都 等 于 1， 所 以 Di) =D3CON)， 总 之 , 当 A0) 
之 B( 和 ) 时 , 就 有 D# (0) 二 DO) (其 中 5 一 1 2 …， 7), 这 里 
7 是 它们 的 共同 秩 . 

我 们 现在 来 证 明 条 件 Da (和 到 DBE( (其 中 414, 2, …) 
又 是 44( 和 与 吾 ( 入 等 价 的 充分 条 忻 ， 为 了 便于 说 明 问 题 ， 先 
将 秩 为 了 的 和 -矩阵 4( 和 化 成 标准 形 ， 

若 >=0 则 4 人 之 每 元 都 是 0, 故 已 不 是 -矩阵 的 问题 
了 .于 是 可 假定 * 关 0 因 之 4 和) 里 面 至 少 有 一 元 和 4 之 多 项 
式 ) 不 恒 为 堆 ， 经 过 行 或 列 的 交换 , 可 得 到 一 个 与 和 (A) 等 价 
的 -矩阵 , 使 它 左 上 角 的 元 素 不 恒 等 于 零 。 为 简单 计 , 就 今 
下) 之 左上 角 的 元 gu (和 ) 玫 0. 

车 妹 ( 和 中 有 元 素 aml%) 不 能 被 gl%) 整除 , 假如 这 样 的 
本 本 Ch) 出 现在 及) 的 第 一 行 里 面 ， 例如 是 Gy (Ah) » WM Gy GD) 可 

* 了 总 本 


Sh) dA) pA) + $AN), 

这 里 Bf 是 用 a 和 除 an 的 商 , 而 了 (00 寺 0 是 剩余 , 它 
的 村 次 居于 eat 之 舞 次 。， 这 时 , 从 用 0) 之 第 五 列 减 去 用 
ptA) 苇 了 后 的 第 一 烈 ,就 得 到 了 一 个 与 4 以 ) 等 价 的 -和 拭 阵 ， 
其 中 已 用 Bo 找 蔡 了 oa 再 将 第 工 .下 两 列 变 换 , 我 们 就 
得 到 左上 舶 是 5( 和 而 与 人 人) 等 价 的 一 个 业 和 矩阵, 但 2 的 
睫 次 已 低 于 qa Ch) 之 秘 次 . 

间 样 , 如 时 不能 被 gt%) 整除 的 ef 出 现在 44 以 ) 之 第 
1 询 ， 例如 是 sri 和， 我们 也 可 以 仿 上 得 到 同样 的 结果 ， 这 内 
要 将 上 段 中 所 出 的 “行列 "两 字 对 调 , 而 将 qu 加) 攻 为 gis(%) 
就 行 了 . 

至 于 有 4(9 的 第 工行 以 及 第 工 列 的 元 素 都 能 为 su(X) 加 
陈 , 但 有 某 swt 不 能 被 m110) 整除 的 情形 , 可 以 用 下 列 方 法 
将 这 种 情形 变 成 上 而 的 情形 ， 因 而 也 就 得 到 同样 的 结果 一 一 
事实 上 , 由 于 这 时 qu (和 ) 能 被 sai(x) 回 除 , 即 

dn th) pA) srt (%), 
瑟 以 第 行 碱 去 用 gp() 莱 了 后 的 第 1 行 , an(%) 就 变 为 0, 而 
元 素 Gmth) 变 为 sm( 和 三 aug 一 pe 它 仍 然 不 能 被 
at 加 除 { 因 qxw(%) 据 题 设 忌 能 被 ea 整除 ) . 由 将 这 变 
换 后 的 第 了 行 加 到 第 工行 ， 由 于 现在 第 主 行 第 工 列 处 的 元 是 
0, 所 以 mi (0) 不 变 ,而 在 第 1 行 第 4 列 处 的 元 是 
nA) aN) GM [LL— pO] an), 

它 娟 然 不 能 被 aa (和) 整除， 这样 就 归结 到 上 而 已 经 考察 过 了 
的 情形 . 

总 之 ,证 得 了 ，; 

引 理 ”如 果 和 和 - 赵 阵 姓 Q) 之 丰 上 角 元 素 eaxi(x) 不 昼 等 于 
+ 二 84 。 


零 ， 并 且 凡人 中 有 不 能 被 9 (和) 整除 的 元 素 ， 那 末 就 有 与 
芽 ( 抽 等 价 的 和 和 红 阵 加 人 和， 其 去 上 角 之 元 素 Bf 也 不 恒 等 
于 零 且 舌 次 佐 于 et 的 次 数 . 
根据 这 一 引 理 ， 我 们 可 以 把 4- 答 阵 46) 化 成 所 谓 它 的 
标准 形 ; 即 首先 对 于 秩 0 的 入 甜 阵 4 以 )， 利 用 行 和 列 的 
欧 搞 可 令 左 上 和 角 元 素 at 壮 0 如 果 和 矩阵 中 有 不 被 Ad (Nh) 
整除 的 元 素 时 , 由 引 理 可 使 和 4(%) 变 为 等 从 的 -和 矩阵, 使 它 左 
上 角 的 元 有 较 低 的 知 次 且 不 恒 为 零 ; 若 这 个 新 -矩阵 中 所 有 
的 元 还 不 能 都 被 它 左上 和 角 元 来 整除 时 ， 我 们 又 可 降低 这 左上 
角 元 的 酸 次 这样 做 下 去 , 终 可 得 到 一 个 -矩阵 BO), 使 其 
中 所 有 的 元 都 能 被 左上 和 角 元 bt 所 整除 1, 
于 是 , 这 时 由 于 如 (%) 之 第 工行 中 各 元 都 能 被 和) 整 
除 ， 故 由 第 2、3、… 备 列 分 别 减 去 第 1 列 怀 以 适当 之 多 项 式 ， 
就 可 使 第 一 行 中 除 ax) 外 所 有 的 元 都 是 替 . 同样, 我 们 也 
可 以 使 第 一 列 中 从 第 二 行 开 始 的 各 元 都 是 零 ， 天 为 恕 (XW) 里 
各 元 已 都 能 被 64%) 整除 , 所 以 在 刚才 所 说 的 变形 后 之 矩阵 
中 的 一 切 元 素 当 然 也 都 能 被 ba (CN) 所 整除 、 不 失 一 般 人 性, 可 
令 dt) 之 首 项 系数 等 于 1, 象 这 样 形成 之 多 项 式 用 五 () 表 
示 , 于 是 矩阵 4 妈 ( 季 就 等 价 于 
Th) 0 0 .. 0 
。 Co YY Cg WY ont) (DD) 
0 GnaCM) emsCh) ee omnCh) 
之 形状 , 这 里 的 一 切 cyl 都 能 被 五 以 ) 整除 . 
车 4 之 秩 7 一 1， 显然 每 个 cyt 和 0 二 0; 车 了 >， 则 
1 这 是 因为 ， 当 堪 上 角 元 之 宪 汝 至 这 降低 为 堆 ， 也 就 是 pi 各 为 常数 时 ,就 
已 可 整除 号 人 的 所 有 元 . 
加 后 。 


owt%) 中 至 少 有 不 恒 为 零 的 ， 于 是 我 们 叉 可 以 对 (mm--1) xX (tn 
一 二 -矩阵 (esf 施行 类 亿 于 曾经 在 是 忆 ) 中 施行 过 了 的 那 
些 运 算 ， 但 矩阵 (ent%)) 之 初等 变换 同时 又 显然 可 看 做 是 (1) 
之 初等 变换 , 这 样 , 我 们 又 得 到 一 个 矩阵 , 其 前 二 行 和 前 二 列 
的 一 切 元 除 在 主 对 多 线 上 的 外 都 必 等 于 零 ， 在 主 对 角 线 上 的 
是 五 (和 0) 与 Za(%)， 且 显 然 60) 还 被 五 (整除 ， 而 其 他 的 元 
都 能 被 17.4%) 整除 . 

如 震 ”>2, 我 们 又 可 以 继续 这 样 做 ， 最 后 就 得 到 这 样 一 
个 矩阵 ， 即 在 对 角 线 上 的 孝顺 次 为 C9), J …， I 人)， 
其 它 位 置 的 元 都 是 零 ， 有 每 个 天 人) 之 首 项 系数 都 等 于 1， 
Torxt 和 又 能 被 (0) 所 整除 CV 二 14,7 一 1)， 

于 是 ,我 们 证 得 了 干 面 的 

定理 工人- 惩 阵 的 标准 形 ) 凡 竺 为 了 的 入 痊 阵 通信 可 
用 初等 变 摘 这 成 ， 


了 Q 人 。- 0 
| 0 oath) 0 1. 心 
!' : : : : 0 (2) 
0 0 0 .LC 
0 0 


这 里 ,在 对 角 开 上 前 多 项 式 相信 ) 之 首 项 系数 是 工 并 且 
Ti th) | Trra tA) 【天 一 上 ， ,一 1), 

因 和 矩阵 4 与 标准 形 {23) 等 价 , 故 它们 的 级 子 行列 
式 之 最 高 公 因 式 是 分 别 相等 的 他 =1, 2,,…, r+)， 而 从 矩阵 
(2 去 求 级 子 行列 式 的 最 高 公 因 式 , 比 直接 从 4(X) 去 求 它 
们 要 容易 得 多 .在 (2) 中, 因 荆 (%) 能 整除 所 有 的 元 素 , 故 (2) 
中 一 切 一 级 子 行列 式 的 最 高 公办 式 D(C) 等 于 五 (和 ), 又 因 在 
* ] 80 。 


(2) 中 不 恒 等 于 零 的 只 有 主子 行列 式 ， 故 (2) 中 不 恒 为 零 的 2 
级 子 行列 式 一 定 是 象 IK 这 样 的 ,因而 青 根 据 关 于 xX) 
间 的 关系 得 知 05 了 T2071T 和 DG)， 上 故 有 Da) = 二 荆 (%) 
“Ta 继续 往 下 推 ,不 难 获 知 

D(A sh), 

Doth) = 0) 1), 

Ze 大 人， 00 “af ， 《3) 


六 =1,.0) 7300， 0， 

从 (3) 式 还 可 看 出 不 仪 有 Di 人 | 访 (), 面 且 除 得 的 商 
等 于 五 (和 今后 , 呀 五 GD 为 4%) 的 第 上 个 不 变 因 子 ,为 了 
表示 与 入 (人 %) 发 生 连 系 ,有 时 又 记 为 16(X)、 

定理 1 解决 了 引言 中 的 第 4 个 问题 , 即 什么 是 -和 矩阵 的 
标准 形 . 

注意 ， 和 和 矩阵 入 () 的 标准 形 (分 是 唯一 的 ， 这 是 因为 ， 
所 谓 有 标准 形 指 的 是 有 满足 如 定理 1 中 诸 条 件 的 多 项 式 
天 0)， 因 了 DA)，…，D.CN) 显然 是 由 入 -给 阵 自信) 唯一 确定 
的 , 于 是 根据 (8) 式 ,， IX) ,Ta( 和 )，…, 氏 (0) 亦 依次 得 以 唯一 
确定 ， 

有 了 入 和 窍 阵 的 标准 形 ， 就 容易 解决 引言 中 的 第 8 个 问 
题 , 即 有 ， 

定理 2 和 -起 阵 丰 (X) 与 六 () 著 价 的 充 要 条 件 是 , 对 任 
何 的 有 Df (0) =DP(N). 

证 明 从 旭 ( 条 一 吾 () 可 得 D# C0) 三 DPO), (G64, 
,这 在 上 面 已 证 过 (参见 第 183 页 ). 故 上 只 需 证 明 完 分 性 . 首 
先 , 将 各 63) 与 用 (3) 均 化 为 如 定理 1 中 所 述 的 标准 形 , 就 得 
到 它们 的 诸 不 变 因子 , 分 别 记 为 于 (及 18(X)， 于 是 ,由 (8 

= ST 。 


式 担 
Da) SIT) TD) ITA), 
DFODST OD): TD) TN). 
然 据 假设 DOD 三 DPO)， =1, 2 0)， 有 从 而 知 是 人) 与 
如 (0 之 秩 相等 (这 是 因为 ， 若 fa<ra 则 DB (%) 有 意义 , 而 
D#(W) 没有 意义 )， 令 公 共 秩 为 r+, 则 它们 都 各 有 个 不 变 因 
子 , 由 是 再 顺 次 地 从 DC) 三 DOGM), 7 ， DAO 三 DB(A), 可 
逐步 推 得 I 宇 I 了 P(A), I# 9) 二 TX), TIAN) =I8(%), 
即 和 和) 与 如 以 ) 都 和 同一 个 标准 形 等 价 ， 因 之 也 必 有 及 (以 ) 
之 如 (0 和), 定理 2 证 完 . 
定理 2 虽 热 给 出 了 及 0) 二 如 (0) 的 充 要 条 件 , 但 这 只 有 
理论 上 的 价值 : 因 求 DO (其 中 4 一 二 2) 就 必须 求 出 人- 酌 
阵 中 一 切 不 恒 为 零 之 级 子 行列 式 , 这 是 计算 工作 量 很 大 的 ， 
定理 8 是 以 ) 宇 加 人) 的 充 要 条 件 是 ; 对 任 态 有 了 (和 
到 即 世人 ) 与 如 从 ) 有 相同 的 不 变 固 子 ， 
证 明 先 证 充分 性 . 从 JfG) 宇 JPO),， 一 41， 3,…)， 
即 担 


AC) 
天 (0 IP(X) 
| I4(X) | TO 
~ TH - IB() 
| 总 心 
BN), 
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再 证 必要 省 ， 从 用 00) 之 如 (0) ,利用 定理 2, 可知 
DA AY = DE LA), 

依次 令 2=14,2,…, 据 (3) 式 ,就 得 到 T0000) 坟 (00),， (6 一 1 2 
…)。 定 理 3 证 完 . 

定理 3 避免 了 频 琐 的 行列 式 之 计算 ， 而 只 利用 了 初等 变 
换 化 标准 形 ,所 以 实用 价值 较 大 . 

注意 : 定理 3 及 3 的 条 忻 中 , 都 已 隐 含 了 秩 相 等 的 条 件 . 
特别 二， 当 n 级 -人 窍 阵 生 () 为 潢 秩 时 ， 则 据 初等 变换 的 意 
义 , 知 用 0) 的 行列 式 | 是 全 ) | 寺 cIT800) :于 G0…T#CA) (其 中 
c 是 不 等 于 零 的 一 个 常数 )， 即 每 个 不 变 因 子 形 ( 抽 为 | 是 (| 
之 因 式 ; 又 因 每 玉 (X) 基 由 矩阵 是 以) 唯一 确定 ， 故 它们 是 
用 0) 之 不 变量 , 这 也 正 是 呀 于 以 ) 为 不 变 因 子 的 由 来 . 

我 们 知道 把 D0 分 解 出 因子 (0 之 步 又 , 完全 是 由 
所 与 的 -矩阵 有 4 以) 用 初等 变换 的 方法 诱导 而 得 ， 因 之 运算 
的 法 则 可 限制 为 “加 、 减 、 乘 、 除 "的 四 则 运算 , 故 当 退 人 (之 元 
之 系数 全 为 有 理 数 (或 全 为 实数 ) 时 , 则 不 变 因 子 (入 之 系数 
亦 可 限制 在 有 有理 数 或 实数 的 范围 内 . 如 果 人 允许 利用 复数 ， 则 
每 个 不 变 因 于 I 一般 义 得 分 解 为 一 次 因 式 的 容积 , 令 为 

Tr NA OA), 
罗 二 1,2, ……, ?+)。 因 为 
Tr_1(h) | rN), 
所 以 
01 Bo 
这 里 应 注意 的 是 ， 因 为, a， 各 是 五 局 的 一 切 相 异 的 根 ， 
所 以 at Bra 0 元 一 为 零 , 但 ep ea per 中 [一直 
站 订 能 有 为 0 的， 而且 如 果 任 一 g=0 时 (3=1, 2,…, 
8 一 2 一 二 1， 那 末 也 必 6 = 一 861 一 0， 例如 ， 当 
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五 (人 二 1 时 ， 就 有 en 二 6&13 一 *… 一 Bn 一 上 0， 我 们 把 
(A 一 A 
一 


一 A 
中 不 是 常数 1 的 因 式 { 即 指数 em 关 0 的 俯 一 Mp} 中 统统 则 本 
半 ( 和 的 初等 因子 .为 要 表示 与 和, 有 关系 起 见 , 又 把 
CA) NN), NM), C1, 2, .A 
中 不 为 带 数 工 的 因子 称 为 与 和 一 xs 相当 的 初等 因子 。 
例如 ，x- 和 矩阵 
1 
1 
(WO—2)°"(A—3)3 
A =— 人 一 2)5( 一 3)4( 十 多 


0 
的 秩 量 然 等 于 4, 玫 00 二 了 人) 二 1 J) 二 以 一 各 5 一 3) 5 
和) 二 一 2 一 8)4Q% 十 加, 于 是 其 初等 因子 有 五 个 ， 
人 一 2 ， 人 过 一 3)5，( 人 一 313， 忆 一 3 人 二 全。 

而 与 和 一 2 相当 的 两 个 初等 因子 都 是 以 一 2)5 与 一 8 相当 的 
两 个 初等 因子 是 以 一 8)? 及 一 3)5 与 和 十 相当 的 一 个 初等 
因子 为 十 2. 

当然 ,着 两 个 -矩阵 有 友和 如 (0) 等 价 (AG) BOYY， 
根据 定理 3, 它们 的 不 变 因 子 相 同 , 因 之 它们 的 初等 因子 也 相 
间 ,， 可 是 道 定理 却 不 一 定 成 六 即 ; 两 个 导 - 知 阵 虽 然 有 相 河 
的 初等 因子 , 它们 可 能 不 是 等 价 的 , 例如 ， 
= jo0 +. 


了 0 DO 0 
E (一 2 人 (一 3 0 


0 0 


1 0 0 0 
0 1 0 0 
0 0 以 2- 区 0 


都 是 3x4%- 和 矩阵 , 且 它 们 的 初等 因子 都 是 太一 2 与 六 一 3， 可 
是 前 者 的 秩 为 2, 后 省 的 秩 鸭 3, 可见 它 们 不 等 价 . 

但 是 , 当 两 个 到 xm 年 阵 几 (与 吾 必 )， 除 了 有 相同 的 
初等 因子 以 外 ,还 有 福 等 的 秩 耻 时, 若 令 例 旭 相当 了 A 一 各 的 
初等 因子 为 

一 (4) 
这 里 所 乌 志 夸 64， 则 出 制 等 因 于 的 定 头 , 即 知 (4 中 相当 于 
和 一 Ai 的 下 个 初等 因子 必定 是 个 不 变 因 子 的 因 式 ， 所 以 
fr. 表 因 为 JO)，(j=2, 人 门 ， 故 知 这 时 
太一 0” 属 为 下 人 与 下 (全 的 公 因 式 . 对 其 它 的 初等 因 
子 , 亦 可 类 似 地 处 理 ， 于 是 于 人 与 IBC%) 的 一 次 因 式 的 稳 
积 完 全 一 样 ， 不 得 森 有 1 以) 三 (Kh)。 同 样 , 对 于 任意 的 局 
我 们 及 以 ) 三 (0). 因 之 ,根据 定理 3, 即 得 有 0 二 BO). 
所 以 , 可 得 到 两 个 *- 算 阵 等 价 的 叉 一 个 充 要 条 忻 如 下 : 

定理 时 及) 与 如 (和 ) 为 等 价 的 充 要 条 件 是 : 它们 的 秩 
相 汝 ,并 生 有 相同 的 初等 因子 . 

关于 和 -矩阵 等 价 的 问题 ， 也 有 类 做 于 前 章 第 后 节 定 还 6 
之 推论 的 结果 , 即 : 

定理 区 %- 算 阵 刀 (和 与 吾 ( 和 为 等 价 的 充 要 条 件 是 存在 
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两 个 可 六 ) -起 阵 (1) 与 航 (0), 健 ? 
Bo) = PO A QON. 

证 明 ”人 先 证 必要 性 . 设 4 (和 0 与 如 (和 0 是 两 个 mrXn-)- 奸 
隆 ， 因 为 忆 y 且 0,， 书 ) 有 和 与 最 yD)): 玉 (和) 分 别 是 
从 用 (0 的 行经 过 一 次 第 1 *、2°、38” 类 型 的 初等 变换 而 得 的 
算 禾 , 而 把 如 sy,， 局)，By( 了 (和 0) 右 鞠 生 (4) 则 是 对 村 (和 0 的 
列 初等 变换 的 结果 (这 里 ， 睛 所 to) 、By(f 了 (00)) 的 音义, 参 
看 第 446 页 ， 都 叫做 初等 什 孟 ， 有 |By| = 一 4, |EB,(a)|=a 
0， | 忆 C0) | 一 4， 其 中 站 (各) 为 和 之 多 项 式 ， 即 初等 矩阵 
都 荐 可 道 i- 矩 功 } .于 是 ， 著 4 人 0 之 BO)， 则 吾 () 是 从 
是 以) 经 过 有 限 多 次 的 初等 变换 而 得 ,这 无 异乎 是 说 将 A 以 ) 
分 别 左 乘 且 右 乘 以 若干 个 (有 限 的 ?初等 矩阵 ， 帮 车 令 左 乘 与 
右 乘 的 若干 个 初等 矩阵 的 积 各 以 (9) 与 Q@ 以 ) 记 之 ， 风 得 
天) 一 OA :人 QO), 而 PO 与 @(0) 列 为 有 限 多 个 初 
等 惠 阵 的 积 , 即 为 所 首 和 -和 矩阵， 

髓 证 充分 性 .车 B80) = 了 PO}.A0):Q@()，PQ) 与 
Q) 都 是 可 道人- 矩阵， 则 因 | 到 (| 一 a( 非 零 之 常数 ), 故 由 
到 (和 之 标 准 形 : 


六) 
Po 人 m ) 
了 《和 人 
即 得 a= | PO) =F A TN) TE), 
这 里 上 为 非 零 之 常数 、 于 是 ,比较 入 之 次 数 ,就 得 
HO) SEIN) =1, 


+ 而 入 矩阵 忆 妇 ) 为 满 匠 的 , 但 其 行列 式 是 一 个 非 鹤 的 常数 ( 即 为 的 零 次 
多 项 式 )， 那 林 就 叫 局) 为 可 弟 %- 超 钼 .由 道 矩 阵 之 定义 窜 易 得 知 , P71) 
为 可 递 六 和 十 孟 的 充 委 条件 征 它 的 冯 拭 阵 电信) 也 为 和 赵 阵 。 


= 二 323 。 


这 证 明了 天宇 五 (单位 扼 阵 3， 于 是 ,根据 上 一 盘 记 述 , 得 
知 下) 有 -人 人 但 下 (与 全 (都 等 于 有 限 
多 个 Ey， Eo)，Ey(f0)) 形 的 矩阵 之 屏 积 , 故 P(X) 也 等 于 
有 限 多 个 这 些 算 阵 之 积 。 同 理 ，@ 以 ) 也 如 上 雍 、 这 就 二 说， 
戎 0) 可 以 从 用 以 ) 经 过 有 限 多 次 初等 变换 而 得 ， 即 证 明了 
A BA), 

定理 后 证 完 . 

从 上 上 面 证 明 的 过 程 中 , 还 证 得 下 面 二 性 质 ， 

性 质 1 可 运 和 -起 阵 与 单位 答 隆 等 价 . 

性 质 2_ 可 志和 -给 阵 等 于 有 限 多 个 初等 超 阵 的 磁 积 ， 

定理 2~5 虽然 都 是 判断 两 个 -第 阵 等 价 的 准则 ， 除了 
定理 3, 定理 5 实际 也 不 用 , 原因 是 求 P00 与 @(%) 仍 是 件 因 
难 的 工作 ， 固 然 由 (3%) 与 @Q) 存在 可 断定 如 人 人 BB(0)， 
但 用 怎样 简便 的 方法 才能 知道 PG) 与 日) 存在 或 否 呢 ? 这 
基 没 有 解决 的 ， 所 以 ， 有 实用 价值 的 是 定理 3， 这 只 要 把 每 
个 -矩阵 用 有 限 多 次 的 初等 变换 化 为 标准 形 后 再 看 它们 的 不 
变 因 子 是 否 全 同 就 行 了 .。 有 了 不 变 因 子 , 初等 因子 的 求 得 也 
并 非 总 是 容易 的 , 原因 是 要 奉 涉 到 多 项 式 的 求 根 问题 , 对 其 些 
特殊 情形 , 能 否 有 较 篇 单方 法 呢 ? 

所 谓 荣 些 特殊 情形 ， 指 的 是 -第 阵 入) 的 形状 较 简单 
些 ， 当 然 , 分 块 窍 阵 , 如 

Bl) 0 ) 


AO) -( 
0 Co) 
(其 中 召 (与 CC 者 是》 矩阵，O 表示 罕 什 阵 ) 是 形状 较 简 
的 一 种 %- 矩 阵 ， 于 是 , 我 们 希望 能 从 吾 ( 与 CC 的 不 恋 因 
于 看 出 入) 的 不 变 因 子 , 因为 本 人 与 CO) 的 行 、 列 之 个 数 
都 较 和 4(X) 的 少 , 求 它们 的 不 变 因子 要 容易 得 多 ， 可 是 , 这 种 
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希望 很 容易 被 说 明 是 落空 的 , 因为 , 网 如 
)2 十 2 十 2 
县 下 
A - 3 十 一 2 


如 令 


A? 二 人 2 和 十 学 从 
BW -( 0 ,spa) 
A+1 0 
C0 -( 0 a) 
很 容易 看 出 如 (3) 的 不 变 因 子 为 于 0W) 一 和 十 2% 十 2,， I 了) 
= 十 和 2 一 9 (这 是 因为 O22 十 允 信 一 人 二 入 十 和 2 和， 击 
OQ) 的 不 变 因 子 显 为 下 (人 一 和 十 1 可 0) 一 +1)”， 得 由 
和 十， 从 十 3， 和 9 二 2A 十， 和 A 十 和 2 一 9 却 林 能 断言 如 (的 不 
蛮 因 子 是 什么 ， 这 说 明了 ， 直接 从 不 变 因 子 的 角度 考虑 问题 
是 有 回 难 的 ， 然 六 初等 因子 来 考虑 , 有 ， 
定理 68 设 和 -~- 趣 阵 


BO) 0 
A -( 0 ca 


为 分 块 形 ; 则 如 ,OO 的 各 个 初 持 尖子 之 全 体能 构成 A(XY 
前 全 部 初等 因子 . 


征明 先 将 如 以) 与 CO) 分 别 化 为 标准 形 ， 
IPO) 


Hh} Th 0) 


0 
所 斑 w 


I 


CA) TW 
0 
这 里 , 及 人 0) 的 秩 7+=7i 寺 rs， 再 令 (和 )， TF) 分 解 为 不 同 
的 一 次 因 式 的 疹 积 , 如 
TA A 
(天 一 二 8, …, 71), 
JF 二 
=1, 2, 1, 79)., 
因 之 , 如 (和 和 CD) 的 初等 因子 分 别 是 
(Ch — hs, "2 Ch CO AL, se COA "2 《大 一 六 erae 
和 
CAA, ,NAD OO 
中 不 为 常数 的 多 项 式 . 
现在 来 证 明 品 (0), CO 的 这 些 初等 因子 就 是 态 众 ) 的 全 
部 初等 因子 .不 失 消 毅 性 ,可 以 把 那些 与 x 一 ja 相当 的 BB 以 )， 
4 人) 之 全 部 初等 因子 来 考虑 ， 将 
B11 Br di, “es 1 
重新 按 大 小 的 顺序 来 排列 , 令 为 
Gis Cy "rs Ory 
即 
OE 
由 态 以 ) 的 形状 容易 看 出 ,在 给 阵 吾 人 0 或 CC 人) 上 施行 
的 初等 变换 , 都 可 以 看 做 是 在 且 以 ) 上 所 施行 的 初等 变换 .于 
是 可 知 
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式 中 7 个 包 项 式 pi ，…, p(X 都 不 含 因 式 和 一 和 因此， 
含 在 D400), DAO),，…，D#CA) 中 国 式 和 一 入 的 最 高 等 指 
数 分 别 等 于 2 。 
0 0 ee 1s C1 

随 而 , 亚 据 不 变 因 子 烈 (的 定义 ， 则 知 仿 在 于 人 
中国 式 和 一 和 的 最 高 蜘 指数 分 别 等 
隆 5 67-09; 01, 这 束 是 说 . 腊 [ 和 中 与 和 一 轩 相当 的 初等 因 
子 是 从 一 入 一 和 AD 人 一 Xe 中 不 为 零 笑 指数 的 肆 
(一 2 即 OO 天 0), 因 而 就 是 好 ,CO 中 与 入 一 入 相当 的 全 
部 初等 因子 ， 同 理 , 对 六 一 A ,入 一 加 说 来 , 均 如 此 .于 是 已 
证 明了 如) ,Ch) 的 全 部 初等 因子 都 是 态 以 ) 赐 初等 因子 ， 

剩 下 要 证 明 : 除 此 以 外 , 和 4 以 ) 再 没有 别 的 初等 因子 . 

首先 提请 注意 的 是 ， 上 面 将 每 个 玉 (09 与 下 以) 分 解 出 
不 同 的 因 式 的 结果 就 已 经 暗示 着 入 一 各 ,入 一 入 ，…， 和 一 入 是 
包含 在 看 (和 与 模仿 ) 中 的 全 部 不 同和 的 根 记 对 应 的 一 次 因 式 ， 
即 入， 是" 开 (%) 一 0 的 全 部 不 同 的 根 . 

今 设 一 0) 是 是 人 的 一 个 初等 因子 ， 于 是 以 一 2)* 必 
为 含 在 其 个 于 属 ) 中 一 a 的 最 高 次 寿 ， 因 之 QO 一 0)*|I#(%)， 
放 外 一 中 "DA (和 ), 说 明了 和 =6 为 DRO) 之 一 根 , 即 Da Ca) 
一 8. 但 田 一 方面 ,由 
Te) 

Ta) 
I 


TE) 


A 


叉 可 知 D4( 和 二 理 人 人 理 ( 人 下 (人 0)， 故 从 D# (9) 
-0 以 及 理 人 | 在 的 和 下 (1TEO， 即 得 了 3C8) *T 了 rs (4) 
一 0， 故 a 不 得 不 为 为,，…, 入 中 的 某 一 个 , 此 即 表 明 以 一 9)* 
为 与 某 个 入 一 入 模 当 的 一 个 初等 因子 , 因 之 由 上 眉 所 述 , 骂 知 
(一 9)* 作为 荣 信 一 和 0) 5 或 某 信 一 0 7 一 9 或 7 二 
TI，…， 79) , 即 证 明了 : 除了 如 (00) 与 COA) 的 全 部 初等 因子 让， 
是 从) 再 没有 别 的 初等 因子 . 


定理 6 于 是 完全 获 证 . 
王 用 归纳 法 , 可 以 很 容易 地 证 明 : 对 一 般 分 块 矩 阵 
B,C) 
A() = Bas) (5) 


B,C) 
有 类 似 于 定理 冲 之 结论 , 即 
定理 ?了 若 生 短 阵 好 人) 可 生成 {四 形 的 分 块 答 阵 ， 则 
A)， 入) ) 的 各 个 初等 因子 的 人 全体， 就 构成 
入 以 ) 的 会 部 初等 因 于 ， 
出 定理 7 又 易 推 知 下 面 的 
推论 ”可 如 入 - 算 阵 
f1%) 
a 0) 
有 (一 fr0) 


“0 
则 CA) ， 下 六) 方 人 的 所 有 一 状 因 或 的 罕 积 构成 是 人 
的 全 部 初等 因子 ， 
" 1] * 


根据 定理 8 或 7， 形 如 全 ) 的 )- 矩 陈 之 不 变 因 子 杰 易 求 
得 ， 这 只 要 先 求 出 盏 (到 (0 下 的 全 部 初等 因 
子 , 再 决定 4 的 秩 ( 它 等 于 一 切 瑟 ( 之 秩 的 和 )， 最 后 按 
照 如 证 定理 4 的 方法 那样 ， 即 可 间接 地 决定 一 同 之 不 谈 因 


子 ， 例 如 , 对 于 
(> | 
oo 六 万 


根据 定理 6, 它 的 初等 因子 为 和 与 一 1, 而 由 其 秩 等 子 2, 可 
推 知 不 变 因 于 为 


Ti(%) = 
与 
TO 1), 
对 于 某 些 特殊 -和 矩阵， 有 时 直接 根据 定 尺 也 容易 求 得 它 
的 不 变 因 了 地 及 初等 因子 ， 
[ 例 1] 斌 求生 和 矩阵 
让 一 本 人 
| 六 一 古人 | 
A ”ss ， ” , 


| 六 一 各 | 
和 一 区 


的 不 变 困 子 和 初等 因子 ， 其 中 oa， oa，…，c-i 都 十 常数 ， 且 
0 
解 ” 因 有 0 为 nn 级 方 阵 , 其 行列 式 显 然 等 于 父 一 ai" 即 
Da — Ho—a)". 
但 删 去 站 以 ) 之 第 一 列 及 第 % 行 后 所 剩 下 之 (wn 一 1 级 子 式 为 
非 零 的 常数 2400 mo-1， 设 
了 9 身 。 


D4 (Nh) =1, 
因 之 
DA = = DA ,N=1, 
于 是 二 (和 之 不 蛮 因 子 为 
了 人 二 
Hs", 
现 初 等 因子 只 有 一 个 : 
Ma)". 
[ 例 31 试 求 和 -矩阵 
入 0 0 ... 0 ‘Tn 
有 A 站 0 oi 


A 1? -1 * Ye 
0 0 0 和 他 > 
0 0 0 .1 Ata 
之 标准 形 . 


解 将 丰 ( 和 ) 之 第 2、3、…、n 行 分 别 情 以 和 ,X32,，…， 和 -+ 
后 都 加 到 第 一 行 上 去 , 就 得 到 

0 00.… 0 Fr 
局 入 0 心 | 

0 1 A 0 a, 
1 

0 0 0 -1 ta 

(= EB, (MM) + Ey 以) RE “过 人) 9 

且 有 行列 式 
.200 。 


ALT= CD A) 


一 PE Te te "+ 二 nan 4 十 忆 n; 
即 


De 0 二 了) 


但 第 隆 看 ( 加 之 第 一 行 及 第 wn 列 被 删 去 后 而 剩 下 的 一 1 级 
子 式 为 ( 一 4)"“， 族 


Daith) =1, 
因 之 
DW) = Dh) =1, 
由 是 有 
至 人) 一 
及 
TD) 一)， 
所 以 骨 人 之 标准 形 为 
1 
1 
(AO)). 
和 
练习 二 十 
i， 阔 4- 烘 阵 


| 属 
( Ma 


的 标准 形 , 下 变 因 子 和 初等 因子 。 


2。 试 凌 
Na 人 一 于 0 0 0 
| 0 XI 0 0 


0 v a—l1 0 
0 0 0 大 


+ Dl * 


的 不 变 因 子 .初等 因子 和 标准 形 . 
3， 试 证 : 对 任何 )- 短 阵 在 以), 恒 有 
(DA DEL) DEL (0), 


和 者， 证 明 
处 一 本 心 0 | 一 让 心 心 
0 入 一 在 由 站 ”一 1 0 
0 0 a | 0 0 1 
AY - 
bp 1 0 he Vv 0 
0 m 1| 0 -aa 0 
0 0 了 lo oo 4- 
与 
-1 0 0 0 0 0 
0 -1 0 0 0 0 
0 1 0 0 0 
BOY | 1 - 
0 0 0|G-atm 1 0 
0 0 0 0 (A—a) tb 1 
0 oo 0 0 0 (2) t+b 


是 等 价 的 ;再 求 盘 人 的 初等 因子 和 不 变 因 子 ， 并 求 标准 形 (这 里 , a 与 了 都 是 实 
数 )， 
6， 设 2n 级 矩阵 


?1 
|a —b| 
la a 
圭一 j —b $n 
| 二 妇 
~1l..... 
lia 一 再 
| > 加 


一 


求 2 级 4 起 阵 五 -十 的 不 灾 因 子 , 初等 志 子 ; 并 求 约旦 标准 形 (的 日 标准 形 的 
莫 义 ,参见 第 37 页)。 其 中 必 中 0, 4 与 均 为 实数 ， 
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第 3 节 -矩阵 的 多 项 式 理论 


这 里 ， 主 要 是 想 把 一 个 变量 的 多 项 式 中 一 些 结 论 推 1 到 
-矩阵 ,也 就 是 说 ， 想 建立 ~- 失 阵 的 多项式 之 初步 理论 ， 为 
此 , 下面 讨论 的 矩阵 都 具 限 于 5 级 的 , 即 方 阵 的 场合 . 

1) 和 -和 拭 阵 的 多 项 式 写 法 

党 说 一 个 例子 .全 如 

和) 十 X 十 1》 一 十 3 
4 和 3 
是 一 个 2 级 和 和 皇 阵 , 其 元 到 中 的 最 高 次 数 为 3, 车 把 4 从) 
之 每 个 元 素 都 形式 地 窟 光 六 的 3 次 完全 式 , 如 
A 和 As 二 GX3 十 入 十 二 OA3 十 和 ?一 入 十 
A (ry os xia ora) 
由 由 短 阵 之 加 法 运算 , 即 知 


过 人) -(。 1 jas(。 1 )* 


‘(1 opt( 中 
mi oh 2) 


这 说 明 看 (和 ) 可 写 为 之 多 项 式 的 形状 , 这 时 ， 各 个 系数 都 是 
2 级 的 数量 矩阵 . 
一 般 地 , 任何 % 级 和 -入 阵 六 人 总 可 坟 写 为 如 


站 中 门 号 时 


有 0 = 
MO = Ma + MA Tt + Mt 
的 形状 ， 式 中 每 个 系数 种 以 一 0, 1. … m%) 都 是 nn 级 数量 祭 
阵 , 且 让 ,天 0 ( 零 窍 阵 ) .这 时 , 我 们 加 斑纹 ) 为 mw 决 的 , 而 叫 
《6 为 人 和 给 降 以 ) 的 多 项 式 写 法 ， 

我 们 知道 :变量 2 的 多 项 式 了 (tw) 中 车 以 常量 4 去 代 换 友 ， 
所 得 的 值 f(a) 是 确定 的 . 于 是 会 想到 ， 若 44 是 一 个 站 级 数 
量 和 矩阵 , 癌 以 生 尖 代 换 (6G) 中 的 4, 所 得 的 结果 怎样 ? 可否 用 
符号 用 (有 4) 来 记 呢 ? 

我 们 知道 六 和 矩阵 彩 () 的 多 项 式 之 写法 有 两 种 , 可 以 把 和 
的 硅 次 写 在 ”级 数量 年 阵 系 数 的 左 方 与 右 方 , 即 (6) 的 前 一 种 
与 后 一 种 表示 法 . 从 前 一 种 写法 看 , 其 结果 应 为 (区 县 代 换 入 ) 

A A A + 
而 由 后 一 种 写法 , 结果 则 为 
MoAd" + Mm .LE | 十 了， 
由 于 矩阵 乘法 不 满足 交换 律 ， 故 这 两 种 结果 一 般 来 讲 是 不 同 
的 , 因 之 不 能 用 符号 型 (4) 来 记 , 原因 是 它 的 意义 不 明确 ， 为 
了 使 得 与 一 个 变量 # 的 通常 多 项 式 相对 应 起 见 , 我们 用 
MA) 


有 4) 一 于 4 十 时 dm 十 型 4 十 时， 
来 记 ， 即 关 的 霸 次 在 左 方 时 以 人 过 代 换 的 结果 记 为 
凡人 4) 一 一 1! 表示“ 左 "的 意思 ; 当 入 的 徊 次 在 右 方 时 以 入 代 
换 的 结果 记 为 下 (4) 一 rx 表示 (种 ”的 意思 . 

从 和 -矩阵 的 多 项 式 写 法 看 ， 容 易 知 道 ， 设 两 个 -矩阵 
型 OU 与 入 (%) 的 次 数 备 为 mr 与 则 天) NGX) 的 次 数 
所 max (m, 及; 又 因 两 个 非 堆 矩阵 之 积 可 能 为 零 矩 阵 , 故 
:Os 


《6) 


上 一 = 


MOD NO) 之 次 数 三 5 十 外. 

3) -矩阵 中 的 余 式 定理 

我 们 知道 ， 一 个 变量 = 的 多 项 式 了 (zx), 当 用 5s 一 4 去 除 
时 , 所 得 的 高 及 余 式 都 是 内 一 的 , 共 余 式 等 于 fto). 对 于 这 一 
结 旋 , 在 入 -和 抢 阵 的 理论 中 是 否 刻 立 呢 ? 

设 和 4 是 一 个 n 级 数量 拭 阵 , 谣 0) 是 一 个 nn 级 和 入 阵 5 
次 的 )， 所 谓 “ 用 * 匡 一 生 去 除 型 人 “这 名 话 ,， 在 十 阵 的 理论 
中 奔 趟 很 左 切 。 因 为 奸 阵 的 嫌 法 不 满足 交 挽 律 , 故 要 谈 除 法 ， 
势必 要 分 清 左 除 与 右 除 .现在 分 左 除 与 右 除 两 种 情况 来 讨论 ， 

定理 时 设 冲 人) 为 一 个 吧 次 的 由 级 和 站 阵 ， 授 是 一 个 
名 级 数量 矩阵 ， 则 必 有 了 叭 一 外 襄 一 工交 的 站 组 起 阵 各 中 人) 
及 叭 一 个 nn 级 数量 拭 阵 民品 ,满足 关 采 式 

MOY= OE AY.QPTOY + RY 
同 理 , 总 有 唯一 个 Hw 一 1 次 的 和 级 全 起 阵 笠 中 (和 ) 及 唯一 人 小 
级 数量 算 阵 可 人， 满足 关系 式 
MO) -QO HEB— A)+ERn. 
并 且 , 实 际 上 还 有 
Ro MWCAY 与 Rn— Mn(A)Y. 

今后 ,分 别 叫 各 吕 0) 与 屁 吕 为 以 AB 一 和 左 除 及 0) 的 
亡 商 与 让 余 , 而 分 别 四 直人) 与 屁 中 为 以 BB 一 把 右 除 本 (和 
的 右 商 与 二 余 、 “ 

证 明 车 写 出) 一 hm-… 二 和 1M 
《人 , 则 因 

MOO) — EA. 1M, 

一 Ar AM TF M+ 
至 多 为 各 一 1 次 的 和- 算 阵 , 故 归 纳 地 假定 
MO)— OE— A)NA" MM = OE AY.NGO)+R, 
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式 中 六 (最 高 为 品 一 2 次 的 和 证 阵 , 如 为 数量 矩阵 , 出 
MO = 0B A GOH TNO)) +, 

而 和 "Mo NA) 电 为 mr 一 1 次 的 矩阵， 即 可 充当 定理 中 
所 要 求 的 得 "ww , 且 天 可 充当 旺 ， 这 就 用 归纳 法 证 明了 
和 中) 与 如 ”的 存在 性 . 

再 设 有 型 人 和) = 居 轨 一 种) 全 全 (十 瑟瑟 国人) 为 号 
一 1 次 的 和 矩阵， 为 数量 矩阵 , 则 易 推 得 

AE— A).[TQ 0) — QH] = RVD— ERY), 《站 

可 以 证 明 MP?(%) 一 QC%) ( 设 车 不 然 , 则 (7) 之 左边 至 少 是 一 
次 的 人 年 阵 , 但 右边 为 数量 矩阵 , 这 显然 是 不 充 许 的 , 这 就 证 
得 了 6 0) 一 QDQG)), 随 而 也 必 有 ?7? 一 RP， 妈 证 明了 
(和) 与 下 的 唯一 性 ， 

最 后 , 着 令 

QP) —A™ TIN + hm SN NG, Nn_i, No 0, 

且 每 记 为 n 级 数量 矩阵 , 则 由 简单 的 计算 可 知 

GE—A}.QP0)+R 

一 An 一 上 No 二 Am 一 
十 人 十》 和 UV 一 是 有 十 (有 0 一 4 1), 

故 再 由 它 等 于 用 (和 ) 而 比较 入 之 同 次 睡 的 系数 (wn 级 数量 矩 
阵 ), 可 得 到 
M,= No, 
M = NAN,, 


os (8) 


=。 206 。 


从 !8) 之 第 一 个 式 子 左 乘 入 4", 第 二 个 左 乘 以 和, 第 三 个 
左 磁 以 4" 2 ,第 叹 一 1 个 左 乘 4， 第 到 个 左 乘 以 及 , 最 
末 式 左 乘 以 召 ， 然 后 统统 如 起 来 ,就 得 到 

mn TM FATA 


-RD, 
到 R=- MPAY. 
间 理 , 可 证 右 商 与 右 余 的 存在 性 与 叭 一 性 , 以 及 
Rn" Mn"(A). 
定理 工 证 完 . 


定理 ] 称 为 和- 记 阵 中 的 祭 式 定理 ， 

再 引进 另 一 全 符号 ， 设 FI 一 ao 各 十 GUI 十 十 本 区 
十 ai 人 等 0 为 基数) 为 和 的 一 和 多项式, 出 定 尽 

居间 一 ao- 本 十 本 再 十 十 四 -1 况 十 味 好 ， 
式 中 妹 是 一 个 ”级 扎 阵 . . 

推论 工 设 产 ) 为 入 的 一 个 下 次 多 项 式 , 肿 为 一 个 多 组 
数 时 引 阵 ， 则 ,小 友 在 唯一 个 再 一 1 状 的 加 旺 加- 站 阵 各 (AX),， 件 
得 

FOE=QOE— A)Q0) +fA) 
-0.0B—A)+f(4). 

证 明 当 子 0) 一 6oN 十 吧 和 1 十 十 全 -十 柱 时 ， 就 有 
FO B=N aB tM t+ 所 以 ,把 
FA): 号 看 做 是 定理 1 中 的 居 (%) 时 ,应 有 

Ro MD(A) 

= ArrooF + A mB+t t+ Am Ba, 
及 

RR -MNCA) 

=00E.A+t+ab. A lt...+a 1E.A+aB, 


n OT 4 


由 于 纯 量 和 矩阵 与 任何 矩阵 相 习 可 以 交换 , 故 易 知 , 腾 (44) 与 
中 (4) 都 为 oo 二 mA +…Tar14+aBE =f(4). 
剩 下 要 解决 的 是 BX) 一 @ 中 CQ).。， 这 是 因为 ， 由 帮 ”， 
一 种" 一 六) 即 得 
fF B— AA = EA) 
-AEA), 
而 
FO EfA)—aB: OE— AA) 
十 本 村. MEB— AADN+'..+a BE A), 
且 每 个 
MB A= OB— A EEA 
= ETA A AA +A BE- A), 
因 之 ， 以 X 瑟 一 不 左 除 或 右 除 (和) 玫 一 了 (4) 的 商 二 一致 的 ， 
放 有 和 @ 中 (0) 一 "CNA)。 证 完 . 
推论 如 设 f(M) 为 入 之 多 项 式 , 及 为 一 个 组 数 量 短 
降 , 别 存在 名 圾 名- 起 阵 各 (入 )， 全 
GEA- -FE 
或 
QM (太一 由) 一 了) 至 
成 全 的 充 要 条 忻 有 是 有 ;一 0. 
这 由 推论 1 即 得 . 
注意 ， 在 推论 2 中 ， 由 和 矩阵 之 等 式 f 了 R=QE-A) 
"站 人 导出 了 74) 一介 ,和 读者 误 以 为 可 直接 将 4 代入 矩阵 等 
式 中 的 大 就 很 简单 地 得 到 ， 完 全 象 在 初等 代数 里 讲 余 式 定理 
时 那样 来 处 理 ， 用 不 着 象 证 定理 工时 那样 . 这 种 想法 是 错误 
的 ,因为 只 从 形式 上 看 ,以 4 代 换 入 好 称 从 和 如一 自 即 得 4 百 
一 及 全 ( 即 拓 和 一 (4 至 一 4 人 (4) 一品 ), 然 实际 上 》 吾 一 4 
+ OB 


NAO— 11 他 1 人 din 
,RA 一 Ca 负 一 好 99 一 上 an 
一 到 nd 一 Go nn 
丽 坟 在 直接 去 代 挽 入 ,右边 变 成 了 
如 一 HE — in 
一 好 51 有 一 a — tan 
— Gn1 一 Gn … 通 一 an 


这 到 底 是 什么 东西 呢 ? 无 法 理解 . 记 以 说 ， 从 子 (O 吾 = aE 
一 4) :日 (不 能 直接 以 A 代入 推 得 7(4) 一 0. 
3) 一 次 入 -矩阵 的 等 价 关系 
这 里 只 讨论 形状 为 A 芋 一 丰 的 一 次 和 证 阵 的 等 价 癌 题 . 
设 是 .号 为 两 个 级 数量 挎 阵 ,如果 )X 且 一 全 一) 再 一 站 .于 是 ， 
电 第 2 节 定 理 5， 知 有 两 个 可 道人 -矩阵 仔 以 }、 NG), 使 
QE-A)—- MOE- B).NG,), 
由 是 册 G) ! 亦 为 汪 疤 阵 , 且 上 式 得 改写 为 
MO AE- A) ~ OBE- B)-NO). (9) 
又 据 定理 1， 知 满足 
M1~ HE-B-.Q0 + 
及 
NO) =@(D -GE—A)+R, 
的 和 -矩阵 日 (与 Qi:(). 数量 矩 阵 尼 与 再 , 是 存在 的 以 
之 代入 (9) 中 ,并 化 简 ,得 
(ABB):.[Q0 -QE -A) 
~ hE BI.R—R.R—A) 
-MR,—R)+(RA- BR,), 
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可 以 用 反 证 法 证 明 @( 和 0 一 上 0)，, 设 车 不 然则 上 式 左 边 至 
少 是 二 次 的 和 耸 阵 ， 而 右边 至 多 为 一 次 的 , 这 显 非 所 许 ， 故 
不 得 不 有 我 (9 一 上 (因而 
A RR) +(RA— BR)=0, 
由 十 又 有 如 :一 起， 而 得 
RA RR {10) 
再 根据 定理 1, 可 令 
MO = OE- A).Q,) +E, 
式 中 刀 :( 为 和 -年 阵 ， 恕 。 为 数量 矩阵 , 于 是 有 
B= MO) -1 MN) 
=[0E- BQ0) +R OE- A) .0 + RR, 
MB—B) ” [th) " ME—A} “7) 起 以 ) “ 瑟 >] 
tAE— A):0Q0) 十 瑟瑟 : 
而 根据 (10) 式 又 有 
RAE— A)= OE- BR, 
以 之 代入 上 式 中 , 就 有 
可- AE—B):[Q) .EA)-.Q, 0) 
RET+ ER.Q,0)] + RE,, 
即 
E— RR,- (E— B). PC), (11) 
页 PO -O00 ,人 加- A).0Q,0) +Q0) .BR,+R.Q,). 
可 以 证 明 二 人 一 O00( 可 用 反 证 法 , 设 车 不 然 , 则 (11) 之 右边 至 
少 为 一 次 的 和 -矩阵 ， 答 与 其 左边 之 数量 定 阵 召 一 屁 BR, 相等 
是 不 可 能 的 , 因 之 不 得 不 有 P(X) ~ O) , 随 而 至 瑟 。= 瑟 ， 即 瑟 
芋 满 秩 的 ， 故 再 由 (0) 式 ,得 和气 = 屁 BR, 若 症 一 罗 ， 这 就 
证 有 明了 ,由 XB 一 A~i.E_B 可 得 症 一 五 . 
反之, 从 是 ~ 妞 ,可知 存 在 矩阵 瑟 满足 P-+14P-B, 故 
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POAB-—AY.P-iEB-B 且 五 之 满 秩 性 当然 瘟 味 着 至 
与 了 P 1! 都 可 视 为 可 道 人 矩阵， 于 是 据 第 2 节 定 理 斑 就 让 
.pp— A~AE—B. 

这 就 证 得 了 . 

定理 名 设 有 两 个 名 级 束 量 和 阵 站 与 吾 , 那 末 %*B 一 4 
cA 一 牛 的 充 要 条 件 是 二 一 酝 ， 


练习 二 十 一 


1 -1 4 2 
4~(。 0) Bo{ _ 四 
证 明 $ 和 下 一 姓 二 AE-B; 并 水 两 个 可 邀 %- 上 矩阵 村 人 与 人 ， 栅 
AE- A~MIY .EB .NY: 


然后 ， 利 用 本 节 的 定理 38 之 证 明 方 法 求 满 秩 和 矩阵 可, 使 难 一 及 -18 有 R.，( 即 
过 一 五 》 
32， 设 导 (入 为 加 次 的 和 -给 降 ， 脏 (为 有 次 的 ?矩阵 ,其 米 之 系数 { 数 重 炬 
阵 ) 为 满 秩 短 阵 ,ms 试 证 ; 有 唯一 个 尖 一 次 的 4- 给 阵 OD) 及 唯一 个 次 
数 芭 地 为 & 一 1 次 的 和 -矩阵 吾 220)， 使 得 
EC) BO QV + RV, 
同样 ， 有 了 唯一 个 h 一 次 的 ?矩阵 人 (OW) 及 唯一 个 次 数 至 名 是 上 一 1 深 的 各 拓 
阵 下 ((3) , 使 得 
MO = Qn) .BO + RNOY, 


第 4 节 特征 和 矩阵 


在 这 章 的 开头 训 已 经 谈 过 ， 从 这 一 节 起 将 研究 如 何 利用 

x%- 惩 阵 的 知识 来 处 理 数 量 和 矩阵 ， 也 就 是 说 对 数量 矩阵 作 较 深 
刻 的 分 析 与 探索 . 

设 征 是 一 个 ?级 数量 符 阵 ， 欲 利用 和 -矩阵 的 理论 来 控 

讨 站 之 性 质 , 势必 先 要 把 44 联系 到 某 个 与 蕊 有 关联 的 *- 箱 
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阵 ， 为 此 , 作 叶 级 和 -矩阵 入 如 一 矶 , 叫 它 为 丸 的 特 在 算 阵 ， 姐 
之 特征 矩阵 入 琶 一 下 的 行列 式 
da = I\E—Al 
是 入 的 一 个 mn 次 凶 项 式 , 叫做 对 的 特 古 多 项 式 ， 因 此 不 论 有 4 
是 玺 著 或 降 秩 , A 一 生 总 是 满 秩 和- 答 阵 . 
44 CN) = |AB—Al=0 
叫做 峡 的 特征 方程 , 它 的 根 时 做 骨 的 特 丁 值 (或 者 叫做 生 的 
特征 栋 )， 假 如 是 有 4 的 特征 值 , 那 末 线性 方程 组 
此: 
BEA)| |=0 (12) 
的 任 一 非 零 的 解 向 量 ( 避 8， 53， 2 ) 思 艇 迁 之 特征 向 量 ， 或 
更 确切 些 叫 做 对 庶 于 入 的 特征 向 量 ,而 因 叉 叫 向 对 应 于 特征 
向 量 ( 拉 ， 苞 ，…， 如 ) 的 特征 值 . 
注意 , 有 4 的 特征 向 量 是 齐 次 方程 组 (12) 的 解 , 因 之 两 个 
矩阵 虽 有 相同 的 特征 值 , 可 有 不 同 的 特征 向 量 ; 反之 , 虽 有 相 
同 的 特征 向 量 也 不 一 定 有 相同 的 特征 值 。 辟 如 


0 一 全 一 此 一 全 
4-(1 3) B- 8 s) 
它们 的 特征 值 都 是 1 与 2, 容易 验证 自 对 应 于 与 9 的 力 征 
向 量 分 别 和 互 :~ (一 2, 1) 与 年 ,一 (1 十 人 成 比例 至 对 
应 于 1 与 2 的 特征 向 量 分 别 和 于 一 (一 2, 9) 与 于 (1 2) 


成 比例 ， 显然 , 于 与 了 都 不 同 互 ， 上 与 点 , 成 比例 , 所 以 4， 
如 没有 相同 的 特征 向 量 。 丸 


ce 3) ?~(o 6) 
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的 特征 值 各 为 二 8 与 2 6, 故 它 们 无 相同 的 特征 值 . 但 蕊 对 
应 于 1 及 人 DD 对 应 于 2 的 特征 向 量 都 是 (a, 0), a 是 尾 何 异 于 
父 的 数 ; 又 妃 对 应 于 3 及 呈 对 应 于 6 的 特征 癌 量 都 是 (0, 中)， 
a 天 0。 所 以 局 及 如 有 完全 相同 的 特征 向 量 . 

要 想 把 -矩阵 的 知识 运用 到 数量 奸 阵 有 上 ,就 是 要 研究 
几 的 特征 搜 阵 , 研究 下 面 三 个 问题 ， 

1、 妆 与 其 特征 多项式 4d 00) 一 |% 吾 一 4 的 关系 ; 

2. 明之 特征 值 和 与 蕊 有 关 的 第 阵 之 特征 值 间 的 联系 ; 

3， 妇 之 特征 值 与 相应 之 特征 向 量 闻 的 种 种 关系 . 

次 先 讨论 第 一 个 问题 . 

1) 二 与 它 的 特征 多 项 式 dC%) 一 |X 吾 一 怒 | 的 关系 。 

辐 兽 通 的 基 变 量 之 多 项 式 一 样 , 形 如 

.Be Di EE Pe WE 
的 式 子 (这 里 总 为 正 整 数 或 零 , m 是 常数 ) 称 为 托 阵 4 的 多 项 
式 ， 候 如 
i 十 Cn， 
过 是 趣 级 矩阵 ,我 们 在 前 节 里 已 经 定义 过 了 
fA) =aod" tad" it... tan 过 十 on 至 ， 

显然 这 也 龙 呈 级 和 矩阵， 下 面 的 定理 是 表示 和 抢 阵 所 与 其 特征 
多 项 式 4 ( 科 间 的 一 个 重要 关系 . 

定理 相遇 菜 - 哈 密 尔 炳 Dayley-Hamilton》 任意 起 阵 及 
为 其 符 枉 多 项 式 竟 报 , 即 da( 肪 ) 一 侣 ( 堆 类 阵 ). 

证 明 和 如一 和 4 之 伴随 矩阵 (BB 一 4)* 奶 是 生 秆 阵 , 并且 
有 

ME— A). EA}*= 4 .EF, 

改 由 前 节 定 理 1 之 推论 2, 就 有 44(4) =O, 证 完 . 

弛 莱 - 喻 密 尔 顿 定理 表明 对 于 任何 % 级 算 阵 矶 , 总 可 找 
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着 一 变量 的 多 项 式 Jo ， 使 f( 有 ;一 GQ， 凡 是 有 具有 性 质 
Pl 夸 ) = 口 的 变量 入 之 多 项 式 p() ,都 叫做 及 的 替 化 多 项 式 ， 
及 闻名 (1) 使 对 罕 化 .及 之 特征 多 项 式 44 人) 一 |XB 一 肝 | 当 
然 使 及 堆 化， 但 是 次 数 比 及 之 级 数 元 低 的 多 项 式 也 可 能 使 
及 零 化 ， 医 如 当 硫 CO 为 nn 级 纯 量 矩阵 时 ， 一 次 多 项 式 
A 一 已 恕 已 使 是 等 化 了 ， 因 此， 对 任何 矩阵 有 态 , 存在 次 数 最 
低 的 零 化 多 项 式 ， 若 限制 其 首 项 系数 为 1, 则 是 的 次 数 最 低 
的 零 化 多 项 式 是 唯一 的 , 叫做 及 的 最 小 多 项 式 , 用 符号 al) 
来 表示 . 

注意 : 最 小 多 项 式 不 一 定 是 上 既 多 的 ， 因 为 即 储 加 ， (A) 
1 gat 和 ,由 1( 有 :patA) 一 四 ,也 不 能 得 出 站 (dd) = 加 
或 pa{ 痊 ) 个, 因为 矩阵 在 乘法 中 有 零 因子 ， 

下 面 来 讨论 及 之 最 小 多 项 式 m4 (%) 与 4 之 任何 零 化 多 
项 式 之 间 的 关系 . 

假定 jw 是 是 之 零 化 多 项 式 ，f (AN 之 次 数 当然 不 比 
ma 的 稀 ， 以 ra (0) 除了 FCN)， 得 

fF) 9 ma (Nh) rh), 

这 里 ,7( 科 三 0 或 了 0 之 次 数 低 于 ma 之 次 数 ， 于 是 , 由 
FO) gt) ema) + FA) -0 及 ma(A} =O, 就 
得 到 7 和) 一 0 由 于 再 也 没有 次 数 较 me4 () 惰 的 多 项 式 可 以 
使 生 零 化 ,就 有 r+(0) 二 0, 因而 m4 00) | FOOD 

有 反之 ,着 malt) zt， 则 由 郑 ( 三 7 4) 又 得 到 

fd =9(d)mafd 一 个 

子 是 证 得 了 

定理 & 多 项 式 f(A) 是 巴 之 零 化 多 项 式 的 充 要 条 件 为 
math) | 了 (特别 地 ,有 ma (3%) [da (A), 即 对 之 最 小 多 项 式 
为 其 特征 多 项 式 的 因 式 ， 
+ DOF， 


既 已 知 ma(X) 14400， 再 问 商 入 是 什么 呢 ? 
今 用 DA 0 于 (分 别 表示 》 吾 一 盘 的 一 切 儿 级 子 式 的 
最 高 公 因 式 和 第 了 个 不 次 因子 ， 于 是 D40D、z#(D 都 是 
44( 和 ) 的 因 式 (j<<n)， 我 们 知道 
Ma = DAN) = DE NA) :TANY, 
(HB A) ~ DN MO), 
其 中 及) 是 4 级 和 - 窍 阵 ,其 rw 个 元 素 的 最 高 公 因 式 是 1 即 
它们 互 质 ， 将 上 式 代入 人 加 一 4 (AB 一 4)" 一 44( 和 ,如 中 ， 
即 得 
GEB— A). DN) MO) 一 DA CD TCD .加 
由 于 D4 :CN) 基 0， 就 应 有 
QE- A.MO) =14() :8. (18) 
据 前 节 定 理 1 之 推论 2, 可知 从 (13) 式 应 得 
I4(4) -0, 
故 电 定理 2, 得 知 
Pa (%) | C0, 
即 有 多 项 式 49 以) 使 
1 (WV =ma 0 9(N. (14) 
另 一 方面 ， 据 ma(4) 一 0 及 前 节 定 理 1 之 推论 2， 又 知 
有 和 -矩阵 五 (， 使 
mod (AN) -B= (HAL (65) 
放 由 (13)，(14)，(15), 就 知道 
AE-A)-MO) = 人 至- A)LO) .9(), 
于 是 , 据 前 他 定理 1 中 的 唯一 性 , 就 有 
MO =L(N gCN), 
说 明了 9 入 为 用 0) 中 民 个 元 素 之 一 个 公 因 式 , 故 由 于 它们 
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的 最 高 公 因 式 等 于 1， 则 必 有 有 
g (A) =1, (18) 
再 合并 (和) 与 (16), 得 到 
JT) 二 ma (XN), 

随 而 J 和) 二 DDD 二 Di 了 和) 寺 Di( 和 mat)， 喜 
证 得 了 : 

定理 3 级 谍 阵 远 之 最 小 多 项 式 mdf(h) 等 于 它 的 特征 
拒 阵 A 吾 一 骨 中 的 第 如 个 不 京 因子 Ta 人， 因而 最 小 多 项 式 
mt) 除 以 特 王 多 项 式 4a( 和 的 商 等 于 特征 起 阵 和 加 一 丸 中 
所 有 nn 一 级 于 式 的 好 高 公 因 式 Di0%N). 

由 定理 3, 易 知 下 面 的 

推论 1 方 阵 有 二 的 特征 多 项 式 的 根 ， 是 它 前 最 小 多 项 式 
的 枢 ， 

证 明 将》 矩阵 % 枚 一 4 北 为 标准 形 


I# 0 
*E— | 1&1 0) 
ON 


时 , 由 第 2 节 的 定理 5 ， 则 知 
Aalh) — 1B A | 一 ee 人 (TCD)， 

¢ 为 非 零 的 常数 (实际 上 , 这 时 应 有 c= 了 )， 车 入 是 4(%) 0 
之 一 根 ， 则 由 444 一 0 知 知 必 为 某 好 人 之 根 ， 故 再 据 
(和 |) 即 得 于 (4) 一 0 亦 即 mwa(h1) 一 0， 证 完 . 

由 推论 工 可 知 : 若 d (入 分解 为 不 同 的 一 次 因 式 之 袜 积 ， 

A) A 

矶 十 站 十 十 训 一 和 之 级 数 ) ,每 如 二 0, 且 当 学 时 入 天 和 
则 
as 1» 


ma, 

式 中 二 和 寺 克 一 了 2 人间 ， 特 唱 地 , 当 每 各 =1 时 ( 央 之 
1 一 10) ,也 必 有 每 4 一 1， 因 而 ra (3%) 二 da(%),， 即 信 有 : 

推论 总 若 拒 阵 对 之 个 特 枉 值 互 异 ， 则 它 疯 最 小 多 项 
起 就 等 于 特征 多 项 式 . 

由 系 阵 妥 与 它 的 特征 密 项 式 44( 和 ) 之 关系 (主要 是 凯 
条 -哈密 尔 顿 定理 ) 引 出 了 过 的 特征 网 项 式 的 一 些 性 质 ( 定 理 
3、3 及 上 推论 1 与 3). 下 而 再 来 谈 4 之 特征 值 的 有 关 问 题 . 

2) 用 之 特征 值 和 与 和 有 关 的 矩阵 的 特征 值 间 的 连 
系 ， 

设 % 级 矩阵 生 的 % 个 特征 值 是 为， ha， …， 和 hn, 先 讨论 方 
程 Ja 一 |XE 一 自 | =0 的 系数 间 的 关系 ， 然 后 再 讨论 与 夺 
有 关 之 征 阵 的 特征 值 . 

据 第 一 章 第 2 节 , 可 将 4a (和) 分 解 为 2 个 品级 行列 式 的 
和 和 , 邵 


A 自 一 G 一 Ga 
4) = 1B- AI~ | 一 和 一 92 Odo 


各 一 ama 0—Gns … 入 一 Gen 


一 人 如 | 十 ， > Ds, + 二)， 


a] 


这 里 D( 如 ，…, 加) 表示 和 级 行列 式 , 它 的 第 条、…、 名 列 分 别 
是 一 用 的 第 各 、… 如 列 ,而 其 余 的 一 上 个 列 ( 如 果 存 在 ， 即 
在 上 <n 时 ) 分 别 为 纯 量 矩阵 如 的 相应 的 列 .， 但 

Db, 下 一) 
这 里 4 …, 如) 是 从 用 中 取 其 第 各， …， 全 列 和 行 而 成 的 
上 级 主子 式 . 于 是 ， 
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A TAG, ,ir) 


Ps 
二 Xr 十 > CA Sh 
式 中 心 是 站 之 一 : 切 上 级 主子 式 的 和 ， 故 证 得 了 : 
定理 和 对 之 特征 多 项 式 44(N) 中 NOssy<m 的 系数 ， 
等 于 站 中 一 雪 n 一 ?级 主子 式 的 和 来 以 (一 1)"". 
于 是 da 中 ?71 之 系数 等 于 有 4 之 主 对 角 线 上 元 索 的 
和 嫌 以 负 导 , 即 为 一 (a 十 Gs 十 十 dmn), 但 又 因 这 系数 等 于 
个 特征 值 和 ，…， hs 之 和 的 反 导 , 故 有 
A 二 A 十 十 六 一 199 十 :十 hn. 
ai 十 Gaz 十 … 十 Gor 通常 电 做 窍 阵 的 迹 ， 记 以 谋 是 即 广 雪 


一 谤 : eu。 因此 ， tr4 一 六 A 


又 ， 4 和) 之 第 数 项 一 方面 等 于 (一 1)"| 丰 |, 另 方面 又 等 
于 《一 Dh 和 ge 和 吉 和 har 二 | 及 |。 因 面 , 当 帮 为 满 秩 时 ， 
ha 不 为 守 及 为 降 秩 时 ， 和 和， 知 中 至 人 少 
有 一 为 零 .， 于 是 ,44 为 满 秩 的 充 要 条 忻 是 它 的 特征 什 匹 一 为 
零 . 由 定理 3 的 推论 1, 又 知 妈 为 满 秩 的 充 要 条 忻 是 其 最 小 
多 项 式 "ma(%) 没 有 零 为 根 , 当 本 为 降 秩 时 , 若 秩 等 于 (二 nn)， 
旭 由 定理 4 得 知 4 中 NG<m 一 站 的 系数 都 为 者， 因此 ， 
da 中 零 根 之 重 数 至 少 是 一。 于 是 有 

推论 二 秩 是 ?的 % 级 起 降 过 之 特征 训 项 式 的 零 根 至 少 
是 名--Y 重 的 . 

因 和 部 级 降 秩 定 阵 丰 之 伴随 矩阵 水 ' 的 秩 至 多 是 1 (第 由 
章 第 5 芝 定 理 2), 故 由 定理 4 又 有 : 

推论 如 革 如 级 拒 隆 首 为 降 秩 时 ,4 如 的 吕 个 笠 枉 值 至 
少 有 nt 一 1 个 为 索 ， 另 一 个 非 零 的 特征 值 (如 在 在 ) 则 等 于 4 
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十 再 3s 十 ，… 十 才 %wp， 这 里 才 。s 是 对 中 元 素 an 的 代数 余子 勾 . 

再 来 讨论 与 入 有 关 之 矩 阵 (如 古 ， 妈 -3 几 " 及 开始 ) 的 特 
征 值 ， 

首先 来 看 妹 '， 由 于 必要 一 是 ) 一 和 吾 一 下 ', 即 得 

A = AB—Al=|I EA) -1AE—A’'| 一 de 人) ， 
说 明 籼 ' 与 4 有 相同 的 特征 多项式 , 因 之 也 有 相同 的 特征 但， 
设 
CD i i I 六 十 em 

则 


于 是 


A"+teoA™ it ten 1d tonE = 0, 


O= CAmiod™T tn cE 
—A™+tod™ to +cnE, 
即 ?54( 且 一 曲 , 故 由 定理 2, 就 有 mu 0 1ma%)。， 同 理 , 又 
有 oa ray， 所 以 md 一 md 即 证 得 了 ; 
定理 5 任何 矩阵 与 它 的 转 置 算 阵 有 相同 的 特 枉 多项式 
及 短小 多 项 式 ,因而 有 礼 同 的 特征 值 . 
关于 4 及" 及 上 4 等 , 先 叙 述 一 些 预 备 知 识 . 
Hi i "fn 
如 


"| 形 的 % 级 矩阵 ( 即 a 一 0 当 6>j 时 ) 
0 0 dn 

叫 上 三 角 矩 阵 ， 同 样 ， 扩 《< 时 9w==0 之 算 阵 (Caw) 册 榴 下 三 
角 和 矩阵 显然 , 三 角 ( 上 或 下 ) 惩 阵 之 特征 借 就 是 它 的 主 对 钊 
线 上 的 2% 个 元 襄 . 

引 理 1 上 三 裔 起 阵 之 积 仍 是 上 三 角 的 ,其 主 对 角 线 上 
元 束 竺 于 音 个 的 对 应 元 之 积 ， 因 醒 上 三 角 和 矩阵 通 之 五 痰 轮 
远 ' 为 上 三 衣 的 ， 其 主 对 角 线 上 的 元 等 于 夺 之 主 对 角 线 上 对 
=。 发 19 。 


应 元 的 亡 交 办， 
证 明 设 有 4=(6) 与 吾 = (bo 都 是 上 三 角 和 矩阵 ， 即 在 
i 时 有 Ay = 0 = pi, 则 对 AB= P= (Dw), 当 % 沁 7 了 时 有 


Py 一 这 Qn = > tbs 二 A by 
$1 0.5,+ 之 co 0 =0, 
f=] += 了 了 +14 
即 如 也 是 上 三 角 的 ， 又 ， 
夫 于 一 卫 用 
Pu = > hn 2 tbr 二 > Sid dubn = din, 
E31 i=1 上 = 二 


故 引 理 工 获 证 . 

同样 , 关于 下 三 角 和 矩阵 , 也 有 类 似 的 结果 . 

引 理 2 对 任何 % 组 起 阵 肛 , 恒 可 找到 一 满 牧 拒 阵 
使 户 14 厂 为 上 三 角 抢 阵 ， 

证 明 n=14 了 时 显然 。 今 归纳 地 假定 对 %* 一 41 级 矩阵 是 成 
立 的 .于 是 , 取 4 之 一 特征 值 和 ,并 取 有 之 相应 于 加 的 一 
特征 向 量 下 ,再 作 一 满 秩 矩 阵 已 使 站; 为 第 一 个 列 向 量 , 即 
和 一 《起 ，…)[ 注 意 ， 这 样 的 瑟 多 得 很 ]， 由 矩阵 相 滋 之 意 
义 , 可 知 有 4 已 的 第 一 个 列 向 量 为 是 下 , 一 入 囊 ， 因 而 Pi1iAPP 
之 第 一 个 列 向 量 为 


1 
P(AX) -Pi ~h( PrED) ~ ol 
0 
即 
A 肯 
Pr4P-| :4 | 
0 


= 20， 


其 中 有 4; 为 m 一 圭 级 证 阵 ，* 为 具 ” 一 上 个 元 的 行 向 量 ， 妈 为 
ix (nm 一 1)-- 奸 隆 ， 由 归纳 法 的 假定 ， 得 知 有 "一 1 级 矩阵 人 
使 riA1 为 上 三角 和 官 阵 , 即 


Qi A = ( 0 ) 


1 
= 
且 有 


411 1 加 1 0 pp 督 1 0 
?Ad (。 oo .No | 


(人 4) 
0 全 4 0 De 六 
显然 是 上 三 角 算 阵 , 故 取 所 记 一 情 即 可 ,证 完 . 


在 令 ia 0 和 为 是 之 中 个 特征 信 , 则 由 引 理 2 知 ， 
存在 满 秩 伟 阵 P, 使 


M1 将 
mr ha ) 
0 A 


于 是 , 再 据 引 理 1, 得 知 


fl 0 
后 , 则 -(a 0 ) 


A | 
PP-i1A*P. (P14APY -| 内 ) 
0 “四 
易 证 胃 亿 矩阵 有 相同 的 特征 多 项 式 与 最 小 多 项 式 , 故 4? 之 特 
征 居 为 计 各 和、 同样 可 证 有 4 之 特征 值 为 下:， 了 及， 
bs， 一般 地 , 对 任 一 和 多项式 了 (8) 一 a0 呈 十 而 名 于 十 ，… 十 本 -区 
十 go 因 有 


1 1 » 


Pf(A): P-aP-iAPtaPiA Pp 
+*torP APtaPEP 


fA) wi 
-| oo ) 
0 了 CO) 


即 .六 和) 之 特征 值 为 了 GD， Fa)，…， fC) , 故 证 得 了 ， 

定理 6 设 % 级 算 隆 对 的 各 个 特 生 值 是 和， 和 Na， 和， 
了 (20) 是 人 的 任 一 个 多 项 式 , 那 未 CA) 的 nn 个 特征 鸽 是 了 (CA)， 
Fa Ow)、。 因 之 让 的 特 手 值 为 到 i A 
之 特 酸 性 为 AT Ag MP 是 正 整 数 ). 

附注 ， 运 用 定理 6, 又 可 以 得 到 定理 8 之 推论 1 的 另 一 
个 证 明 . 因由 定理 6 可知 mal4A) 之 特征 值 是 ma(h)， 
Ta a ， 人 得 ra Cd) 一 OO, 故 44 过) 之 每 一 个 
特征 值 都 是 零 , 即 ma 一 0 人 一 二 2,…， 是 ， 这 就 是 定理 3 
之 推论 1. 

为 了 求 有 44"! 的 特征 值 ， 先 考 虚 4 的 攀 造 . 令 Ta th) 
一 人 "十 okm 十 十 cn- 克 士 如， 于 是 

O=malAd)— A"™teod" -it to Ato,B 
—AtA™ te A" tt.. to 1B) 十 om 再， 
因此 ,着 令 pf) 一 和 有 十 em 十 十 om， 则 有 
:wd) -一 cr 加 

这 样 , 当 用 为 满 秩 时 ， pl) 一 一 外 是 下 且 en 天 0{ 由 于 ma (XY) 


无 零 根 ), 故 A= 一 gCA)， 这 就 证 明了 . 


引 理 3 % 级 满 牧 矩阵 用 的 认 乱 阵 忆 -1， 可 以 写成 次 数 
小 于 品 的 用 的 多 项 式 。 即 有 在 次 数 小 于 吕 的 多 项 式 册 (8)， 
使 得 本 “一 由 4) 


* 22 + 


和 定 | 十 NEO 在 十。… 十 jc 下 一个， 任 一 二 3，…， 大 一 芋 ) 
于 是 我 们 把 * 个 向 量 于 C61,，…, 如 当做 未 知 量 而 有 大 个 
线性 齐 次 方程 的 方程 组 

01 生 1 十 co 下 2 十 … 十 帮 必 rz 一 个 
Az01 训 1 十 209 这 4 十 … 十 Xacr 下 一 自 ， | 


-te 时 十 和 -1 0 证， 十 … ‘A lc; 在 :一 0， 
其 系数 之 行列 式 


pm mM 
NM 
是 范 得 蒙 行列 式 ， 由 于 j 丈 时 有 入 天 为 , 故 DD 天 0, 因而 引用 


克 莱 姆 定理 的 方法 就 得 5 一 0, 但 下 关 0， 故 必 wa 一 0 这 证 
得 了; 


定理 岛 。 对 应 于 算 阵 鸡 的 不 同 的 特 枉 值 的 任 一 组 特征 向 
量 是 线性 无 关 的 . 


由 定理 8{( 或 直接 由 定义 ) 可 知 ， 对 应 于 一 矩阵 骨 之 不 局 
特征 值 的 特征 向 量 是 不 相同 的 ， 但 对 应 于 是 之 同一 个 特征 
值 的 特征 向 看 也 可 能 不 同 , 这 是 因为 Cu 吾 一 4) 避 一 0 之 非 替 


解 癌 量 一 般 有 无 限 多 个 。 现 在 研究 对 于 同一 个 特征 值 和 的 
所 有 特征 向 量 与 站 的 关系 ， 


我 们 知道 : 对 应 于 特征 值 入 之 记 有 特征 向 量 与 霍 向 量 都 


是 齐 次 方程 组 
2 0 
S| 有 | a 
Tn 0 
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的 解 向 量 , 所 有 这 些 解 向 量 形 成 % 维 空间 网. 的 一 个 凶 维 子 空 
间 号 , 则 做 及 对 应 于 入 的 特征 子 空间 , 这 时 hn 吾 一 和 4 的 秩 是 
nk. 
现在 假定 稚 生 ,及 ，…， 得 由 是 (18) 的 一 组 下 个 线性 
无 关 的 解 向 量 . 当然 , 及 关 站 一 和 天 和，(6 一 1,，…', 和 再 选 
Nn 一 下 个 向 量 六 ,11，-…， 了 入 ,使 
下 吕 ， 重 吕 ，…， 且 名， 下 sr 0， 有 
成 为 入, 的 一 组 基底 (参看 第 三 章 ), 作 叶 级 矩阵 
天- 一 【下 由 天 0), "ee, 下 1， “0 村 
于 是 丑 是 满 秩 的 ， 据 矩阵 之 乘法 规则 , 得 到 
PiAP=— (PAXYD, PiAXD, :+, PiAXPD, 
PiARy, '…, PliAX,.) 
= Pe, 
P iA :., PiARX.); 
但 怕 23 和 A 站 是 单位 矩阵 如 的 第 列 , 因 之 和 PP ! 芝 ?是 纯 量 
矩阵 入 如 的 第 5 列 , 故 代入 上 式 中 ,就 得 到 


1 全 .说 
QO MM : 0 
P-14AP-= : : ”| 
0 0 A1 
0 E, 


式 中 如 为 n 一 b 级 矩阵 , 加 是 on 一 甩 xx 下 矩阵 ,表示 为 
hx (一 四 -矩阵 ， 于 是 ， 
da = [IE A|= 1,E— PAPI 
一 A EB |, 
这 说 明 ) 至 少 是 4 的 天 重 特征 值 ,因而 证 得 了 ， 
定理 上 息 隆 及 对 应 于 其 煌 和 枉 值 加 的 煌 和 本子 空间 的 级 
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数 和 不 超过 和 在 34 人 th 中 的 重 数 ， 

定理 9 又 常 写 为 ， 趣 隆之 任 一 特征 值 的 几何 重 灶 不 大 于 
各 的 拭 数 重 数 ， 

特别 地 ， 当 特征 值 和 为 单 根 时 ( 即 入 之 代数 重 数 为 1)， 
则 因 相 应 于 入 的 特征 子 空间 之 维 数 不 小 于 1, 因而 这 时 就 必 
为 1, 故 又 得 到 了 ， 

推论 趟 和 阵 允 的 特征 多 项 式 之 单条 所 对 应 的 特征 子 空 
同 的 维 数 等 于 1 

这 里 , 文 产生 了 两 个 间 题 。 第 一 , 既然 每 个 特征 值 的 几何 
草 数 专 它 的 代数 重 数 ， 于 是 问 等 号 “= ?成 立 的 条 件 怎样 9 第 
一 ， 在 导出 定理 9 之 过 程 中 用 到 了 相似 矩阵 有 相同 的 特征 多 
项 式 ， 于 是 当 有 4, 如 中 有 一 为 满 秩 时 (例如 有 4 是 满 秩 ), 则 
信人 4 下 ) 凡 一 五 4 说 明了 妥 蝇 与 BBA 相似 , 故 有 4 了 BR 与 加 和 
有 相同 的 特征 多 项 式 ; 当 和 4 与 如 都 是 降 秩 时 , 4 如 与 BA 之 
特征 多 项 式 怎 样 呢 * 

我 们 先 解决 第 二 个 问题 ， 第 一 个 问题 关系 重大 ， 下 一 十 
去 解决 . 今 设 74 一 ?< 和 刚 因 有 两 个 满 秩 拭 和 阵 忆 和 人 @， 使 


1 四 


PAQ-E"- 1 


《参看 第 83 页 定理 3 及 第 147 页 定理 6 的 推论 ) , 故 
PABP':- PAQ'Q BP- BC 
C=Q@ 1BP-1= (60)), 
且 
QBAQG- QBP1.PAQG=-C.E™ 
但 易 验 证 
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[人 


Col "** Oar 
E"C- CEB- " 0 
Br Era Crm | 及 : : 7 
0 Cn *** Cnr 


A—C Cr 
| 雄一 再 mmCj 一 | T° A Cr 
A 
0 
太一 CE 一 Car 
一 入 nm 一 


一 Ce "Or 


六 一 1 血 电 一 人 1r 
[IMAB— OE"N|= Cr "大 一 err 
办 
部 
六 一 0 一 ar 
人 由 己 一 全 。 


本 


一 Cr ”大 一 err 


说 明了 PLABYP 与 WV"(BA)Q 有 相同 的 特征 多 项 式 而 


A *" 一 Gy 


为 人 ， 随 而 分 别 和 它们 相似 的 丰 电 与 


— Cr [|] A C— Gar 


二 息 订 有 这 个 公共 的 特征 多 项 式 ， 随 而 也 有 相同 的 进 ， 即 
广 有 4 呈请 A4， 散 证 得 了 ， 
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定理 10 未 论 站 ,如 为 怎样 的 两 个 和 级 起 阵 , 闭 末 4 
与 器 由 兵 有 相同 的 特征 多 项 式 ， 因 此 有 相同 前 特征 值 与 迹 ， 
En. dnth) =Apat), AB=tirBA 

据 定 理 10, 可 推广 而 得 . 

推论 设 FB,, Ba,, “+ 加, 是 站 个 同 明和 起 阵 .Pp 44，,， 四 
肌 ， 的 任何 搬 环 排 刚 1， 那 末 砷 : 首 … 生 与 如, 如 ,-… 甩 ; 有 相同 
的 特征 多 项 式 , 因 之 有 机 同 的 煌 三 值 和 述 . 

附注 读者 可 能 会 问 : 4 号 与 召 是 恒 有 相同 的 最 小 多 项 
元 吗 ? 这 捧 要 举 一 个 例子 即 可 明白 , 答案 是 次 定 的 例如 


1 0 oo 1 1 1 
‘oo) a( 111) 
0 0 0 -110 


1 11 1 10 
an-(1 1 1)-c 24-| +10)-n 
0 0 0 一 1 0 


C 与 DD 之 特征 多项式 均 为 MM(% 一 2)， 故 最 小 多 项 式 或 为 
以 一 加 或 为 节 (X 一 区 但 由 计算 可 知 C3=2C, 故 4 好 之 最 
小 铸 项 式 汐 和 AC 从 一 四 ， 然 
0 0 0 
psp 0 小 
2 一 2 0 
放 召 盘 之 最 小 多 项 式 为 Ja 人 (一 分 ， 
[ 例 ] 设 4 召 =- 刁 玫 证明 直 与 如 有 公共 的 特征 向 量 , 
征明 了 到 时 之 任 一 个 特征 值 ,并 令 有 4 对 应 于 ”的 特征 


则 


+ 所 谓 一 组 有 次序 的 号 个 字母 二 zo， …， nm 的 循环 排列 ， 指 的 是 形状 为 
TE mm, 


和 这 号 辣 


子 空间 ,之 维 数 为 而 下 1， 下, …，X¥h 为 名; 的 一 组 枯 
底 , 于 是 委 导 二 于 (一 1, 2 …, 看， 由 于 4B- 如 4, 可 知 
ABF-B4F-ABX, WM BA, 故 可 写 为 

BR-euk rout touR, (一 工 2， DD. 

今 令 畦 一 o 可 十 oa 本 2 十 … 十 orE 安 ， 设 善 能 选取 不 
全 为 零 的 天 个 数 cl，…，op 使 得 如 用 一 由 有 成 立 , 刚 入 即 为 
我 们 记 要 求 的 三 和 如 的 公共 特征 向 量 . 

但 

BY- PB DoT > ; (> or ar}, 


1 一 疡 2. 
于 是 窝 B= 则 从 大 1 且 3， Uy 有 的 线性 无 关 性 ， 就 有 
Doo = po (t=1, 2, ”3 k), 


故 若 令 
Ci 1 “三 
C= C1 Cos "*" Cap 
Ch CN 
则 上 式 得 篇 写 为 如 下 之 矩阵 的 形式 ， 
CO 
BE-O)| " |-o0. 
os 
由 为 已 知 , 故 只 圳 求 C 之 任 一 特征 值 六 后 , 再 决定 对 应 于 此 
1 
的 任 一 个 特征 向 量 | “上 由 之 可 得 到 
Fn 


和 四 全 日 = 


练习 二 十 二 


1. 假设 及 是 级 蝶 阵 , pp(%) 为 非常 数 的 入 之 名 项 式 , 试 证 ; 
让 若 罗 (| 可 4 (入 则 有 (是 降 秩 的 ; 
i 若 P00 与 吏 4 1%) 之 最 高 公 因 处 为 ED， 则 go( 坝 ) 与 a( 邓 ) 有 等 秩 ， 即 
i 
ii) 而 (本 为 满 秩 的 充 歧 条件 是 罗 以 ) 与 ma(%) 瑟 质 . 
1 0 0 
名， aa 人: 0 :igs 如 一 4 十 和 一 五 全 闻 3 ,并 求 有 0 
总 工 下 
地 设 上 册 一 扣 ， 斌 证 是 之 特征 值 只 能 为 士 1 着 特征 值 都 等 于 1， 则 
六 一 五 
4 设 下 一 吾 尼 是 下 整数 )， 试 证 * 瑟 一 及 的 初等 因子 都 是 义 的 一 次 条 项 
式 ， 
后 ， 设 A 六 是 碟 = ta) 的 3 个 特征 导 ， 证 明 记 闪 一 ,加 ewan 
8. 设 站 是 及 的 特征 向 量 , 证 明 及 也 是 包 4) 的 特征 向 量 ， 这 里 了 (2) 为 x 
之 仔 一 钙 项 式 ， 并 问 :对 应 于 蔬 的 对 之 特征 值 ,和 (A) 之 特征 值 有 什么 关系 4 
7 了， 者 对 任意 簿 阵 发 都 有 好 (六 大 一 0 试 证 A= 品 . 
8， 设 丈 级 乱 阵 用 之 每 元 素 都 是 1, 试 求 由 的 特征 值 ， 并 求 和 之 最 小 过 项 
式 ， 


1 9 | 一] 对 
9 生 性 愉 十 1 
生 


$$. 设 是 一 EE 5 ie 作 十 工 Lm 下 如 之 特征 过 项 式 ， 
从 十】 大 十 让 2 和 一 下 2 1 
2 -1 
10. 设 4=( 3 ) 试 计算 (4 一 54a 十 6543 二 64 一 8 瑟 )-1， 
11. 已 知 级 矩阵 和 扯 的 三 个 特征 值 为 1， 一 2, 2 试 将 及 ww 表 瑟 为 有 生 的 一 


12. 设 通 一 (ai 站 之 下 小 特征 情 为 Hr Wg op 二 mi + 试 求 
起， 役 站 级 矩阵 但 一 Ca 六 的 秩 为 ,下 同一 明 , 试 证 全 有 4 一 六 qa™—?. 


第 5 节 几何 重 数 与 代数 重 数 相等 和 
对 角 和 矩阵 之 关系 


现在 来 解决 在 前 节 定 理 3 后 提出 的 第 一 个 问题 ， 即 当知 
阵 4 之 每 个 特征 慎 的 几何 重 数 等 于 它 的 代数 重 数 时 , 三 究竟 
具有 怎样 的 性 质 呢 ? 谈 几 何 重 数 ， 必 然 率 涉 到 特征 子 空间 ， 
令 和 yh， AM 是 本 之 所 有 互 不 相同 的 特征 值 , 即 

da th) = NE A= A 
而 当 $ 关 了 时 为 天 和 于 是 ri 十 rs 十 十 25 一 中 并 邻 全, 为 
用 关 于 入 的 特征 子 空间 二 1，……, 人， 人 的 维 数 设 为 加 邯 
和 一 第 的 秩 二 7h 一 7 


引 理 二 作 ,, 由 宪 ,UU… 贡 ,一 区 之 维 著 为 i 十 十。 
十 人 yw 


证 明 着 尝 1 十 并, 十 … 


“十 着 =0(CEE 多; )， 则 逐次 地 用 
E, A, A: 


:去 左 乘 ， 郑 利用 有 4 硬 , 二 加重， 就 得 到 
县 :十 且 : 十 … 十 性 一 眉 ， 
和 证; 十 入 证 5 十 -十 和 4 于 3 一心， 
有 十 X3 芋 > 十 -… 十 入 下 一 个， 


Mi- 总 + +1 0, 
因 这 时 有 . 


上 AS-1 a Ak-1 
放 与 证 前 节 定 理 8 的 方法 一 样 ,可 推 得 下; - 再 :一 … 一 下 := 
于 是 , 写 的 每 个 向 量 航 写 为 


sl 


下 一 下 | 十 下 3 十 十 下 【用人 
的 方法 只 有 一 种 , 因 之 人 GE …， 对 中 各 个 名 的 基底 之 
合并 中 为 名 之 一 组 基底 ， 这 就 说 明 名 的 维 数 二 1 十 十 
十 rw: 证 完 . 
有 了 这 引 理 1, 就 容易 解决 每 个 特征 值 之 几何 重 数 等 于 
代数 重 数 的 充 要 条 忻 . 
(一 ) 先 设 每 m= 0 全 一 1 3 人, 即 巡 之 每 特征 值 的 
几何 重 数 等 于 它 的 代数 重 数 . 
这 时 , 车 令 mm 维 空间 人 的 一 组 基底 为 在 给， 及 铝 ，….， 
下 名作 一 2 pp 天 ) 以 它们 为 列 向 量 , 作 和 矩阵 
i .DE 
则 护 有 个 列 ， 妈 了 忆 为 % 级 矩阵 ， 且 由 引 理 1 知 PP 是 满 秩 
的 ， 如 证 前 节 定 还 日 的 方法 一 祥 , 可 知 
P-iAP— P-1. (AE, 2 .pe es D4 2 
一 上 Is。 (Ai 下 和 ， LD, 避 ); i A + | 
= PP A 1, “es 
Md 人] 
和 
“中 


” A 和 mz 个 | 
BR 
证 明了 和 4 与 对 角 符 阵 相 似 ， 
Hs 0) 
二) 再 设 竹 己 与 对 角 甜 阵 相 似 , ,如 有 ~| 下 


Hn 
于 是 Ai …， pn 中 有 ol 个 为 Na …，mnx 个 为 和 
. 233 。 


对 角 矩 阵 之 对 角 线 上 元 素 wr， …, jr 的 位 置 不 论 怎样 调 
换 , 结果 仍 与 原 和 矩阵 相 做 ， 这 是 因为 , 例如 
0 bi 0 .0 
1 Hs 0 0 ... 0 
用 二 Ha Bi, 一 En 0 0 Ls "* DD 


en : = 
性 Ch | Ms 
Hs 办 心 站 
0 Ad QO 1 0 


0 jm 


次 1 my 
:Eo “， 本 了 
这 my 小 
让 名 
即 有 满 秩 矩 阵 忆 = (下 ,也 …- 下 ,y 好 之 第 了 列 记 为 下 ,使 
全 有 0 
1 对 角 和 矩阵 | 3 je D=Qiagla, ea，…，c 

0 “ 


* 333 ， 


PiAP-— 

“和 We 

“a 

ti 站 Hx 
PR 一“ 
— diag {A1, 7*, My es, Ak, Aw}, 
hy 个 HE 个 
故 A4P= PP.- diag {A, "ys A1, wi 入 和 An}, 


由 证 阵 之 乘法 的 意义 ， 得 知 二天 的 前 ww 个 列 向 量 颖 次 
为 用 生 1， 用 ,而 Pdiag {A 2 A1 入 四 之 
前 ma 个 列 向 量 顺 次 为 和 至 :，…， 和 于。 ， 于 是 就 有 

旭 且 ,一 各 是， (人 一 二 9, ), 

大 明了 生 :，…， 有 下。 都 是 对 应 于 特征 值 1 的 忒 之 特征 向 量 ， 
故 由 于 它们 线性 无 关 ( 因 是 满 秩 矩 阵 如 之 mi 个 列 ) 即 知 特征 
子 空间 亿 \, 的 维 数 后 2、 但 又 因 Ta( 前 节 的 定理 幼 ， 
故 有 和 一 mi、 问 理 可 证 位 一 97 一， 天) ， 这 就 是 说 ; 
入 之 每 个 特征 值 的 几何 重 数 等 于 它 的 代数 重 数 、 

于 是 证 得 了 ; 

定理 1 起 阵 站 之 每 个 特 枉 值 的 几何 重 数 等 于 它 的 我 数 
重 数 的 克 要 条 件 是 区 与 对 衣 算 阵 相 似 . 

定理 二 替 涉 到 与 对 角 移 阵 相 做 .但 相似 矩阵 之 产生 与 仿 
射 空间 中 线性 变换 的 矩阵 因 基底 改变 而 改变 有 关 (参看 第 四 
章 第 6 节 )， 仿 射 空间 中 , 基底 改变 的 只 的 在 于 把 线性 变换 的 
矩阵 尽量 简化 ,以 便于 研究 ， 较 简单 的 矩阵 当然 要 算 对 角 拓 
阵 , 于是, 给 了 一 个 矩阵 ， 能 省 把 它 化 为 与 它 拍 似 的 对 角 和 矩阵 
1 234 。， 


呢 ? 当然 , 这 并 非 一 定 可 能 .假如 可 能 , 它 了 的 充 要 条 性 是 秆 
从? 和 认 理工 也 就 回答 了 这 个 问题 , 即 充 要 条 和 件 是 每 个 特征 但 
的 几何 重 数 等 子 它 的 代数 重 数 ， 焉 面 , 对 这 个 问题 作 进 一 步 
的 探讨 . 

当 每 个 mm 一 Ti tt 一 荆 ， 2, ny 时 ， 刚 由 | 理 1 | 2 
-之 Hy 一 和， 妈 宅 守信 1 凯旋 ， te Ss 的 维 数 为 锅 ， 亦 即 矩阵 
若 有 个 线性 无 关 的 特征 向 晤 反之， 当 记 之 维 数 一 mn， 即 
总 "=n 时 , 则 因 每 7<m 且 六 mm 故 这 时 必 有 每 7 一 wm 
于 是 丸 得 到 

推论 1 员 级 起 阵 通 与 对 角 抢 阵 相 人 羽 的 充 要 条 人 忻 是 区 
有 名 个 线性 无 关 的 特征 向 量 。 

又, 据 定 再 1 之 证 明 方 法 , 还 有 : 

推论 名 当 卫 4P=DD 是 对 角 起 阵 时 , 忆 的 和 个 列 向 
量 就 是 对 的 名 个 线性 无 美 风 特 本 向 量 , 这 它们 顺 奖 对 应 的 特 任 
值 就 是 吏 之 对 衣 线 上 师 元 环 ， 

特别 地 , 当 每 = 工时 , 即 和 4 之 特征 值 全 是 单 根 时 , 则 由 
前 节 和 定理 3 的 推论 知 每 一 4， 因 之 每 一 DW 故 又 有 

推论 3 车 所 之 特征 值 侈 为 单 概 时 , 则 验 与 对 角 拭 阵 相 
侯 ， 

推论 8 的 道 显 然 不 成 立 。 就 是 说 , 有 所 虽然 与 对 角 和 矩阵 相 
似 , 但 丰 之 特征 值 可 能 是 重 根 ,这 只 要 看 一 下 对 角 线 上 的 元 
素 相 辣 的 对 角 和 矩阵 就 明白 了 .这 也 就 是 说 , 有 4 之 特征 多项式 
无 重 根 时 , 在 一 定 与 对 角 祭 阵 相 似 ; 但 是 当 用 与 对 角 和 矩阵 相 
位 时 , 44 之 特征 多 项 式 不 一 定 没有 重 根 、 而 对 最 小 密 项 式 冯 
怎样 昵 ? 

。235 。 


因 若 4~ 了 号 =diag{m4，%o，*…， hn}， 则 有 潢 秩 征 阵 天 使 
P-i4P-D, 于 是 易 证 , 不 论 f 站 x) 为 z 的 任何 多 项 式 ， 由 于 
cDr-eCP1AP)* P11(oA*) ,6 为 常量 ,可 其 

P-1.fCA). PfF(D) ~ diag{f 0, fA)}, 
故 若 令 站 (xr) = (£— MN) (vO— Mg (wo hy), {HH Ar, A2, As 是 
妃 之 所 有 不 同 的 特征 值 , 则 这 时 有 (20) 一 0 全 一 二 2 用)， 
因而 忆 1.7CA): P=0, (4A) 一 0, ma Fo 但 有 4 之 任 
一 特征 值 取 必 为 ma 7) 之 根 ， 随 而 aN) 一 0 十 一 二 3 
下 ， 故 不 得 不 有 math 一 A), 即 ma(%) 无 重 根 。 这 就 证 明 
了 : 有 4 与 对 角 人 矩阵 相似 了 时, ma 和) 必 无 重 根 ， 

友之 ,大 ma (X) 一 (六 一 Ai) (XO— A Ch Az) 无 重 根 ， 则 
因 0 一 mk(4) 一 (是 一) 再 ) (一 ja 吾 )… 和 (4 一 各 可 )， 故 反复 
引用 前 章 末 的 例 2 的 结果 厌 得 到 ， 

站 一 和 mw 用) aE 一 加 = 
EAE 


>- > FranE— (EC—1)n, 
因 之 ， 
k 
名 六 BDIsS 1)n. 
但 因 fw 一 浅 一 9 代入 于 式 中 ,就 得 到 


> 人 一 ME 一 让 一 > rs (FO— 1)n, 
于 是 有 


2 rn 一 忆 Ty 
再 与 每 9 忆 mm 合并 , 就 得 到 每 7 一 ?nh， 因 而 , 据 定理 1, 期 生 
能 与 对 角 和 皇 阵 相似 . 
又 ,前 节 定 理 8 说 明 matj) 为 A 如 一 和 的 最 后 一 个 不 变 
"20 


因 了 下属) 故 224 人 无 重 根 { 即 天 局 ) 无 重 根 ) , 随 而 / 吾 一 姓 
之 初等 因子 都 是 和 的 一 次 式 . 故 证 得 了 ， 

定理 名 起 阵 妖 与 对 舟 拭 阵 相似 的 充 要 条 件 是 它 竟 最 小 
多 项 式 math) 没有 重 根 ， 或 它 的 特征 拭 阵 A 无 一 自 的 初等 因 
子 都 是 六 的 一 次 式 . 

定理 2 说明， 要 判断 和 4 能 否 与 对 角 阵 相似 ,就 要 看 它 的 
最 小 多 项 式 有 无 重 根 ,但 特征 多 项 式 的 根 是 最 小 多 项 式 的 根 ， 
因此 判断 吧 4 必 有 无 重 根 ， 就 是 要 判断 特征 值 在 什么 时 候 是 
?94 的 音 根 . 

今 设 特征 值 和 是 mrs) 的 一 个 单 根 , 即 MA) | ma (Ch), 
一 ma( 和 ,所 以 ( 信 一 3 与 ma{ 和 ) 之 最 高 公 因 式 等 于 
以 一 和 9), 因此 存在 两 个 多 项 式 p(X) 和 gt%), 使 得 

A pA A TN) "Ta CA), 
于 是 A E=p(A):(A 一 MBE)?, 从 而 有 TA A, 
表 与 明基 的 结果 TuBnessY4 BE) 比较 ,就 得 
POA hE 一 全 [ 帮 -X 耻 )。 

反 过 来 , 设 入 为 和 4 之 一 特征 值 ,并 有 rd ua 一 rod 
于 是 ， 显 然 有 必 一 ja |ma XY， 下 耐用 反 证 法 来 证 明 为 
ma (A) 的 单 根 ， 设 车 不 然 , 即 有 信 一 03 站 ma ， 则 ma 0) 
三 yA) + (A 一 0)* 因而 由 于 8 人 一 2 人 之 次 数 低 于 ma 人) 
之 次 数 ， 则 知 9(4) (4 一 如 加 ) 关 0， 故 有 不 为 零 的 列 疝 量 了 
使 得 gC: 一 可 B). 了 了 01， 即 CA—iE)-:JA: TsO, 
但 

(‘AhE)gtd) .Y= matA): Y=0. 


f 如 这 芋 不 存在 ， 则 对 单位 矩阵 玉 一 (es, ep， …， Een] 之 每 个 列 向 量 如 + 者 
有 (一 和 90 本 一 DB, 因 之 (一)-g()}:Em0， 所 以 有 {4— 
ME) .yt = 


= 237 


这 是 说 ,线性 方程 组 

(A—hB)’| 2 |=0 (19) 
的 解 下 =9(4)* 开 不 是 方程 组 

(4 一 jn 吾 ) | > |-0 (20) 


之 解 、 可 是 ， 另 一 方面 从 rd_umae 一 oa-uB 区 知人 19) 之 解 
空间 的 维 数 等 于 (20) 之 解 空 间 的 维 数 ， 且 (20) 之 解 又 显 为 
(19) 之 解 , 即 (20) 之 解 宅 间 是 (19) 之 解 空 间 的 子 空间 、 这 样 ， 
这 两 个 解 空 间 一 攻 , 亦 即 (9) 之 解 亦 必 为 (20) 之 解 , 这 又 与 上 
述 予 盾 了 ， 出 此 表明 仿 设 一 0)?|ma (%) 是 不 成 立 的 , 妈 有 
一 A) 中 ma(%)， 这 就 证 得 了 和 是 rt 之 单 根 ， 于 是 就 
得 到 了 : 

引 理 吕 点 之 特 和 在 慎 和 是 时 小 多 项 式 94(%) 的 单 把 的 
充 要 末 件 为 峡 一 ji 加 与 (如 一 ja 再 )2 有 相同 的 秩 ， 

据 此 , 由 定理 2 又 得 到 了 

定理 号 上 岂 与 对 角 起 降 相似 的 充 要 来 件 是 ， 对 于 旭 竟 每 
一 个 特征 值 Wi， 两 个 降 秩 给 阵 克 一 入 如 和 (及 一 和 BJ)” 有 相等 
的 特 , 或 方程 组 (19) 与 (20) 为 同 解 方程 组 . 

回 异 定理 了 的 证 明 过 程 , 还 有 这 样 一 句 话 , 即 对 角 些 阵 对 
角 线 上 元 素 的 位 置 不 论 怎样 掉 换 , 其 结果 仍 与 原 第 阵 相 似 . 在 
那里 ， 仅 就 对 角 线 上 前 两 个 元 素 互 换 位 置 来 考虑 的 ， 一 般 地 
说 , 荐 A aa 902) 是 C04， 839,85) 的 一 个 排列 , 易 证 ;车 
* DE. 


AA=diagfar, Go,", Hr}, 则 yj 
EaiABE,= Es:diag{asy gt Pa Go} By 
—diag {far, 三， 本 
故 有 有 限 洛 个 初等 矩阵 互 ,，…, 了 (每 个 天 都 是 Es 类 型 的 
初等 矩阵 ), 使 
Pirlo PAPHAP PB, 
-B=diang{b, 2, *…, bn}, 


即 
P-iAP-B, P=-PP,...P,. 
反之 ， 若 
A—diag{a, oo 
与 


如 一 diag5 ba, 了 
相似 ， 则 肛 与 如 有 相 问 的 特征 信 ， 因 比 (41， G2, …， dw) 是 
《5 ，53， Bn) 的 一 个 排列 ， 

于 是 , 即 证 得 了 ;: 

定理 多 两 个 对 角 矩 隆 diag 1401, dz， … dn} 和 diag 二 31， 
Bs, ， bn} 相似 的 充 要 条 性 是 (4， G9， tn) 为 (0109 
6.) 的 排列 . 

能 与 对 角 和 矩阵 四 似 的 矩阵 ， 还 具有 人 简便 的 方法 去 求 它 的 
笑 . 我 们 知道 , 如 果 根 据 矩 阵 乘法 的 规则 ,直接 去 求 4*( 当 记 
相当 大 时 ) 是 性 很 麻烦 的 工作 . 但 是 , 恕 果 

~-diag 人 1 An}, 
则 有 满 秩 和 矩阵 号 使 
有 一 diagfx， 四， 


P-1A*P-(P-:A4P)* 
一 吕 设 名 {入 F，A，*…"，A， 
于 是 有 二 一 disg 13， 类 卫 以 此 去 求 十 一 般 


I 


二 


央 之 


说 来 是 较 简 单 的 , 这 时 只 要 去 求 特 征 值 aaa，Xa，…， hn 以 及 对 
应 于 它们 的 -~ 组 % 个 线性 无 关 的 特征 向 其, 从 而 即 可 求 出 已 
今 举 一 例 米 说 明 . 


2 了 100 
[ 例 设 4-(， 3 小 求 4 
解 因 
和 A 一 和 ”一 工 
np-Al- | | 
= (A 一 1) (%—4), 


放 A 之 两 个 特征 值 是 1 与 4, 而 无 重 特征 值 , 于 是 和 4 能 与 对 角 
工 
所 阵 相 似 . 今 取 分 别 对 应 于 工 4 的 一 个 特征 向 量 , 如 人 ( 1 ) 及 


1 1 1 


2 pr 
1 1\/1 0 ) 3 EE 
一 20 2201 1 
2 二 +4:% 一 4 十 41% 
-| ; 


一 分 十 羡 Xd40 1+4+92x 4 
3 3 


特别 地 ， 当 | 之 特征 值 A1, 人 3， 机 Nn | 为 1 之 天 次 捧 
根 时 , 我 们 还 不 必 去 计算 到 只 要 承认 如 之 存在 ,就 可 以 很 容 
» 0 + 


易 地 知道 有 2" 一 臣 : 这 是 因为 
PiAP—= (iP iAP)’ 
一 Qiag 人 1 2, "1 hn} 
一 更 . 


练习 二 十 三 


1. 和 涛 衣 正 整数 天 , 使 验 : 一 五, 则 妈 相似 于 对 角 矩 阵 ， 

3 车 寻 二 和 并 有 一 自然 数 到 2 的 使 全 ?一 和 名 叫 过 是 千 邓 是 降 。 证 明 ， 
和 明 零 算 阵 不 能 与 对 前 定 阵 者 们 ， 

六 设 台 适 全 二 十 并 一 2 吾 , 问 好 能 查 与 对 前 算 阵 相似? 

和 ， 设 二 级 实 和 矩阵 和 的 行列 式 是 负 熬 ， 试 证 : 存 丰 二 级 满 秩 实 短 阵 了 , 使 
于 避 古 为 对 角 引 阵 . 

5 凡 闪 一 寻 的 目 阵 通 到 办 等 扒 任 。 讶 明 : 若 第 等 是 孟 之 碑 一 +,， 刚 站 


E. 8 
与 形 如 { 。 0 ) 的 对 角 滤 降 相 似 ( 玉 ,为 + 级 单位 矩阵 ), 并 且 有 4 十 玉 之 行列 式 为 
2r。 


一 名 一 1 一 十 0 
车 1 全 0 
|. .ht 
设 0 1 -1 小 训 全. 
3 心 和 1 


了 ， 设 入 级 算 阵 益 之 # 个 特征 信 两 两 互 异 , 证明: 凡 其 性 质 由 如 一 下 寺 之 矩 
阵 吾 必 与 对 角 和 矩阵 相 做 , 昌 这 样 的 吾 必 为 昌 倪 为 且 一 所- 力 形 , 其 中 天 四 为 天 之 
多 项 式 . 

8， 任何 只 级 矩阵 入 人 恒 可 才学 为 一 个 满 稚 矩阵 与 一 个 短 等 矩阵 的 积 ， 

9， 设 ”级 矩阵 刀 的 3 个 特征 值 互 异 , 如 与 刀 有 相同 的 特征 和 值 ， 试 证 有 满 
黎 抢 阵 全 及 另 一 拭 阵 县 使 得 4 一 RB 一 RQ.， 


第 6 节 矩阵 的 有 理 标准 形 和 
约旦 标准 形 及 其 应 用 


于 节 研 究 了 惩 咽 与 对 角 惩 阵 相 位 的 问题 ， 并 讨论 了 怎样 


有 1 


的 矩阵 能 与 对 第 矩阵 相似 .但 对 于 一 般 不 能 与 对 钊 抢 阵 相似 
的 矩阵 , 究竟 能 与 怎样 简单 形状 的 矩阵 可 似 昵 ? 本 节 讨 论 这 
个 问题 ， 

我 们 知道 : 4 与 召 相似 的 充 要 条 件 是 和 BE 一 A~ME— EE, 
训 所 求 条 件 当然 联系 上 了 和 加 一 和 4 与 AB 一 如 有 相间 的 不 变 
因 寺 及 初等 因子 于是, 想 解 决 一 个 已 知 矩 阵 和 4 和 某 个 简单 
形状 之 矩阵 召 相 似 的 问题 ， 从 X 殖 一 4 的 不 变 因 子 和 初等 因 
子 去 着 手 基 很 自然 的 思想 方法 . 

已 知 特征 答 阵 和 A 如 一 4 是 和 矩阵, 它 的 不 变 因 子 一般 是 和 
的 多 项 式 . 今 反问 , 任 给 一 多 项 式 4(%), 能 否 找 荐 一 个 矩阵 
(数量 算 阵 ) 使 A(X) 是 它 的 特征 矩阵 的 不 变 因 子 或 初等 因子 
哎 ? 第 3 节 来 的 两 个 例 (参见 第 199~200 页 ) 对 这 个 问题 作 
了 一 个 回答 、 例 2 说 明 算 阵 

000D0 a 
TOO0O.…D0 | 


rr. 0 1 D.… 0 一 站 -二 
0 0 oo 0 一 全 和 
0 0 0 和 1 — i 
的 特征 矩阵 
和 A 0 0 .. tn 
—1 六 人. 0 (Fn 1 
AF— A 0 —1 总 0 本 一身 
0 日 站 hh ds 
0 0 日 一 十 本 


只 谊 唯一 个 非常 数 的 不 变 因 子 
1 


FN) = 


1 日 
| 、 ) 
Ff (8) 


这 说 明了 给 了 一 个 次 多 项 式 了 (X), 确 有 一 个 名 级 矩阵 ， 它 
的 特征 短 阵 只 有 唯一 个 非常 数 的 不 变 因 子 了 六), 子 是 我 们 得 
知 给 了 一 个 矩阵 ， 对 于 它 的 特征 撼 阵 的 每 一 个 非常 数 的 不 变 
因 -, 都 可 以 求 得 象 刚才 说 的 那样 的 窍 阵 , 这 就 提供 了 从 不 变 
因子 莹 手 去 求 出 与 已 知人 奸 阵 相似 而 形状 又 较 简 单 的 第 阵 ， 上 只 
栖 求 法 如 下 ， 

设 用- tay) 是 % 级 算 阵 ， 其 特征 矩阵 入 如 一 息 中 非常 数 
的 不 变 因 了 于 有 = 个; 六 人 (32), 因 之 有 G0 [frz(%) 
他 一 二 2,，…, 8 一 1)， 于 是 ， 


1 


因 之 


本 一 过 一 1 ; 
fi CA) 
£0) 
合 
frah) = 1 十 a 小 wi 十 一 1 让 十 2 
并 作 交 级 矩阵 


iN 
"| ) 
+ N 


其 中 


0 0 0 -2 — ig 
\o 0 .0.1 a 
为 7a 级 矩阵 ,这 里 和 十 ng 十 …' 十 和 一. 

用 这 祥 的 方法 作出 的 * 级 什 阵 下 是 与 MB 一生 中 的 不 变 
因子 紧密 地 联系 着 的 . 显然 , 因 玫 是 分 块 怎 阵 ， 帮 一般 地 讲 ， 
形状 是 较 简 单 的 ， 若 能 证 明 万 ~ 六 , 则 五 即 为 我 们 所 要 求 形 
状 较 简单 而 又 与 丰 相似 的 一 个 矩阵 ， 且 是 从 AX 如 一 自 之 不 变 
因子 着 手 市 得 到 的 . 

定理 1 A~F. 

通常 , 岂 天 为 丰 之 有 理 标 准 形 ,之 所 以 这 样 叫 ,其 原因 不 
外 乎 是 志 的 元 素 是 从 丰 的 元 素 经 过 有 理 运 算 ( 即 加 减 荚 除 四 
则 运算 ) 求 得 的 . 

证 明 向 证 4~ 思 就 只 需 证 明 ) 吾 一 4~X 吾 一 六 就 行 
了 (第 8 节 定 理 2)， 事 实 上 ， 

"AE—N, 


( 
这 里 的 》 吾 一 天 中 之 召 是 和 级 单位 矩阵 ， 而 和 加 一 Ai 中 之 至 
是 让 级 单位 矩阵 , 为 简便 而 用 局 一 个 符 导 .但 


1 时 
| ， 1 ) 
hn) 


AE—F=— 


» 4 


所 以 


EF 


fC) 
1 时 


A 


fh) 
这 就 是 说 AB 一 玉 和 和 如 一 和 4 有 相同 的 不 变 因 子 , 办 此 它们 等 
价 (X 刀 一 ~ 如 一 A4), 即 定理 得 证 . 
当 4 之 特征 矩阵 XB 一 生 中 % 个 不 变 因子 都 是 非常 数 的 
时 候 , 显然 厂 ()，…, ,人 都 是 一 次 式 , 因此 ， 
DO = hg, 
这 时 丈 中 的 各 个 =a, 于 是 ， 


a 
| 人 je qa, 4} =aB, 
| 伐 


即 年 与 纯 重 矩阵 相似 ， 因 此 熏 = 局 ta 扣 =aE.。， 这 就 是 


说 站 也 是 纯 量 矩阵 ， 反 之, 纯 量 给 阵 的 不 变 因 子 显然 都 为 非 
常数 的 , 实际 土 都 是 和 的 一 次 式 ，、 故 有 : 


推论 ” 拭 降 下 是 印 量 经 阵 的 充 要 条 件 是 它 的 和 衬 皇 给 阵 
的 不 变 国 于 都 非常 数 ， 


4 人 5。 


下 面 来 谈 男 一 个 相似 矩阵 的 形状 ， 它 是 与 它 的 特征 托 竹 
的 初等 因子 有 连 系 隐 . 
第 2 节 的 例 1 (参见 第 199 页 ) 又 证 实 了 涉 阵 
tT 0 00 0 
1 & 0.:.:0 , 
4_|0 1 ea 和 0 0 
0 必 口 … 和 人 0 
0 站 有 


的 特征 矩阵 
到 一 吕 0 0 :0 
—1 %—a 0 v0 全 
MB-4| 9 ie 
0 0 0 ，*， 讽 一 本 0 | 
心 他 OO v1 ia 


也 只 有 唯一 个 非常 数 的 不 变 因子 7( = 以 一 四 ”因而 它 也 
只 有 一 个 初等 因子 一 a)", 这 时 我 们 有 


1 
| “1 | 
(A—a)" 


因此 ， 给 了 一 个 % 次 多 项 式 是 一 次 因 式 之 nn 次 智 {如 
一 中 中 时 ， 就 可 作 一 个 % 级 矩阵 ， 使 它 的 特征 短 阵 只 有 
(一 8)" 为 它 的 唯一 个 初等 久子， 于 是 , 给 了 一 个 和 炬 阵 , 对 子 
它 的 特征 矩阵 之 每 一 个 初等 因子 ， 都 可 以 求 得 象 刚才 说 的 这 
样 的 矩阵 ， 这 就 提供 了 从 初等 因子 着 手 去 求 形状 较 简 单 之 托 
阵 使 与 已 给 矩阵 相似 的 问题 , 具体 求法 于 下 ， 

:4 


设 有 4= (aw) 是 郊 级 手 阵 ， 它 的 特征 扎 阵 % 吾 一 种 的 初等 
因子 是 
AA, 
这 里 ， 当 3 世 了 时 可 能 有 加 二 为 , 显然 有 十 嫩 十 二 机 一 np。 作 
而 级 算 阵 


A 中 | 
1] A oo D0 0 
Tl 
0 0 0 :+ A 0 
0 0 -1 A 


并 作 中 级 年 阵 


J 
| * ) 
“J 


车 能 证 明 4~J 则 因 了 之 形状 当然 较 息 简 单 些 ， 故 J 
即 尝 我们 所 要 求 的 从 A 吾 一 古 之 初等 因子 出 发 而 得 到 与 大 相 
似 且 形状 又 简单 些 的 一 个 矩阵 ， 

定理 2 站 ~ 

通常 中 二 将 本 之 约旦 标准 形 ,是 约旦 (Jordany) 首 先 提出 
的 ,每 个 网 叫做 约旦 息 降 ,并 叫做 是 (或 吃 的 执 旦 块 ， 

证 明 因为 


1 昌 
| 的 1 ) 
(A 


* 2 


(一 Na 
A 

根据 第 2 节 的 定理 7, 得 知 以 一 A0*,…， (一 AD* 是 和 E 一 J 
的 初等 因子 ,因此 有 吕 一 4 一 ) 吾 一 定理 2 获 证 . 

当 和 4 之 特征 答 阵 各 一 和 4 的 初等 因子 者 是 一 次 式 时 ， 妓 
后 一 及 一 … 一 天 一 1， 这 时 当然 # 一 和 于是, 每 个 汪 都 是 一 级 
的 , 即刻 一 如， 因此 , 就 有 J 一 diag {A ，…, Mn}， 这 就 是 第 5 
节 定 更 2 中 条 件 之 充分 性 的 另 一 证 明 . 

再 来 识 谈 有理 标 准 形 和 约旦 标准 形 在 解 微分 方程 组 时 的 
应 用 . 

(一 ) 利用 约旦 标准 形 , 解 


= Aw, (21) 


1 Tt 

这 里 44= (qa) 是 % 级 短 阵 , w=| : | 全 -| : | 天 把 4 
dp 
it 


化 为 约旦 标准 形 J J = PAP™, 式 中 卫 = pw)}。 由 C21) 邑 
得 


in 


P, de pA PAP-: 1. Pw. 


= 好 d 包 = 


但 
Cd Om1 a 
， at pugs +p 
过 ， 
一 20， 一 : 
Th dl dr, 
dt Pa Tp 
本 
HF Put Dist) 
一 : -Per 
1 di 
ap 十 十 Zn) 
六 此 有 
J 1 必 1 
3 一 18， 2 一 | : I~-Pz=P| :| 
dn Wn 
Qt 
ot 
dy _| ， 
3 : 
人 
ut 
¥1 
= to 
i 0..F.0 0 1 
到 nm 


# 和 


0 = A 22 = A 人 一 
dyn 


Ca __ 


让 二 二 1 机 Ent Msn. 


C1 Ny, 得 如 一 cem(es 是 参数 )， 再 令 鸭 ~ento(o 是 ; 
的 函数 )， 2 一 十 Mya 可 得 国王 effect 十 o)， 03 是 参数 ， 
间 样 , 令 au 人 其 2 在 上 的 函数 ) 又 得 

ys et( toatt es). 
这 样 继续 往 王 做 , 就 得 到 
yx, 一 ex | Tr 十 


Ch 5 
必 主 ,一 
+- 守 = 二 exit ton |， 


其 中 mo， 都 是 独立 参数 ， 

用 类 似 的 方法 , 又 可 将 V4 Bina Vp 里 次 地 求 出 ， 
继续 往 下 做 , 一 直 可 以 把 gis+tz，…; 所 颇 次 地 求 出 来 . 

求 得 组 ,一 … 如 后 ,由 完 二 局 人 即 得 各, …, 2 ， 即 为 所 
求 线性 微分 方程 组 (241) 之 解 ， 

《一 ) 利用 有 理 标 准 形 来 解 方程 组 (21). 将 4 化 为 有 理 标 
准 形 十 令 玉 =PAPT! 同上 面 一 样 , 令 = Px， 即 得 


Sy Ni 2 
dy _ > 一 = AD Ya 
dt 1 ‘, : 上 

让 " “ 

di Ns \ gn 


+ 200 . 


0 性 心 四 他 一 全 了 hh， 
-5 1 0 0.0 一 和 Wi 
妇 ] 0D. 0 i | Ya 
Cr 4 必 人 站 — ls Mm 
0 0 0.… 1 一 CH1 
于 是 ， 
4 ds 时 
sy = nnd; ~ 01 mim 本 人 二 YI dan， 


国 此 , 护 可 表 为 ,的 积分 ， 从 而 级 也 可 表 为 ,的 积分 ， 继 
续 下 推 , 可 知 ys， …, 1 都 可 用 加, 的 积分 式 来 表示 .由 最 
后 的 表示 式 再 先 求 出 ,然后 般 次 就 可 求 得 入 ， Ya, nl1. 

对 于 其 他 的 只 ,可 以 同样 处 理 . 在 求 得 刀 ,， Ya; 加 之 
后 ,再 利用 人 一 了 gy 就 可 以 把 ,wg，…， 6 全 部 求 出 . 

这 样 , 利用 约旦 标准 形 或 有 理 标 淮 形 , 就 可 以 把 解 微 秃 广 
程 组 的 手续 大 为 篇 化， 上 比较 这 两 种 方法 , 各 有 短 长 .有 了 约 
旦 标准 形 , 胃 , 9 ，…' 就 可 以 直接 写 出 , 因 尼 很 易 求 得 全 ， 
2 gm， 这 是 它 的 忱 点 ; 但 求 和 4 的 特征 值 为,…', 加 不 是 
一 件 容易 事 , 在 实际 计算 中 有 极 大 的 困难 ; 利用 有 理 标 准 带 可 
以 避免 求 特征 值 ， 但 在 求 护 …,， 时 需要 求 积分 也 非 易 事 . 
至 于 用 村 一 方法 适宜 , 应 由 方程 组 (31) 的 实际 情况 来 决定 ， 


练习 二 十 
t、 设 地 为 者 零 矩 阵 , 试 求 旭 十 吾 之 行列 式 。 
323. 若 并 零 师 阵 及 的 我 为 7 试 证 骨 ' 一 心 . 
3, 在 罕 [2]s 中 求 徽 商 变换 他 的 特征 多 项 式 ,并 证 明 在 任意 一 组 基 诡 下 的 
全 之 扯 阵 了 D 都 不 与 对 角 和 矩阵 祖 似 。 


a Wl * 


3 -1 1 
号. “a: 3 -jaaiea 
1 2 -1 


第 7 节 矩阵 之 标准 形 的 几何 意 议 


对 于 征 阵 的 有 理 标 准 形 ， 约 旦 标准 形 ， 及 其 特例 的 对 角 
形 , 现在 来 说 明 这 些 标 准 形 在 几何 学 上 的 和 解释 . 

先 从 育 理 标准 形 来 谈 起 ， 为 便于 说 明 , 应 注意 矩阵 各 的 
有 理 标准 形 一 般 有 两 种 表示 法 ， 前 节 的 定理 1 只 是 其 中 的 一 
种 , 及 一 种 是 


A~F', 
于 是 前 节 定 理 i1 中 下 的 转 冒 糯 阵 , 邯 
N' 
N! 0 
F's 旦 ， 
U x 
而 
0 +1 0 0 心 
0 0 1 0 心 
0 好 0 属 全 
N'= 
1 
0 0 0 0 1 
tny Hi Hm — i 


证 明 的 方法 完全 一 样 。 采用 这 一 种 表示 法 的 目的 , 是 为 了 便 
. 252 。 


于 说 明 攻 何 意义 例如, 设 


包 
1 
一 一 一 
[rm 忆 己 
与 
FL 
bo 司马 
Lo i | 
， 


为 上 级 矩阵 , 则 


Ni 
| 机 
Wi 


是 说 明 ; 在 % 维 空间 中 中 ，4 与 了 对 应 于 同一 个 线性 变换 
他， 办 即 有 这 样 一 组 基诺 Be1, Bs, …, nw， 人 使 其 前 个 向 量 
Bi By, rr, En 县 有 


.ov (22) 
Ex 1 = Br, 
em 一 个 :可 1 十 -十 从 放 
之 关系 ， 同样， 后 % 一 上 个 向 量 Bp+1，…， Bn 可 分 为 一 1 组 ， 
合 每 组 均 有 类似 于 (22) 之 关系 . 
(22) 式 的 几何 意义 是 ， 由 @1， ,Bx 为 基 认 所 生成 的 妆 。 
之 首 维 子 空间 守 1 一 写 [81 B14，*…，Bx1 对 于 线性 变换 .FF 是 不 
变 的 , 即 多 司 台 :的 每 个 向 量变 化 的 铺 果 仍然 在 信 1 网 (Ga 
记名 1), 象 这 样 的 于 空间 仿 ! 叫做 线性 变换 .下 的 不 变 生 空间. 
于 是 ,全 空间 出 可 分 解 为 8 个 不 变 子 空间 的 和 . 叉 , 这 = 个 
于 空间 中 尾 两 个 的 交 为 等 ( 即 零 空间 ), 且 和 的 每 个 向 量 表 为 


s B53F. 


从 这 8# 个 子 空间 内 各 取 一 向 量 之 和 的 表示 方法 也 只 育 一 种 ， 
我 们 把 象 这 样 的 和 叫做 直 和 ,于 是 忠 可 以 分 解 为 8 个 不 变 于 
空间 的 直 和 {不 变 的 意义 措 对 线性 变 搁 了 了 而 言 ). 

又 ， (32) 式 间 时 也 说 明了 @1， 853， B33 ，Bx_1,， er 分 别 等 
于 ez eg eT EF 1 exG (其 中 0 表示 
亿 的 等 次 蜂 ， 即 为 全 等 变换 )， 即 不 变 子 空间 仿 ; 的 一 组 基底 
Bi C9 可 以 由 了 93 分别 作用 于 
同一 个 向 量 &1 而 得 到 , 即 他: 之 一 组 基底 可 由 及 之 诸 客 作用 
于 同一 回 量 而 产生 .共有 这 样 一 组 基底 的 不 变 于 空间 叫 艇 久 
环 不 谈 子 空间 . 

再 注意 和 1 之 特征 矩阵) 如 一 友 5 只 有 一 个 非常 数 的 不 变 
因子 , 就 知道 它 的 最 小 多 项 式 妈 为 其 特征 多 项 式 , 因而 和 N'; 之 
最 小 多 项 式 为 Wi+i 之 最 小 多 项 式 的 因 式 . 但 FF 在 空间 名 
内 对 庶 的 和 矩阵 均 与 和 Ni 相似 ， 而 相似 矩阵 有 相同 的 最 小 多 项 
式 , 故 座 1 之 最 小 多 项 式 与 全 的 基底 之 选择 无 关 , 而 仅 与 线 
性 变换 .9 白 身 有 关 , 央 之 把 名 1 的 最 小儿 项 式 就 叫做 线性 恋 
换 多 的 最 小 多 项 式 , 是 不 会 引起 误解 的 . 

又 ， 由 于 短 阵 扫 之 特征 矩阵 的 不 变 因 子 是 由 有 4 唯一 确 
定 的 , 即 有 理 标 准 形 F' 由 有 4 唯一 确定 , 随 而 和 1 …, 入 ! 亦 
热 ， 因 之 循环 不 变 子 空间 1, Bi,，…, 所 , 队 同 构 外 应 由 
《 即 有 4) 唯 一 确定 . 

总 括 上 述 ， 可 知 任 一 矩阵 必 有 有 理 标 准 形 的 几何 意义 即 
是 ， 

定理 于 对 于 % 维 安 间 员 , 的 任 一 个 线性 变换 .多 ,我们 
总 可 了 凡 把 六 ,分 解 为 8 个 (s 汪 1,8 由 .Y 而 党 ) 这 样 的 杭 环 不 
变 子 空间 各 ;， 吾 :，…， 后 。 的 直 和 ， 表 为 

好 。 一 扣 : 四 中- " ‘DDS,, 
» 35& 。 


使 得 .了 在 SI 内 的 权 小 多 项 式 为 它 在 后 ri 内 的 取 小 多项式 
的 因 式 ， 并 且 这 样 的 分 解除 同 构 的 外 是 唾 一 的 + 

f 销 下 试 讨论 三 维 空间 中 的 向 量 投影 到 誉 标 面 羡 OF 
上 的 投影 变换 . 

解 令 也 表示 所 说 的 投影 变换 , 
因 相 70, 放 对 
应 的 矩阵 (对 基底 王 史 关 面 谊 ) 为 


1 0 0 
A4=I0 1 0 
0 0 0 图 5-1 


于 是 易 知 特征 短 阵 4 如 一 和 的 三 个 不 变 因 子 为 10) 二 1， 
ie 人 一 大 一 二 J 了 (和 ) 一 和 一 人， 故 明 之 有 理 标准 形 为 


因 面 风 必 有 这 样 一 组 基底 Ei, es, Bes, 使 得 宫 : 一 侣 fe,] 与 
与 ?一 名 [es，eaj 为 两 个 不 变 子 空间 ， 维 数 分 别 等 子 芋 与 3, 且 
有 内 s 一 它 : 中 它 ;， 实 际 上 ， 有 ea = EF 一 es，eas ~— Ep. 
例如 取 el 一 i, es 一 J, es 为 在 坐标 而 了 O8G8 上 而 终点 在 过 了 之 
终点 且 平 行 于 乡 轴 的 直线 上 之 任意 向 量 { 如 图 各 -1), 这 时 人 
为 和- 辅 , 仿 ; 为 平面 了 OZ， 同 理 , 他 :与 作 ; 亦 可 分 别 为 了 - 轴 
与 平面 X02. 同样 , 五 - 轴 与 过 2- 轴 且 重 直 于 举 标 曾 XOY 
1 两 个 不 变 子 空间 作 与 各 同 构 , 指 的 是 : 
1) 避 与 多 ' 广 第 三 章 第 5 节 害 义 3 的 意义 下 同 愧 ; 因 之 它们 的 维 数 相等 . 


2) 若 在 1) 之 同 构 关系 中 名 之 向 量 * 对 应 于 礼 ! 之 向 量 w( 即 wz)， 
部 示 xy. 


s Bh * 


的 任 一 平面 (但 不 含 下 - 轴 ) 也 可 以 和 分别 作 为 名: 与 吕 *， 等 等 ， 
[ 例 2] 讨论 平面 中 的 旋转 变换 (旋转 前 为 办， 
解 如 图 后 2,， 车 令 .2 表示 平面 中 的 旋转 交换 ( 旋 转角 
为 0)， 则 由 
tT uu—0000"t 


二 Gos DF, 
可 知 ，:F 对 应 之 矩 
图 5 阵 (对 基底 称 太 为 
cos 上 sing 
4-( _ 守 4 wo) 
其 特征 矩阵》 召 一 生 的 两 个 不 变 因 子 为 I==1, J 人) 一 入 
0 1 
一 2008 9. 入 十 1 故 4 之 有 理 标准 形 为 | jE: 
—1 2.c0908 
时 , 不 变 子 空间 就 是 平面 自身 ( 因 X 如 一 和 4 只 有 一 个 非常 数 的 
不 变 因 子 )， 且 存在 一 组 基底 @1、 6s, 使 对 应 之 矩阵 即 为 
,但 ef me, 7 一 一 时 十 2oo8 昌 es， 例如 取 人 一 时， 
则 如 图 6-2,， es 一 ww， 这 时 22.3 一 村 Be， 且 确 有 
= —i+2c000.0, 
事实 上 ，A0.4B 是 等 腰 的 (04= OB)， 因 向 量 一 与 Be 之 长 
均 为 1 而 种 为 O04 与 0B; 又 向 量 @ 平分 一 下 DB， 故 
4Bya. 于 是 过 B 点 作 平 行 于 五- 轴 之 直线 面 交 向 量 a 于 品 
点 时 , 则 得 平行 四 边 形 4BOO， 因 而 
e 一 一 上 OO= 一 让 aa， 
但 “为 向 量 00 之 长 (因为 a 是 单位 向 量 )， 然 从 A 和 O48 看 ， 
由 余弦 定理 就 有 
* S58 = 


m= AB = 04 + OB —2.0A.0B.c08/ AOB 
一 上 十 圭一 23posfr 一 30) =2.+200828 
一 2{1 十 08 201 =4c089， 
即 ?一 2cos8 这 时 为 方便 计 是 取 2 为 锐角 来 讨论 的 ) . 故 
全 一 一 芋 士 了 08 日 人 


绸 来 谈 约 旦 标准 形 . 从 前 节 定 理 2 之 约 吾 标准 形 


i 
| ~ ) 
。 了 了 


1 知 

(后 级 矩阵 ) 来 看 即 知 在 % 维 空间 中 中 有 这 样 一 组 基底 
ea en， 合 前 而 个 向 量 @，…, Bs, 生成 一 个 而 维 的 不 变 
子 空 间 公 : 一 吝 [e:，…，ex], 而 实际 上 有 

@17 ~ MB, 

En 一 如 1 十 Ne, 

B3. — s+ hy (238) 

Gr ~ Eh, 1 二 AE,, 
其 中 多 为 矩阵 年 遍 对 应 的 线性 变换 . 

同样 ,对 于 后 % 一 如 个 向 量 B41 …, En， 可 分 为 1 一 1 组 ， 
使 每 组 有 类 似 于 (23) 之 关系 ,于 是 六 ,可 分 解 为 个 不 变 于 空 
岂 的 直 和 ; 且 又 因 》 吾 一 和 的 初等 因子 由 妥 唯一 确定 ， 故 这 
LT 


样 的 分 解除 同 构 者 外 是 唯一 的 ， 于 症 又 有 : 

定理 2 对 于 呈 维 空间 内。 之 任 一 个 线性 变换 兄 ,， 总 可 
以 把 轴 , 分 解 为 志 个 (telT,t 由 ?而 定 ) 不 变 子 空间 的 直 和 ， 
使 每 个 子 空间 有 一 组 天 床 吉 (28) 之 表达 式 ， 且 这 样 的 分 解除 
同 构 者 外 是 唯一 的 ， 

注 屿 :定理 2 中 所 说 的 分 解 , 一般 是 指 复 空 间 来 说 的 , 即 
在 复 空间 内 恒 可 这 样 分 解 ， 但 在 实 空间 内 却 不 能 保证 必 可 作 
这 样 的 分 解 , 故 对 实 空间 , 要 保证 能 象 这 样 分 解 , 有 时 需要 将 
开 扩 展 为 复 空间 , 原因 是 初等 因子 要 震 涉 到 特征 值 , 即 率 涉 到 
求 多 项 式 之 根 的 问题 . 

作为 定理 2 之 特例 , 又 有 

定理 号 超 降 姐 与 对 角 纸 阵 相 似 的 充 要 条 件 是 ; 十 所 对 
应 的 线性 蛮 接 浆 可 使 全 空间 中 ,分解 为 而 个 一 维 不 变 子 室 
间 的 直 和 . 

[ 例 3] 讨论 例 2 中 的 旋转 变换 ， 

解 ” 因 旋转 变换 .多 关于 基底 纪 了 对 应 之 抢 阵 为 

coag sing 
4- ( —sing cosgd ) 
破 的 两 个 特征 值 为 入 一 cos8 十 tasin 8, hs 一 co98 一 ain 它们 
互 祥 , 故 站 与 对 角 短 阵 相似 。 因 之 , W 可 分 解 为 两 个 一 维 不 
变 子 空间 的 直 和 和, 即 平面 中 有 两 个 向 量 6@1, @s, 使 1 
CLF Me Ey 一 和 se 


# 读者 可 能 对 此 有 疑问 ， 即 平 面 中 每 个 向 重 经 旋转 变换 F 后 都 应 读 变 为 与 
读 向 量 不 共 线 的 向 量 ( 当 口 让 为 0" 或 180° 时 )， 而 ehe1 又 确 表 示 
向 是 ei 经 旋转 了 后 与 el 北 线 ， 这 又 作 何 解释 呢 ? 这 是 因为 这 里 已 经 把 
它 扩展 为 复 空 间 了 。 


» 2 和 


第 六 章 二 次 齐 式 


二 次 齐 式 的 理论 ， 起 源 于 解析 几何 里 二 次 曲线 和 二 次 曲 
面 提 研究， 在 平面 解析 此 何 里 ， 中 心 在 泽 标 原点 的 二 次 有 心 
出 线 的 方程 是 

Am? + 2Boy -tO = FH, (1) 
又 ,将 坐标 轴 经 旋转 变换 
人 cog OY sin #, (2) 
y= Sin p+y" coa 1, 
可 使 民 ) 式 变 为 
人 Aw Oy2=F, (3) 
因为 < 了、(3) 两 式 中 的 常数 项 下 是 一 样 的 ,所 以 变换 人 人 只 是 
将 二 次 齐 式 do 十 2 十 CO 久 变 成 4 十 CY 使 丑 积 多 
的 系数 等 于 零 . 显然 , 变换 (2) 是 未 知 量 的 线性 变换 ,也 就 是 
向 量 举 标的 线性 变换 ， 这 变换 是 满 秩 和 的， 因为 它 的 行列 式 等 
于 
co0 —Hin | = 
sing oosgl 

在 许多 应 用 方面 , 便 如 在 物理 学 和 力学 中 , 痢 沉 要 我 们 把 
二 次 齐 式 中 未 知 量 的 个 数 扩充 到 ”的 情形 ， 而 且 系 数 及 未 知 
量 还 不 一 定 都 取 实 数 ， 即 可 以 取 复 数 . 本 章 讨 论 一 般 的 二 次 
齐 式 ,讨论 它 册 何 经 过 满 芍 线性 变换 化 为 最 简单 形状 , 即 所 请 
典型 式 , 以 及 它 的 系数 的 变化 规律 . 

ms PH 


第 1 节 化 二 次 齐 式 为 典型 式 


本 节 解 决 引言 里 所 说 的 , 怎样 经 过 洞 秩 线性 变换 , 把 ”个 
变量 的 二 次 齐 式 净 为 n 个 变 晤 的 平方 和 的 问题 ， 象 这 样 内 有 
变量 平方 项 的 二 次 齐 式 , 叫做 典型 式 . 

个 变量 ,…, zw 的 二 次 齐 式 ,一 般 写 为 


各 
Pm Fy oy 和 sj 一 人 oa 


之 形式 ， 著 令 
| Hl Ha re ln 
到 一 | 2 遂 一 | da Gas … sn 
i Tl Gs + nn 
则 易 验 证 ，g (ew ws， 可 表 写 为 给 阵 之 乘积 的 形式 ,如 
Pp lip, Po, + ', wn) = Pasow = HATE, (4) 


这 里 党 ' 是 玉 的 转 置 矩阵 , 即 


点 ' 一 (Ww1, Ta, ry 人 , 


注音 ， 两 个 二 次 齐 式 虽 是 但 等 式 { 即 不 论 变 量 i “人 
取 尾 意 一 组 信 ， 所 得 的 贾 做 值 总 是 相等 的 )， 却 不 一 定 各 对 应 
项 之 系数 必 相 等 ,例如 
0 + wy + Bw + y= (0, » (> | ， 
1 21fg 
V+ owy + ye y= (ww, 5 X } 


“360 。 


而 这 两 个 齐 式 实 际 上 都 等 于 距 二 38Y 十 镶 , 故 它 们 是 恒 等 的 ， 
可 是 矩阵 2 | j* | 1 1 ) 政 从 下 "是 下 三 天 ' 下 ,不 能 晰 
定 媚 = 吾 ,其 可 能 有 太志 如， 但 因 pr 一 ao， 故 为 求 简便 , 假 
设 Cy = Hi 即 在 p(T Coy I?y zi 中 同类 项 合并 后 ,QH 六 天 
的 系数 记 为 38 或 326， 于 是 此 阵 4 具有 性 质 凡 = 4， 有 这 
样 性 质 的 矩阵 叫 对 称 抢 阵 ， 关 于 对 称 矩 阵 说 求 , 有 

浊 理 设 冰 与 召 都 是 对 称 抢 阵 【 生 一 由 如 一 如 )， 车 
下 ' 有 于 昼 二 民情 玉 (6 着 ' 及 前 与 息 ' 五 征 恒 等 则 必 是 = 百 . 


证 明 因 > Gyvivj 一 此 "过 六 三 大 ' 如 且 == Tbumes, 玖 若 


令 三 一 T， go 一 一 和 一 0 代入 ,得 aa 一 24， 同 理 ，gss 一 523， 
一 和。 其次， 若 令 一 wo 一 1 全 一 一 和 二 0 代入 ,又 
得 di 十 Gas 十 a 十 Ga 一 B14 十 Baza 十 ia 十 加 ar， 故 由 已 证 得 之 靖 
果 mr 一 生地 一 1，3,，…) 及 假设 Gy = Gn 村 bo bn 人 他 入 ， 
即 有 241s 一 28544， 轩 之 12 = B19， 同 理 可 知 =:(8 间 拉 ， 这 
证 明了 4 一 如 .证 完 ， 

今后 ， 所 谓 二 次 齐 式 ， 总 约定 它 相应 的 入 阵 异 为 对 称 矩 
阵 , 以 后 不 男 一 一 指明 ， 叉 因 二 次 齐 式 (入 完 全 由 对 称 矩 阵 肪 
决定 ， 所 以 矩阵 4 和 它 的 秩 分 别称 为 二 次 齐 式 p(t …， ww,) 
一 在 ' 媳 下 的 奸 阵 和 它 的 秩 . 

再 加 到 (49 式 用 满 秩 线性 变换 


i 十 Gaga 十 … he 
多 3 一人 91 fonts tT 二 nin 


罕 由 中 时 


i tt 十 Gan， 
即 生 =@ 了 代入 (4) 中 ,这 里 


"201 * 


Got na ?nn Yn 
划 得 
六 (一 一， 

其 中 吾 = 和 全 4 人 = (po) 也 一 定 是 对 称 矩 阵 (这 是 因为 B'= 
AQ 一 不 一 A 一 卢 ), 于 是 了 BI 是 ww 个 变量 
V9 的 二 次 齐 式 ， 叉 ,因为 晤 是 满 秩 的 , 所 以 如 的 
秩 = 几 的 秩 . 故 有 : 

定理 1 设 有 % 个 并 量 0m， a 徊 的 怒 降 为 还 的 二 
决 齐 式 在 '44 至 ,对 于 变量 (六 一 个 示 攻 把 隆昌 之 


Tn 
线性 变 接 航 一 全 了 后 ， 担 出 一 个 五 个 新 灾 量 的 二 次 齐 式 
了 BB 了 ,这里 如 =Q'A0, 它 的 秩 不 定 ， 

于 是 ,( 私 式 经 满 秩 钱 性 变换 圭一 避 王 变 为 护 , 加 的 
典型 蕊 Bg 十 PogB 十 b= 了 "rdiag{b, ba or, Ba} 
问题 ,由 定理 工 就 意味 着 

YQ AQ. 革 寺 LY',diag{d,, bs, i b.}* ¥, 
因为 @ A8 与 diag151,，…，,} 都 是 对 称 的 ,根据 引 理 , 即 得 
QAQ = diag{b, Ba, *, 6.}. 
这 就 说 明了 : 把 二 次 齐 式 (生化 为 典型 式 的 问题 ,就 等 于 求 一 
个 满 秩 矩阵 @, 使 人 @'AQ(CA 是 对 称 的 ) 成 为 对 角 和 矩阵 . 

下 面 我 们 讨论 这 一 问题 , 旧 一 并 来 谈 它 的 基体 求法 . 

首先 证 明 ， 一 定 窑 在 关于 变量 各, …, ws 间 的 满 秩 变 换 ， 
使 二 次 齐 式 or， 9 一 了 go 一 下 /人 在 变 为 新 变量 的 
二 次 齐 式 了 了 如 了 中 必 至 少 有 一 个 平方 项 出 现 ， 这 是 因为 ; 车 
.263 ， 


入 "44& 中 已 有 平方 项 ,如 Gi 天 0, 问题 就 解决 了 ; 若 不 然 , 即 当 
ft G2 = "= nn 二 人 时， 时 至 少 有 党 一 喇 关 0 二 江 人 例 如 
Wi3 交 0, 那 末 满 秩 变换 
一， 多 ) 

rr 1 1 :0 21 

Wo 1 -i 0 .2.. 日 | 恩 
Ep mo oOo 1... 0 2,b 

ol \o0 0 0... 1 人。 
使 二 次 齐 式 站 '4 和 的 项 204owiws 变 成 了 

351s013g 一 3013 邓 一 21323， 

其 中 出 现 了 两 个 新 变量 a 和 2 的 平方 项 , 它们 的 系数 二 0, 而 


县 它们 又 不 能 够 被 其 他 的 任何 项 消去 ( 因 在 其 余 的 每 项 中 至 
少 信 有 变量 有 …, 5 中 的 一 个 ). 


于 是 ， 只 需 考 朵 二 次 齐 式 发 /人 吾 中 的 平方 项 的 系数 mr 
(一 工 ， ty %) 不 都 是 0 的 情形 . 不 损 普 遍 性 ， 可 令 244 和 人， 四 
而 将 生 "4 至 中 所 有 合 wi 的 项 提出 ,得 

是 ' 凡 下 一 gil 喧 十 36azios 十 十 2C1ni0y + SY ewww 
由 于 多 (wi 0) 一 昨 ' 明 在 中 所 有 售 中 的 项 都 全 部 包含 在 
GIT (ra 十 ig "十 qintny 之 中 ,因此 差 

PA Wo, ts) — a (Gm Give 十 "十 Wn 3 
是 一 个 只 会 变 量 mo,，…, vw 的 二 次 齐 式 ， 表 蕊 由 (ws,，…，, ny， 
外 ptm, wy, 7 一 此 1 《QH124 十 hata na) 十 站 (ze， 


…， mn) ， 再 作 线 性 变换 


Y= ay nd, = wi 二 二 1), 


* 2 


Ya i 好 12 ln VW Wi 
即 ?2 |- : 和 |=P, =]， 
tn i 1 i rn 


因为 PP 之 行列 式 =au<0, 故 已 是 满 秩 的 于是, 满 秩 变 换 
古 =@TF(G=- 西 D 化 y(t， …， 0n) 为 

PML, Woy + ns) 一 8 于 入 十 业 (g2， 站 
再 , 关于 变量 之 个 数 n 出 归 纳 法 ,假定 % 一 1 个 变量 Yo， 纺 
的 二 次 齐 式 出 (gs，…， 加 ) 经 过 潢 秩 变 换 ， 


V2 3 
( : ) 一 | : ) (其 中 人 @: 是 m 一 1 级 满 秩 褒 阵 》 
Wn Yh 
能 够 变 成 82 如 十 … 十 65 加 (这 里 86,…*, 5 可 能 有 些 是 信也 可 
能 全 都 是 零 ), 因此 满 秩 变 换 

1 1 0 OV fa 


¥F— Ha 0 必 
: : CQ : 
gr 为 
与 及 一 全 王 合 并 而 得 满 秩 变 换 下 一 怠 乞 其 中 
1 0 :人 峰 1 
Q-G@| ° 如 -| 全 | 
: 2 : 
0 Zn 


入 pt 十 bo 二 十 Bb 这 就 用 归纳 法 
证 得 了 ;rn 个 诺 量 各 ,的 二 次 齐 式 玉 ' 丰 恒 可 经 过 满 秩 
线性 变换 六 一 @ 了 ,， 变 为 新 变量 加 yi 的 典型 式 ， 或 相应 
地 ,对 任意 对 称 窍 阵 盘 , 能 找 出 一 满 秩 抢 阵 @， 使 人 @'4@ 为 对 
角 齿 阵 。 


s 


再 来 谈 二 次 齐 式 化 为 旧型 式 的 几何 意 闵 ， 
回顾 好 ) 式 中 Aw? 十 2Bay 十 OFF 的 wy 是 动 点 卫 对 于 让 
坐标 系 的 坐标 , 如 图 61, 亦 即 问 量 y 


OP=wi+wj, 但 对 新 坐标 系 说 来 ， 说 5 

就 有 OF 二 zw 记 ， 变换 (表示 7 oe A 
局 一 向 量 OP 在 新 旧 些 标 系 下 的 化 A 
标的 变换 . Oi 


推广 这 个 娄 念 ， 设 有 维 空间 6_i 
Wu, 取 它 的 一 组 基底 et，…，eu 把 %1，…, wn 的 二 次 齐 式 


型 
PP rr, Vn) 一 > Bi 一 是/ 甫 到 
和 | 


称 为 在 外, 内 关于 基底 名 ，…，en 的 二 次 齐 式 , 其 中 国 ， pv， 咯 
为 泊 中 门 量 和 对 于 基底 el …, @ 的 坐标 , 即 公 一 2161 十 ': 
+ ns. 

把 gm， …， zs) 化 为 个 变量 汶 ，…， gj 的 平方 和 之 意 
多 ,就 是 要 在 仿 射 空间 外 , 内 找 另 一 组 基底 万， …， 下 , 使 二 次 
齐 式 g(tmy,，…， wn) 对 于 每 个 向 量 

逢 一 WiBi 十 me = 
的 值 , 可 由 公式 
Pm Wo, Wa) mr D9 + Dog + bngs 

来 计算 , 其 中 如 ，8s，-…,，5; 是 常数 。 这 就 是 说 , 二 次 齐 式 
pm 对 于 仿 射 空间 加, 内 的 基底 无 ,，…, 巨变 成 了 上 典 
型 式 ， 象 这 样 的 基底 五 ,'…… 户 叫 做 齐 式 pfo，…， ww) 的 暴 
型 基底 ,而 5， 52， 5 叫做 齐 式 2fc eno) 的 典型 夭 
数 ， 

因为 已 证 得 了 必 有 满 秩 线 性 变换 下 = 和 母 瑟 使 

砷 ' 六 用 一 可 十 十 而 起 ， 


.4 65 » 


战 如 从 关系 式 Cfs, mE 了 一 《el， “ys 中) :好 而 和 作 台 个 问 量 
i=1, 2 “yg nn)， 则 由 昌之 满 秩 性 即 知 下 (=1， EE nn) 汶 
yu 的 一 组 基底 ， 于 是 著 令 向 量 w= (@1, …，em) ' 站 关于 基底 


天 一 1，…，%) 之 坐标 次 z-( : ) 项 
这 
出 一 【er et 一 【石和 

那 未 色 一 KB， pe 6) 下 一 ( 方 fe) 
妃 民 故 必 关 一 人 2Z, 因 之 县 ZZ 下 了 再 由 信之 满 秩 性 , 得 名 = 
了 , 说 明了 作 二 二 一 十 Vr， 有 六 …， 下 为 上 典型 基底 ， 

总 括 上 述 , 证 得 了 下 而 的 三 个 等 价 性 质 ; 

定理 2 (基本 定理 ) i) mn 维 信 射 空间 中 ,内 的 二 次 齐 式 
Pw Wa) 有 典型 基底 ; 

i) 兄 个 变量 代 ， 2 鸭 二 次 齐 式 lw， -… mn 经 过 满 
秩 钱 性 变 撞 生 一 向 了 可 变 为 新 变量 级, 的 典型 式 ; 

ii》 和 性 他 对 称 矩 阵 骨 ， 能 至 少 找到 一 个 洲 秩 起 阵 仙 ,使 
向 ' 夺 三 为 对 角 延 阵 ， 

显然 ,基本 定理 中 ,对 角 算 阵 信 AQ 的 对 角 线 上 不 为 0 的 
元 紊 之 个 数 等 于 矩阵 和 4 的 秩 ， 当 二 次 齐 式 9p(o，…， ww) 的 
系数 mu 都 是 实数 的 时 息 。 可 以 限制 变量 m1,…, om 都 取 实 数 
值 , 岂 就 是 说 仿 射 空间 郧 , 是 实 空间 ,这 时 就 叫 pC， -…, ww,) 
为 实 二 次 齐 式 ， 由 上 面 的 证 明 易 知 ， 这 时 基本 定理 中 满 秩 撼 
阵 寻 的 元 素 都 是 实数 ， 如果 w(w， pt) 之 系数 gy 以 政变 
量 o po 6 可 以 到 复数 , 就 出 ges，'…，w。) 为 复 二 次 齐 式 ， 
这 时 所 讨论 的 仿 射 空间 沈 , 为 复 空间 . 

基本 定理 的 证 明 方 法 , 是 顺 次 分 出 平方 项 ,这 也 提供 了 埠 
二 次 齐 式 化 为 典型 式 的 其 体 方法 ， 
* 蕊 丰 人 = 


- [FA 


[全 上 化 二 次 齐 址 wl, Wa, wa) 一 2%ma -- Baoaos 十 
20103 为 典 锁 式 . 
解 因 二 次 齐 式 pei，zo，za) 缺 变 重 的 学 方 项 ， 故 首先 
施行 满 悉 变 岛 
VY Lay Wa— ays 


1 1 一 ] | HL Wf1 
即 za |=| 1 1 0 Wz 一 Qa Va l 
DD, 心 已 1 | &a 


1 一 1 0 
其 中 | 1 ,| 


0 v1 


日 
使 PP, Va, Ls) 一 (V1, Way Wa) :do| ry , 
iy 
0 1 1 
其 中 < 0 -中 
研一 3 0 
变 成 


WE 
Fv, Ws, Wa) 一 2 一 2 到 — dyys — Byoys = (Wi, Ya, Ys) 中 
da 


—2 一 和 0 


因 六 之 系数 不 为 0， 故 施 行 满 秩 变 挽 
入 一 1 一 2 加 一 Wo 加 二 Ya; 


2 0 —2 
其 中 a-| 0 —2 -au 


" O07 。 


?1 1:2 0 工 7 罗 
EN 加 了 总 工 8 
ds 0 0 工 上 2 
1/2 0 1 
其 中 0 0 1 0 
9 0 1 


使 Pi, Wg, Ta) 一 (ga， Ya, #3) os] 
da 
变 成 


Ph wa, Ta) -吉本 一 23 一 98 一 Beses 


| 
一 《2 29, Xs) 2 22 |， 
如 


1l/:23 0 0 

但 | 0 —2 -4 -Gn0. -e400, 
0 —4 一 号 

又 因 一 23 一 2 吕 一 8zoza 中 并 之 系数 不 为 0， 故 又 施行 满 秩 变 

换 


上 一 好 ， t= —222— dx3， 雄一 加 ， 
2 工 0 OV ti 
即 加 一 工 /3 -人 
入 0 0 1 \t ta 
1 0 0 
其 中 “| —1/2 4 
0 0 1 


* 


-人 


人 
剑 PP, ta, Va) 一 (21, Ye, wel 


z3 


1 


村 成 Pm, To, Wn) 一 古 1 zt 12 + G12 
六 
~ (ti, ts, i :DD. £2 |， 
ta 
二 0 0 
其 中 万 -| 0 -1/2 0 
好 人 站 


此 上 妈 所 求 的 典型 式 ,而 
DPD=CQ, = EA.QQ,, 
夏 变 换 矩 阵 为 
12 2 8 
-000| 1 -1/2 4 
0 0 1 
化 二 次 齐 式 为 典型 式 的 理论 ， 与 解析 几何 学 中 二 次 有 心 
曲线 或 曲面 的 理论 站 类似 ,. 但 却 不 能 作为 后 而 这 个 理论 的 推 
广 , 原因 就 是 这 里 允许 用 任何 一 个 满 秩 线性 变换 ,而 在 化 二 次 
曲线 或 曲面 双 典 型 式 时 所 用 的 满 秩 线性 变换 却 是 特殊 的 一 种 
满 秩 变 换 ， 即 本 章 开 头 所 说 的 (台式 的 旋转 变换 ， 热 面 , 这 一 
个 几何 理论 也 确 可 推广 到 ”个 变量 的 实 二 次 齐 式 上 去 ，. 这 推 
广 囊 敌 化 二 次 齐 式 到 主轴 上 去 (成 者 叫做 二 次 齐 式 的 主轴 问 
是 ,有 了 时 又 简称 主轴 问题 )， 这 将 在 下 章 ( 欧 氏 空间 ) 中 详细 地 
训 以 讨论 ， 
269 。 


练习 二 十 五 


4， 试 化 一 次 许 式 pet zo, tg) 一 ans 为 各 虱 式 , 这 里 qiy= | 一 站 。 

2， 设 和 4 恒 屋 是 同 弘 的 对 体 氏 降 ， 斌 证 肪 B 为 对 竺 的 充 要 条 华 是 4B 一 
BA. 

3 证 阵 惠 = fm] 之 开具 性 质 的 一 一 sf 即 秆 一 一 看 时, 困 寺 为 反对 逢 
组 降 ， 证明 ， 什 一 站 级 由 隆 是 可 丧 示 为 -- 对 称 短 阵 与 一 反对 称 算 阵 的 和 , 崩 这 
样 的 表示 尼 唯 - :本 。 

4， 实 对 你 短 放 之 秩 为 1 时， 共 主 对 角 总 上 凡 不 等 于 沦 之 元 必 为 同 特 号 的 
数 ， 


第 2 节 惯性 定理 


本 节 仅 考虑 洋 空间 关 ( 一 入 ,)， 由 第 I 节 基 本 定理 之 证 
明 ， 我 们 会 发 现 二 次 齐 式 的 典型 式 不 是 唯一 地 确定 的 ， 换 言 
之 , 它 的 典型 基底 或 典型 系数 不 止 一 组 , 这 古 因 为 我 们 可 有 多 
种 方法 化 为 平方 和 .。 例如 , 二 次 齐 式 中 平方 项 之 系数 有 两 个 
或 多 个 不 为 私 时 ， 变 换 矩 阵 之 选择 就 有 许多 ， 现 在 要 解决 的 
问题 是 : 上 典型 系数 唱 不 止 一 给， 但 每 组 中 正 、 负 的 个 数 恒 一 
定 、 


今 设 实 二 次 齐 式 p(w1, oo or) 一 六 drwy 一 慎 'A 四 
中 乍 ' 一 (wy， ws， …, mm) 为 实 空间 条 之 向 量 w 对 于 基底 @y 
… 之 坐标 (一 总 mes }， 这 二 次 齐 式 有 两 个 典型 基底 


i 用 zi 1r 表 向 量 守 对 基底 广 ， 
之 举 标 ,用 入， …, 5 表 光 对 基 席 策 ，…, J, 之 坐标 ， 
它们 的 对 应 坐 标 变换 公式 是 

有 = 了 下 一直 3， 


0 


这 里 他: 与 @@: 都 是 %% 级 满 秩 佐 隆 ， 如 果 二 次 齐 式 glwi,…，， 
wn) 对 于 基 认 五 ,…, J 具有 形状 


p= bi + OR Derg — br, (5) 
而 对 于 基底 ,gw 县 有 形状 
二 上 十 Cpap 一 p41 (6) 


其 中 为 9 之 秩 , 即 aa 一 9， 且 每 六 及 每 4 都 假定 是 正 数 ., 我 
们 瑰 在 就 是 要 证 明天 一 忆 . 

用 反 证 法 , 饶 厌 基 方 ， 木 失 普 让 性 ,本 今天 2， 今 考虑 

二 0 (7) 
因 和 上 每 9 及 每 都 是 oz 加 的 线性 组 侣 , 所 以 好) 式 是 
含 吕 个 术 知 量 fl， wa, …， 6 的 nm 一 p 十 bhC<n) 个 线性 齐 次 方 
程 组 , 辐 之 (7) 必 有 一 个 非 零 的 解 (m1, #2， w,)， 这 说 明了 
适合 (克之 非 零 向 量 钙 一 se 十 … 十 ape 是 存在 的 ， 另 方面 ， 
把 这 非 零 解 代 入 45).、 (6), 即 得 
P= 一 br 

上 故 w 之 慎 一 方面 不 能 为 正 数 而 男方 面 在 同时 到 不 能 为 负数 ， 
故 得 gg 等 于 零 ， 再 , 由 于 六 0, …, 0o>0, 如 会 产生 z=0,， 
zz 一 心 , …，z 一 必 于 是 表 与 个 ) 合 并 又 得 到 到 二 1 十 22979 十 ，， 
十 zn 一 人 0 为 零 问 量 , 这 显然 与 上 述 光 为 非 零 间 量 之 结论 相 韦 
盾 . 故 有 < 不成立。 同 理 , 六 Pp 也 不 行 。 这 就 证 得 了 = 
Pp。 即 证 得 了 ， 

定理 工 《全 次 齐 式 的 惯性 定理 ) 声 一 个 实 二 凑 齐 式 
多 一 了 Bai 之 典型 式 中 , 正 系 邹 之 个 数 与 负 矢 数 
之 个 数 , 是 与 典型 基底 的 选择 没有 关系 的 , 即 为 二 次 齐 式 对 满 
棱 线 性 变换 的 不 变量 . 

正 因 为 它们 是 不 变量 ,所 以 我 们 叫 这 定理 为 惯性 定理 ; 其 
中 正 系 数 之 个 数 称 为 正 惯 性 指数 ,通常 表 为 PP, 信和 系 数 之 个 数 


4 eT 


叫 员 惯性 指数 ， 通 常 表 为 访 ， 它 们 与 秩 7 间 的 关系 为 P+ 态 
一， 太 旧 8 一 一 育 为 二 次 齐 式 2(Gc 9) 的 正 员 号 差 
(或 罕 和 号 差 )， 
推论 。 对 于 实 二 次 齐 式 g(t，…， 9) 一 于 Gvity， 必 存在 
典型 基底 ,使 其 典型 式 为 
PT 二 
即 典 型 式 的 邓 烧 都 是 土 1. 
征明 因 g(wm,…, mr) 有 典 弄 基 诡 户 , …, 所 使 p(w 
化 为 典型 式 
PB, 2 — D9 二 :et bpy — ben 
—" bpiryyhy, 


式 中 咏 ， "ee, Bn 为 同 量 守 对 于 基底 起 ， wii i 的 坐标 ， 六 一 
六 yw 而 每 如 为 正 数 ， 再 作 满 秩 变换 一 VBC 1,…， 
P+N), = y= 人 P+ 二 1， ry %)， 即 


Yi 241 
人 | 人 | 人 
yy, 2 
1 
vb 
其 = 1 
中 4 AT | 
1 | 
1 
则 得 PL “了 oj 一 入 二 十 光一 息 记 一 一 起 yw， 这 时 适合 


* 


Cg 的 和 个 同 量 宣 ，…， ,了 即 为 
所 求 之 典型 基 雇 ,而 为 ,…, 加 是 向 晤 完 对 这 新 基底 的 坐标 ; 
T= oa 

在 解析 几何 里 , 研究 二 次 曲线 或 曲面 的 一 般 情况 后 , 紧 接 
着 是 再 研究 退化 的 情形 ， 妈 它 的 代数 式 可 分 解 为 一 次 因 式 之 
积 的 问题 ， 相 应 地 , 实 二 次 齐 式 ofoa pw， 2) 一 了 oj 在 什 
么 情况 下 可 分 解 为 两 仿 实 一 次 因 式 之 乘积 呢 ? 首先 , 设 

OT = (Ot + at + tn) Ba 


, + Batat "+ Bagin) ， (8) 
分 如 下 两 种 情况 分 别 如 以 讨论 : 
i) 两 个 国 式 aaa -aste 十 … 十 put 与 Buti 十 Bata 十 … 十 


pm 是 线性 相关 的 ， 
这 时 , 有 实数 pp 使 Bi 一 pm 一 4, 多 于 是 ,Zauwre 一 
Polo 十 cea 十"… 寺 cn 因 我 们 所 讨论 的 是 用 = (wv) 的 秩 
1 天 0， 所 以 ma， …， a 中 至 少 有 一 个 不 为 0, 不 损 普遍 性 , 令 
i 于 是 满 秩 变换 
Yi ti + hate + nny 
一 和 (一 人 
化 公 ) 式 为 典型 式 ZE 一 PR， 即 了 一 上 
两 个 困 式 mo 十 osws 十 … 十 Got 与 Bo 十 Bowe 十 … 十 
Ran 是 线性 无 关 的 ， 
这 时 ,不 失 一 般 性 ,可 令 
HL a 


z0, 
8， Rs 


于 是 澳 秩 变换 
+ 273+ 


Yi ==- 让 41 迪 1 Coo 十 am, 


Yo = Hiv 十 sa 十 二 


Yn = tn 
化 (3 式 为 Za 一 9goz， 皇 作 满 秩 变 换 
i i We Os Ki Xo Wi i (2—3, "ey my), 
就 得 到 tw 一 2 一 发 一 党 ， 
这 证 明了 ?一 2 s=P~-N=1 一 1=0. 
反之， 完 假定 ?=1， 这 时 二 次 齐 式 化 为 典型 式 应 是 
vi — Mg 的 形状 , 这 里 是 各， wa， *…:，wn 的 线性 组 合 ; 
这 
证 明了 owiws 可 分 解 为 两 个 线性 相关 的 一 次 因 式 之 积 ， 
其 次 ,假定 +*=2, s=0， 这 时 , 典型 式 为 
vi = = C1 2) (i — Yo), 
这 里 久 与 3 都 是 和， …'， 的 线性 组 合 : 
y= A 
Ee i 
号 它们 线性 死 关 ， : 于 是 ，“ 
Vit Ye = (hit m+ Chan Hn) Bn, 
Wi Y= (hz 一 1) 二 oF CA O— Ln) 
想必 线性 无 关 ( 因 从 和 Gh 二 十 民生 AD = 站 得 全 十 六 Dh 十 
于 一 中 i=0， 从 而 有 十 ?= 人 0， 一 [一 昌 ， 旅 = 二 1=0)， 于 是 ， 
这 时 
mt = Cy2) 的 一 os) 
表示 着 是 两 个 线性 无 关 的 一 次 因 式 的 乘积 . 
综 上 所 述 , 即 证 得 了 ， 
和 


定理 号 非 索 的 实 二 次 齐 式 est 能 分 解 为 二 个 线性 
扯 关 (无关 ) 的 一 次 因 式 磁 积 的 充 要 杂 件 是 ?一 1 人 (7 一 2 3 一 0)， 
即 齐 式 之 村 等 于 T( 秩 等 于 也 将 号 盖 为 堆 》， 


练习 二 十 六 

1， 实 二 次 齐 式 的 罕 和 人 正 负 号 益 8 一 定 同 为 奇数 或 者 问 为 偶数 ,并 有 一 
< 

32. 证明: 几 带 间 帝 1 星之 条 件 的 全 两 个 整数 7 和 8 地 交 信 可 鼎 当 找 一 个 非 
于 号 二 将 章 式 的 线 和 正 笛 号 莹 ， 

4， 设 实 二 次 前 式 写 cpzsi 的 正 、 角 漠 性 措 数 分 别 为 王 与 好， 湖区 
Hr 1, Bu, er a 是 性 音 P+N 小 正门 ， 斌 十， 必 存 在 典型 基 遍 天 |， | fh 使 
卫 尝 齐 式 的 典 厨 式 为 

eh EE -一 

半 ， 如 果 二 深 齐 式 瑟 qsjwrtj 一 站 ' 如 加 是 满 秩 的 ( 即 碟 为 满 我), 叫 二 次 齐 谍 
EA nr XR AKA 为 gr 在 行列 式 站 二 | 妇 | 内 的 代数 全 子 壕 ) 为 它 的 道 
武 ， 谍 证 :一 个 满 秩 的 实 二 次 齐 式 和 它 的 逆 忒 有 相间 的 符号 瘟 , 因 之 它们 的 正 、 
贡 惯 性 指数 之 个 米 分 别 相等 ， 

5， 证 明 息 空 间 肉 秩 *+ 的 二 次 齐 民 六 ois) 可 以 化 为 典型 式 友 十 好 十 十 
好 ,， 因 之 复 一 次 济 式 没有 惯性 定理 , 即 任 瘟 ”个 非 兴 的 数 ad， 都 可 为 一 组 
典型 系数 ， 


$$， 非 堆 的 复 二 次 章 式 也 atzaszr 能 分 解 为 琴 个 鳃 性 相关 或 开关 的 一 次 因 式 
滁 积 之 多 村 条 件 是 它 的 秩 等 于 1, 或 等 于 8， 


1234 好 
7. 设 44 一 | 5 | 天 =| 富 |. 问 详 一 次 齐 式 XX/4XK 能 否 分 解 为 
3 生 5 者 bi 
生 妆 6 了 人 Y 
一 次 因 式 之 积 ? 如 能 , 试 分 解 之 并 利用 所 担 结果 而 再 出 到 纳 法 去 考虑 XX'AX， 
式 中 
,时 9 3 ev 入 
1 3 3 4 -ht 
其 一 全 :=| 3 4 5 二 2 
ER 


罗 | 用 于 多 人 gn—1 


bs 


月 ， 设 万 一 站 十 十 全 ap 人 一 1 人 -十 的, 短 一 和 都 是 实数 , i 太 证 涪 : 
二 沈 齐 式 
Plies TA) T+ 二 Lrg 
的 正 , 货 龟 性 指数 分 别 不 想 过 与 立 ， 


第 3 节 二 次 曲面 .二 次 曲线 的 投影 
分 类 和 仿 射 分 类 


这 里 ,我 们 利用 前 节 的 理论 来 讨论 二 次 曲面 ,二 次 曲线 的 
投影 分 类 和 仿 射 分 类 . 


1， 投 昧 分 类 
我 们 知道 , 空间 中 二 次 曲面 的 方程 可 写成 
» .i {9) 
Fit 


其 中 有 一 (aw) 为 一 个 4 级 实 对 称 矩 阵 ， 下 /= (ol wry, mo 
形 示 点 的 投影 坐标 +， 由 上 节理 论 , 知 有 满 秩 变 换 


三 一 天 中 Y=(, ya, Ya, Wi)s (10) 
使 二 次 齐 式 天 ' 是 是 变 为 干 列 十 四 种 典型 式 
加 ?十 史 十 人 十 2 
1 时 上 | ww 十 人 0 十 a 
0 十 0 十 人 一 3 如 十 人 
二 2 
ott | 
2 全 一 级 一 和 | 一 级 
i | 一 wi 
一 4 一 3 一 约 
— eo — eo ) 


1 假定 了 -9 让 时 不 多 为 兴 的 任 由 个 数 之 一 组 (zt 各， 


引 
44) 为 空间 中 点 wm 和 四 的 提 丹 坐标 0 和 4 池 0 时 , 和 如果 二 一 0 吓人， 
Tay Ta 的 为 无 穷 才 点 (但 区 39 二 本 为 0 , 


= FO * 


中 的 - -种 ， 但 对 方 穆 (9) 说 来 , 因 两 个 方程 左 端 之 各 项 仅 和 差 
符号 时 ,可 视 为 同一 方程 ,而 变换 {10) 能 看 做 空间 中 的 投影 
直射) 变换 , 故 二 次 上 曲面 (9) 可 经 过 投影 变换 变 为 下 列 八 种 曲 
面 标准 形 


十 如 十 3 十 吕 一 人 0…… 虚 椭 球 面 ( 虚 昔 面 ) 
合十 织 十 从 一 生 一 0.…… 町 球面 或 双 叶 驱 曲 
而 或 椭圆 抛物 而 
好 十 02 一 2 一 0 一 收音 叶 双 曲 而 或 双 井 
抛物 而 
i 十 圾 十 侣 二 00…… 典 锥 面 
人 十 时 一 娩 一 人 0…-… 实 锥 面 或 柱 面 
i 十 三 二 0 一 对 虚 平 而 
pi 一 组 二 Dr: 一 对 实 平面 
w1 一 0.……' 二 个 重合 的 平面 


中 的 一 种 . 

若 所 研究 的 为 复 空间 的 投影 从 类 ， 则 因 在 复 空间 中 典型 
系数 都 可 假定 等 于 1， 所 以 上 述 入 种 应 合并 一 些 面 成 下 列 凤 
种 ， 


呈 十 吗 十 咀 十 吗 一 0…… 常 态 二 次 曲面 
十 坚 十 哎 一 0 二 次 欠 面 
ri eh 对 不 同 的 平面 
过 一 0…… 重 合乎 面 


今 将 上 面 的 铺 果 用 表 烙 表 未 于 下 ， 


和 四 


i 在 实 空 间 内 二 次 曲面 的 投影 分 类 表 ( 表 示 秩 ，* 表 符 
导 差 ) 


了 5 标准 方 程 二 次 曲 一 的 类型 


生 4 税 十 十 红 十 如一 0 ”| 虑 曲面 (常态 的 } 

4 2 于 十 了 十 痊 一 时 一 站 | 常态 用 形 曲 而 (或 非 直 绞 面 } 

生 0 一 一 常态 非 诸 形 曲 面 (或 喜 纹 面 》 

3 3 2 十 2 十 必 一 作 上 杀 锥 面 . 

3 1 TD 稚 面 及 柱 面 (或 育 一 个 顶点 的 
办 而) 


2 人 ~- 对 鹿 平 而 
<“ | 9 对 一 双 一 0 一 对 实 平面 
1 1 ri=0 重合 平面 


1 珊 点 或 是 有 限 适 点 或 是 无 限 远 心 . 
ii 在 复 空间 内 二 次 曲面 的 投影 分 类 表 人 7 表示 秩 ) 


4 入 二 十 十 99 一 人 0 常态 曲面 
3 十 划 寸 拘 一 们 锥 面 5 变 入 曲 面 ) 
3 十 区 一 站 一 对 不同 的 平年 
1 好 一 昌 重合 平面 


用 河 样 的 方法 , 可 以 得 到 平面 上 二 次 曲线 的 投影 分 类 , 今 
将 外 类 的 结果 用 如 下 表格 列 出 ， 其 中 (wi, za， ws) 是 点 (的 


的 投影 坐标 ( 这 里 2 -y). 


由 Ls 


+ Ew 


ii 实 空 间 《 有 乎 高 ) 内 二 次 曲线 的 投影 分 类 下 (rs 的 意 
多 同 意 ) 


3 二 2 二 2 二 人 0 虞 曲线 (常态 的 ) 


2 

3 | 1 二 一 2 一 人 汕 态 二 次 曲线 { 桶 贺 ,、 况 曲线 、 
抛物 线 ) 

9 2 了 十 1- 站 一 对 绰 直 线 

入 站 ?一 入 一 全 一 ' 对 实 点 线 

1 | 1 | 1 一 人 0 合 直 线 


3 条 汪 垃 士 了 = 常态 曲线 

2 于 十 允 一 和 一 对 不 同 的 直线 

1 r=0 重合 的 直线 

2 仿 射 分 类 

我 们 知道 , 仿 射 空间 ( 斜 坐 标 系 } 内 一 般 二 次 曲面 方程 是 
Pave T201481 二 20242 二 + 26sta 二 Bg = 0, C11) 


其 中 上 1。 全 3 ms 是 名 3 让 阿 量 上 对 基 三 1 C2, C3 的 坐标 ， 即 


迪 二 下 { 全 1 十 到 23 十 仑 3 检 3， 
1 {is 13 
| dai a3 中 
Wat tas {an 
是 对 称 抱 阵 ， 固 ys 有 典型 基底 了 于, 万 , 天: 
Cf 天 f3) = (ei, gz，es) :0, 
好 正 满 秩 的 ,十 是 变换 


* 号 了 分 


二 1 Hi 
si 8a 


3 的 
使 > i 一 (mw, ay fa) 碟 | | 
-I 


六 9g 


Hi 
— (yi Yo, YQ AQ: | 

Ya 
= 081+ d+ 50, 


62 
故 全 4 全 一 | en ) 
6s 


这 里 ,二 土 1 或 0, 但 6,, 6,, sa 不 能 都 为 零 . 
因 我 们 是 研究 方程 (11), 所 以 将 它 的 各 项 都 变 号 没有 影 
哆 ,于 是 有 
QD ”4=3.， 这 时 ,方程 人 13 化 为 下 述 两 式 之 一 ， 
i) 蚁 十 鲈 十 绑 十 3640: 十 28gsa3 十 25s403 十 5 一 人 
ii 锭 十 咀 一 拟 + 2 二 20a + 263s03 + ba=0. 
加 74 一 2 这 时 ,方程 (11) 化 为 于 述 两 式 之 -一 ， 
i) 钳 十 跨 十 201491 十 262a912 二 280913 十 B44 一 0， 
i 好 一 名 十 2814971 十 了 5o4073 +208sg3 二 544 = 0, 
电 ra 一 1， 这 时 ,方程 (11) 化 为 
P+ 2b + Dba Bbaaya + Ha — 0 
在 第 中 种 情况 , 即 x4 一 3 了 时, 易 证 方程 分 别 可 写 为 ， 
DD)’ Cn bs) + Cat bn) + yat bar):+- b=0, 
i gi Tb) + (yt ba)— (ya— bo) +46—0 
* 280 。 


的 形状 , 再 经 过 上 坐标 轴 ( 斜 的 7 的 平移 与 伸缩 , 可 分别 变 为 


好 十 党 十 咒 十 1 一 和 0 即 让 中 有 的 B20 虚 撕 球面 

尝 十 吕 十 深 一 1 一 0 妈 让 中 前 了 过 0…… 桶 球面 

计 十 戏 十 状 一 0 妈 i' 中 的 50 仅 有 一 实 点 的 虚 锥 面 
答 十 名 一 如 十 1 二 0, 有 即 记 中 的 850 双 叶 双 曲 面 

相 十 类 一 营 一 工 一 直 即 计 中 的 <0…… 单 吐 站 出 面 

拉 十 踢 一 内 一 0， 即 记 ' 中 的 8=0.…… 二 次 办 而 

的 形状 , 其 出 而 共 六 种 类 型 . 


在 第 @ 种 情况 ,中 x4 二 2 时, 易 证 方程 分 别 可 变 为 
1) C0) + {vat a4) + 2hasys + oh = 0, 
ii)’ Cf 二 #4) 一 《ga 一 Bosa) 7 十 2034a t+ P= 人 0 


形 . 洲 bag 湛 0, 30ssga 十 三 == 2bas( ys 十 到 一) 恋 再 经 过 学 标 轴 


的 平移 与 伸缩 , 又 分 别 变 为 
扩 十 罕 十 2s 一 0.…… 椭 贺 扫 物 面 
愉 一 避 十 各 一 0…… 观 曲 抛物 面 
形 ,好 曲 面 有 二 个 类 型 . 
但 在 ias 一 0 时， 可 先 平 移 坐 标 办， 再 适当 好 伸缩 使 访 ， 
ii)' 分别 变 为 


党 十 八 +1L 一 0 即 访 ' 中 5 人 00-…: 看 柱 面 

党 十 谷 一 1 二 全 , 即 卫 :中心 <0…… 构 图 柱 面 

六 十 必 二 0， 即 切 中 心 一 0 一 直线 (二 个 虚 平 面 
相交 于 一 实 直 线 》 

位 一 台 十 1 一 0, 戎 这 中 8 关 0…… 双 曲 柱 面 

闪 一 疏 =0， 好 启 ' 中 =O… 相 交 的 二 平面 


形 , 表示 的 浊 面 有 五 种 类 型 ， 
* 281 。 


《的 十 Da) 十 了 Do 十 23834g3 十 让 — 心 . 
若 baa — bss ~ 0, 则 平移 及 适当 伸缩 坐标 轴 ， 使 变 为 
好 +1T-0G0>0…… 一 对 平行 的 中 平面 
必 一 1 一 0 信之 0)….… 一 对 平行 的 平 曾 
党 一 045 一 0)……. 重合 了 平面 
共有 三 种 类 型 . 
薪 V54 -Sj bas 中 和 侈 一 次 0 如 PaO, ba =0), 岂 上 方程 开 
写 为 Cth) ?tbe (st) -0, 再 平移 及 适当 伸缩 些 
标 轴 , 就 得 
2 十 Yo 二 站 …… 抛物 柱 面 . 
区 这 时 只 … 个 上 类型， 
加 ! 果 banaa FO, 则 消 释 变换 
Wi 一 是 ， 


Dg t 
2 TE | Dae 


-as 
0 


使 方程 
[十 六 十 23504712 十 353 十 瑟 -= 站 
变 为 
(8 十 下 要 2 二 《的 十 直 一 0， 
于 是 再 平移 坐标 轴 后 , 即 得 


溢 十 加 一 人 0 
形 , 它 表示 势 物 柱 面 ,上 已 论述 过 ， 
这 样 ,总括 得 划 实 二 次 曲面 的 十 七 个 伪 射 类 ， 
" DD a 


7 实 笃 间 内 二 次 脂 面 的 仿 射 分 类 才 


类 别 


及 VI 
VIL 


标准 方 程 


Ti 二 十 23 十 1 一 避 
十 多 十 3 一 1 一 必 
2 二 一 2 十 1 二 作 
1 
好 十 于 二 省 一 站 
1 十 2 一 2 一 站 
2 十 了 十 工 3 一 作 
人 二 
4 二 
十 一 1 一 人 
一人 十 :一 总 
人 二 一 他 
Ti 人 
一 2 一 站 
2 十 一 站 
和 一 工 一 避 
i= 人 0 


曲面 的 类 型 


虑 情 球 面 

椭 球 面 

双 叶 双 曲 醒 
单 时 次 曲面 

只 有 一 实 点 的 虚 锥 面 
二 次 锥 轿 
梯 圆 抛物 而 
双 曲 措 物 面 

虚 柱 面 

椭 癌 柱 面 

双开 性 面 

抛物 柱 面 

交 一 实 直线 的 二 个 只 平面 
相 变 之 一 平面 

一 对 平行 的 虎 平 面 
一 对 平行 的 平面 

惠 合 平 血 


对 于 复 空间 之 二 次 曲面 ， 轩 于 其 二 次 齐 式 的 典型 系数 可 
为 任意 数 , 则 知 上 述 的 工 JI, II、1Y 类 可 合并 为 一 类 和 3 十 
吗 十 十 1 一 0 WV. VW 开 两 类 合 为 一 类 强 十 姘 十 邮 一 0，VII. 
V1 又 合 为 一 类 粒 十 验 十 za 一 全 J 入、 外 1 得 合并 为 蝶 十 
组 十 1 一 0; 下 I]. 外 IV 可 合并 为 品 十 咀 二 0; 了 VW 下 VI 得 合 
为 中 十 1 一 0， 因 之 得 到 二 次 曲面 的 八 个 复 的 仿 射 分 类 , 列表 


于 下 . 


* 


vi) 复 空间 内 二 次 曲面 的 仿 射 分 类 下 


类 唱 标 准 方 各 曲 夯 的 类 型 
I 中 十 品 十 鸡 +1 一 0 | 有 出 心 的 一 次 曲面 

TT T+ 一 人 光 镍 面 

II 对 十 性 十 423 一 : 们 抛物 而 

1xr rl-0 右 中 心 的 柱 醒 

本 4 十 区 9 一 全 朱 构 柱 机 

VI XN 十 二 0 相交 的 二 平 而 

™IT Ti 十 1 二 心 平行 的 二 平面 

wIIT 41 一 站 重合 平面 


7 


我 们 可 以 用 同样 的 方法 讨论 二 次 曲线 的 仿 射 分 类 ， 不 管 
古 在 实 空间 内 或 在 复 空 间 内 ， 现 在 只 将 分 类 的 结果 用 直列 出 “ 
于 下 , 至 于 它 的 详细 推导 留 给 读者 去 完成 

vii) 实 空 间 内 二 次 曲线 的 仿 射 分 类 表 


类 别 曲 线 的 类 型 
I 好 十 过 十 1 一 0 型 椭 贺 

1I1 十 裕一 1 一心 桶 闸 

JiI f+ 一 0D 上 只 有 实 变 点 的 二 个 碟 直 线 
IVW 好 一 只 十 1 一 0 双 曲 线 

Vv 这 一 到 一 有 0 相交 二 直线 

WI Ti+wo—0 珊 物 线 

WIT wt+1—0 一 对 虎 平 行 线 

VIiIl 到 一 上 = 一 对 平行 直线 

Iw 2 一 个 二 重合 直线 


:和 


viii) 复 空 间 内 二 次 上 曲线 的 仿 射 分 类 宕 


I Tit T+1=0 有 心 二 次 曲线 
II fi 二 ro 一 0 无 心 二 次 曲线 (抛物 线 ) 
II 十 2 一 避 让 训 之 二 直线 
| IV l=0 一 对 平行 得 线 
ba X= 二 个 重 含 直线 


练习 二 十 七 
1 证明 :在 4 统 实 空间 内 非 零 的 二 次 间 式 共有 二 tnt 的 个 奖 ， 但 非 堆 的 
二 次 齐 式 方程 共有 王 @ 二 级 个 或- 邓 上 4 一 工 个 闫 (由 是 偶数 或 奇数 而 定 ) ， 
2. 在 4 维 复 空间 内 非 零 的 二 次 章 式 及 它们 的 方程 类 别 怎样 9 


第 4 节 厄 米 特 (Hermite) 齐 式 


实 二 次 齐 式 的 理论 中 ， 有 些 结论 对 于 一 般 的 复 二 次 齐 式 
就 没有 意义 .例如 , 一般 的 复 二 次 齐 式 没有 惯性 定理 , 它 的 典 
殊 式 由 秩 唯 一 地 确定 。 但 对 于 某 类 畦 别 复 二 次 齐 式 ( 叫 栓 厄 
洒 特 齐 式 ), 却 具有 与 实 二 次 齐 式 同样 的 性 质 ， 厄 灯 特 齐 式 在 
应 出 上 很 重要 , 例如 在 量子 力学 的 研究 中 就 百 有 一 定 的 地 位 ， 

nm 维 复 空间 员 内 的 毛 玉 特 齐 式 指 的 是 个 变量 mm，。…。， 
zo 和 它们 的 共 希 变量 二 ,，…', 和 之 间 的 下 述 二 次 齐 式 

Pm ,Ds) — 2 quytivy, 
其 中 ms 一 mm。 于 是 拓 阵 凡 = (ay) 具 性 质 一 4A, 这样 的 矩阵 
称 为 毛 米 特 拒 阵 ， 因 之 ， 实 对 称 怎 阵 为 厄 米 特 抢 阵 的 一 个 特 
例 , 且 由 定义 又 知 厄 米 特 和 矩阵 对 人 角 线 上 元 素 是 实数 ,而 实 二 次 
省 车 忆 二 


齐 式 为 捷 米 特 齐 式 的 特例 ， 挡 米 特 齐 式 了 Cozeifos 一 Gain 很 
显然 可 写 为 第 阵 的 珍 示 式 : 


DF Gu 一 (oa， "ys Zn) "性 。 2 一 居 ' 下 


1 
这 里 x-( : ) 我 们 把 m，…， 人 当 作 复 空间 罚 内 向 量 多 
Dn 
对 于 基底 后， @; 的 坐标 ， 色 一 的 2 十 … 二 2， 这 样 , 又 呀 
坚 '4 必 是 由 内 关于 某 底 @， …，eu 的 厄 米 特 章 式 ， 厄 米 特 什 
阵 盘 和 它 的 秩 分 别 叫 做 厄 米 特 齐 式 的 拒 阵 和 它 的 秩 . 
完全 问 第 1、2 告 -: 样 , 可 建立 所 米 特 齐 式 的 理论 , 因 之 
这 里 只 作答 括 王 丢 述 以 及 一 些 必 要 的 简单 证 骨 . 
普 先 , 所 谓 厄 米 特 齐 式 古 ' 姐 下 的 典型 式 ， 指 的 是 要 在 空 
间 潮 内 找 - 一 组 基 诡 让 …, ,使 厄 米 特 齐 式 p81， …， 8,) 一 
Sam 对 于 每 向 最 害 一 B81 十 一 十 Ben 王 扩 下 十 十 Wi 下 的 
值 由 公式 
Pl, 一 303 二 
来 计算 ,其 中 人 …， 和 各 是 与 万 , …, 及 有 关 的 常数 , 这 样 的 
基底 无 ,，…, 天 叫 微 厄 米 特 齐 式 glz，…, %,) 的 并 型 基底 ， 
而 6 明 艇 这 个 齐 式 关于 典型 基底 态 ，…, 六 的 典型 
系数 ， 
特别 要 指出 ， 不 论 变 量 mm,，…，, wo 取 何 值 , 厄 米 特 齐 式 
尺 ' 相 至 总 是 实 艇 ， 厄 米 特 弄 阵 委 之 行列 式 | 4| 也 是 实数 站 
T 1A] =| 4 一 | 及 | 坟 | 及 | 为 实数 ,又 央 过 [4 次 是 数 , 故 ( 术 AX)' 二 
芭 ' 甩 于， 于 电 ( 玉 ' 竹 入) 一 ( 避 ' 及 症 ] 一 《天 /由 充 ) 一 及 /AXK， 这 就 证 明 了 
生 '4X 是 实数 ， 
" RO 


同 第 工 节 中 定理 工 的 证 明 方 法 完全 一 样 , 可 证 : 
定理 1 设 有 nw 个 变量 如 ', 抱 的 毛 米 特 齐 式 大 ' 和 4 下 
对 于 它 的 变量 施行 一 个 满 秩 趣 阵 嫩 的 线性 变换 


人 1 i 
x-( )-e( )-e-r, 
Wi 到 


就 得 到 一 个 有 人 个 新 变量 yi，…， gn 的 毛 米 特 齐 式 了 :BY, 
其 起 阵 及 = 和 'A 旭 ， 因 而 秩 玉 杰 ， 

注意 ， 银 第 1 节 里 引 理 中 那样 强 的 要 求 ， 对 后 米 特 算 阵 
说 来 是 没有 必要 的 ， 换 言 之 ,人 恒 有 : 

引 理 ”不论 退 . 召 是 任何 的 矩阵 ,从 在 ' 几 四 = 下 :办 至 恒 
得 4= 厂 

证 明 和 震 令 用 (a0), 最 一 (003), 则 从 


> att 一 在 "4 下 王 在 ' 吾 各 一 SL bum 


中 令 v1 =1， Vi 一 一 一 各, 二 人 0 代入 之 ， 即 得 W114 一 Pu, 间 理 可 知 


22 一 Oop, 7°, nn 一 站 上 其次， 令 全 一 wz 二 1, 区 一 一 如一 0 懂 
人 之 ， 又 得 到 6&1 十 fag 十 B12 十 G21 一 上 1 十 Dag 十 bg 十 Bay， 故 利用 
a 二 Bu 一 1，…, %) 之 关系 得 到 

3 Wai = bia + D2, (12) 


再 用 四 一 1 2 一 一 必 一 上 代入 , 则 得 
Tt zt (Oa 一 Ca) eo = bi doo (Hig — ba)s, 
故 又 有 
人 tr 一 多 21 — 12— bn, (18) 
从 (12) 与 (18) 即 得 B12 — bis 及 21 = Pa. 
同 理 可 证 @ 一 Bts 关 力 , 这 就 证 明了 4 一 吾 , 引 理 证 完 ， 
于 是 ,根据 定理 1， 和 如 有 满 秩 变换 至 =@ 了 , 使 及 /4 玉 = 
# DOF + 


了 4 了 一 十 一 十 Dryn 为 典型 式 而 有 典型 系数 六 
5 时 , 则 因 
Bi bg Fdiag{h, ba, », b.}* 

故 了 (本 AQ) 了 一 五 diag {01， bz，…， bw 了， 因而 据 引 更 
出 有 多 =diag {5 52 …， bn}. 故 当 站 为 厄 米 特 窍 阵 
时 ,如 4Q 亦 必 这 样 ， 随 而 diag {61，bo,，…, Bn} 也 是 寥 米 特 
的 ， 故 如 ，Bo,，…，B。 为 实数 ， 即 厄 米 特 齐 式 之 典型 系数 均 为 
实数 ， 于 是 ， 求 厄 米 特 齐 式 下 ' 丸 在 之 典型 基底 方 , …, 下 之 
意义 ,就 等 于 求 满 矶 算 阵 上 @ 使 得 多 A@ =- 吾 为 邓 角 和 矩阵 《 因 
之 为 实 的 ). 

现在 采用 第 1 节 中 类 似 的 方法 ,具体 地 来 找 典 型 基底 ; 首 
先 , 如 非 零 的 让 米 特 齐 式 出 (mm ， gl) 一 于 qyziwy(ey 二 Wm) 中 
0 一 1 一 一 on 一 避风 必 有 一 人 4 关 01 关 门 ， 例 如 ms 闪避 易 
证 满 秩 变换 


rl = 1 %4, 9 二 21 十- ly Vi 二 一 号 ， “5 她》 


使 pw "Ty wn 蛮 为 变量 FI, Es ry Kn 的 厄 米 特 齐 式 8' 电 ZZ 


x 
人 ) B'=B, 其 中 2 = 一 5ss 一 201s013>0。 
二 
这 样 ,只 需 考 看 顾 米 特 齐 式 Towsery 中 的 qu 全 一 1 2,…， 
%) 不 全 为 零 的 情况 ， 辟 如 说 oa 关 0， 这 时 易 证 满 秩 变换 
mtn i 
使 PD 1 tn) =—a1 WT (yo, 人 
而 守 (ga, yn) 是 % 一 1 个 变量 #2， Wn 的 厄 米 特 齐 式 , 于 
是 对 变量 的 个 数 % 用 归纳 法 ,证 得 了 下 而 几 个 等 价 的 
定理 2 (基本 定理 ) 让 nn% 维 复 空间 名 内 的 毛 米 特 齐 式 
Zouzeny(ey 一 rn) 一 定 有 典型 基底 ; 
se 


ii) nn 个 变量 94， -…， 徊 的 捷 米 和 煌 齐 式 Bqwtrww; 可 以 用 满 
入 变换 化 为 新 变量 护 ， …， 护 的 典型 式 , 如 ZaaYA0 一 Di 十 
… 十 por， 其 中 了 是 厄 求 特 齐 式 的 秩 【a pv， 5 一 定 是 所 
教 ) 
iiiy》 任何 所 米 煌 赵 阵 丰 , 可 以 至 少 找 得 一 个 满 秩 起 阵 他， 
使 所 得 的 新 厄 米 特 矩阵 全 .4 人 是 对 角 埠 阵 ( 因 之 为 实 对 着 矩 
阵 ) . 
注意 : 震中 全 是 实数 ， 刚 让) 中 所 说 的 满 秩 变 换 的 系数 
以 及 证 ) 中 所 说 的 满 秩 失 阵 妨 之 元 素 也 都 可 以 为 实数 ， 
下 假定 厄 米 特 齐 式 Zawzei 有 两 个 典型 式 : 
和 i 汪 … 2 一 9291 一 一 yr 
与 GZ 人 十 "十 DpZp2n 一 名 + 这 01 一， 一 OZ 
这 里 "是 有 4= (C6) 的 秩 , B81 与 6%=1，…， 入》 都 基 正 数 , 则 和 与 
第 2 节 定 理 二 之 证 明 尝 全 一 样 ,能 证 =w, 因此 得 到 ， 
定理 3 《所 米 特 齐 式 的 惯性 定理 ) 一 个 毛 米 特 齐 式 
Zayvevi(Qy 一 WN) 的 典型 式 里 的 正 、 负 邓 数 之 个 数 , 与 典型 基底 
之 选择 是 没有 关系 的 。 也 就 是 说 ,它们 是 厄 米 特 齐 式 对 于 满 
秩 线 性 变换 的 不 变量 . 
对 于 厄 米 特 和 齐 式 的 正 . 负 惯性 指数 和 和正 负 导 差 , 完全 与 实 
二 次 齐 式 之 情形 一 尽 给 以 定义 . 
由 定理 3, 即 可 得 知 ， 
推论 在 复 空 间 员 内 ,任何 尼 米 将 齐 式 Payt Ci = ty) 
尖 有 典型 基 底 , 佳 它 的 典型 式 为 
33 二 十 4pzF 一 Fp+1p41™—*"" — Spraspty, 
其 中 了 ,站 分 别 为 它 的 正 、 丙 恤 性 指数 . 
证 明 的 方法 与 第 2 节 定 理 1 之 推论 的 证 法 一 样 . 
= 2809， 


练习 二 十 八 


1， 化 厄 米 特 齐 虑 沟 aiEsts 为 站 弄 式 ,并 六 它 的 变换 矩阵 ,这 里 已 知 ou 一 
[ls—t| + (a—Ai. 

2. 设 愉 与 晴 欧 两 个 nn 级 厄 米 特 答 阵 , 试 证 4B 也 为 尼 米 特 矩 陈 的 充 强 芝 
件 是 AB=BA. 

8， 涯 矩 阵 冲 一 (x 站 之 币 具 性 质 ai 一 下 时 (好 有 一 一 如 巴 寻 为 六 所 
求 特 矩阵 . 证明， 任 一 个 上 绩 证 本 可 唯一 邮 写 为 一 个 厄 米 特 矩阵 与 一 个 反 厄 米 
特 所 阵 之 和 ， 飞 , 反 志 米 和 矩阵 对 和 朋 线 上 元 素 为 堆 或 纯 虑 数 ， 

和. 证明; 寻 与 记 中 ,车 有 : 汐 所 米 特 【 反 忆 米 特 ) 甜 阵 ， 则 男 一 必 为 反 厄 
米 特 { 顾 米 特 ) 拭 陈 。 又, 证 明 ; 站 线 友 区 党 特 矩 阵 之 行列 式 为 实数 或 为 纯 谨 数 ， 
全 由 nn 是 偶数 惑 奇 数 而 定 。 骤 , 反 厄 米 特 姑 驯 遂 之 下 次 竺 村 :或 仍 为 反 厄 米 特 
拭 阵 或 是 雍 举 特 的 , 全 由 下 是 坷 对 或 侦 装 而 定 ， 

丘 。 秩 等 二 工 的 丘 米 特 矩 阵 对 角 线 上 凡 不 是 震 的 数 ， 部 明 具 有 同等 号 的 实 
数 ; 秩 守 于 鞋 的 反 记 米 特 矩 阵 对 角 线 上 上 /不 是 直 的 数 , 必 部 具有 旦 部 同 符号 的 纯 
条 数 ， 

证明: 满 窟 厄 米 特 矩 阵 好 立 道 矩阵 人 -3 也 是 厄 米 特 的 ， 有 又， 反 厄 米 特 
矩阵 也 有 这 样 的 性 质 ， 

了 ， 秒 谨 米 特 齐 式 受 ' 姓 到 是 满 忽 的 ， 间 厄 米 特 齐 式 完 dd-! 和 其 为 十 ' 作 守之 
道 式 。 证 明 ， 一 个 满 秩 厄 洲 特 齐 式 和 它 的 北 式 有 相同 的 正 负 号 益 ， 即 有 相同 个 
数 肘 下 ,人 负 惯 性 指数 ， 

8. 设 且 米 特 齐 式 ey 之 下 前 惯性 捐 PN py Bi, 
Bs 为 任 卫 十 站 个 正 政 。 证 明 : 衬 q 天 可 有 典型 式 8 太 国 十 "十 pFPYP 一 
BYprIPpr1™— :+ — Bwydpryypln. 


第 5 节 有 定 及 不 定 齐 式 及 其 应 用 


前 已 指出 , 实 二 次 齐 式 和 厄 米 特 齐 式 之 典型 系数 中 正 、 负 
的 个 数 ,由 该 齐 式 自身 所 决定 ,而 与 典型 基底 之 选择 无 关 ， 本 
节 特 讨论 正 、 人 负 惯 性 指数 之 个 数 与 齐 式 之 值 的 变化 有 何 影响 
大 实 二 次 齐 式 为 厄 米 特 齐 式 的 特例 ， 所 以 下 而 只 讨论 厄 米 特 
的 . 
* 390 。 


设 沁 aviwy 一 是 /A 到 为 厄 米 特 齐 式 ( 满 秩 或 降 秩 ). 当 它 


是 洪 秩 (r 一 %) 时 , 正 惯 性 指数 卫 变 化 的 情况 有 其 个 特殊 的 
‘最 卫 一 nm 与 了 = 人 0 和 -- 个 一 般 的 ( 即 0< 卫 <7《 一 区)， 当 它 
是 降 秩 他 反思 时, 卫 之 变化 状况 也 是 有 两 个 特殊 的 【 即 了 P 了 ==7 
与 五 = 站 和 一 个 一 般 的 ( 即 0 一 一 (< 所 以 ,可 将 厄 米 
特 齐 式 分 为 下 面 五 类 情 误 来 研究 ， 

DP=7r-n @P=0, rn BP=r<n, DP=0,7 
< BOLPALr( En). 

现在 分 别 讨 论 了 于 下 . 

DD PP-r—n, 

这 时 , 反 采 等 寄 式 之 典型 式 可 写 为 

在 "人 四 -的 扩 二 get 十 :十 到 2 

于 是 ,只 要 加， 不 全 为 0, 则 天 '4 是 >0; 只 有 在 纺 一 … 


4 1 
— Yh 0 时 ， 点 ' 胞 于 一 0. 我 们 双 知 x-( : )-er r-( : ) 
Tp gr 


@ 是 满 秩 的 , 故 纺 =… 一 也 一 0 之 充 要 条 件 是 1 二 … 二 % 一 0. 
从 面 可 知 这 册 Zsriw; 之 值 《 恒 为 实数 , 这 在 上 面 已 说 过 ) 局 
为 正 数 ,只 有 有 在 办 =… 一 各 = 几时 其 值 才 为 零 . 
人 P=0, 7=W. 
这 时 , 典型 式 为 Bayzypy 一 一 及 拉 一 gog 一 全 一 加 四。 与 国 
的 讨论 完 爹 一 样 , 可 知 这 时 Zowzrwy 之 值 便 为 负数 ， 只 有 当 所 
有 的 四 都 等 平 零 时 它 的 值 才 是 零 ， 
起 P=7<n. 
这 时 , 典 政 式 汶 
EE 
该 不 论 由， …， 同 为 任何 数 , 伍 有 芝 ayzwy 关 0， 这 时 虽然 名， 
* BL vw 


…, ,不 全 为 零 ,， 仍 有 使 也 awyziwy 一 0 的 可 能 .例如 适合 所 一 
0 不 全 为 0 的 一 组 各， …， wr 的 值 ， 
就 有 euzwzr 一 0 注意 与 中 之 差别 ， 

全) P=0, FA. 

这 时 , 与 鲍 同 样 , 由 于 典型 起 为 

Patty = — 1 — Yr, 

则 知 不 论 和， …， 呈 是 任何 数 , 恒 有 这 as2iwy 志 0. 注意 
2n 最 不 全 为 零 , 也 可 使 了 gsrtiwy 一 0， 这 是 与 回 之 差异 . 

DB 0<P<r( nn), 

这 时 , 典型 式 为 

Free = pyYP+ Yr 
(r=P+N)., 

于 是 租 合 纪 ，，…， yr 不 全 为 心 而 yn 一 … 一 纹 一 0 的 Ti hn 
之 值 ( 当 然 这 些 mm ，…， wm 也 不 全 是 零 ) 就 必 使 


EF ars > 0: 
又 适合 gps 及 不 全 为 0 而 级 = 二 gp 一 六 14 一 一 
三 的 一 组 不 全 是 0 的 各, …:, 所, 的 值 就 必 使 

Dre 0. 
也 可 能 有 不 全 为 0 之 四， …, w 的 一 组 值 能 使 

ouvir 一 个， 


例如 Y<% 时 适合 ri pp 不 金 是 0 而 入 一 … 一 =0 的 
一 组 不 全 为 0 的 加,，…, ww 的 值 确 使 人 ayzwy = 二 0. 

归纳 上 述 , 得 知 厄 米 特 齐 式 ( 实 二 次 齐 式 ) 之 慎 的 变化 状 
况 有 五 种 可 能 ; 

定义 1 设 有 厄 米 特 齐 式 ( 实 二 次 齐 式 ) Po …, wn) 一 
Satity, MO: 

i) 车 恒 有 (ty 0) 汪 0, 且 仅 在 wv 一 :… 一 wp 一 0 时 才 
PAR + 


有 pl) =0, 我 们 叫 gC) 基 正 定 的 ; 

说 著 恒 有 fo 24) 二 0, 且 公 症 如 一 … 一 2 一 0 时 二 
有 pfei，…，mn) 一 0, 就 是 (wy ，…, 的 ,) 是 站 定 的 ; 

ii 车 这 有 p(w2w) 产 0 ( 即 jg 之 值 能 沟 零 , 量 然 名 ， 
不 全 为 站 ,就 昌 p(w ，…， ww) 为 半 正 定 的 ; 

iv) 若 恒 有 gC8i 8) 所 0 ( 即 昌 各 ao 不 全 是 册 
但 gg 之 值 能 汶 零 ), 训 则 (和 ，… nn) 为 半 贡 定 的 ; 

V) 车 g (8 ,…, ww) 之 值 有 时 光正 、 有 时 及 为 仙 , 就 则 p(ws， 
“是 不 定 的 ， 

象 这 样 所 分 的 类 , 哩 做 厄 兴 特 齐 式 的 慎 类 . 

定义 厄 米 特定 阵 ! 袜 对 称 乱 阵 ) 退 叫 航 和 正定、 商定 、 半 
正定 、 半 负 定 或 不 是, 是 由 它 所 对 宣 的 齐 式 下 "4 下 (或 下 4 在) 
为 正定 、 负 定 、 半 正定、 半 负 是、 或 不 定 而 来 定义 的 ， 

据 前 而 的 讨论 及 上 面 的 定义 , 易 知 : 

定理 1 捷 米 特 ( 实 二 次 ) 齐 式 容 gz 为 

i) 正定 的 充 要 条 件 是 二 rr 一 mn 

ii 负 定 的 充 要 条 件 是 了 =0, 7 一 

计 ) 半 正 定 的 充 和 要 条 件 是 一 ”过 nh 

iv) 半 负 定 的 充 要 条 件 是 了 一 0, r<m 

V) 不定 的 充 和 要 条 件 是 0<P<r(<n); 

这 里 的 已 是 弃 式 的 正 惯性 指数 ,7 是 齐 式 的 秩 . 

下 面 再 介绍 用 矩阵 之 主子 式 来 判定 厄 米 特 齐 式 ( 实 二 次 
齐 式 ) 的 值 类 的 方法 , 叫做 行列 式 判 别 法 , 在 实际 运用 时 常 采 
用 此 法 . 

定理 2 捷 米 料 ( 实 二 次 ) 蛮 式 Bw ，tpn) 一 工 qirpyoy 为 
正定 的 充 要 条 忻 有 是 | 


| 他 1z is 1 

全 

Ci > 人 ， “1 D0, 全 21 ian | >0， 
| 21 on 
a1 Cn (Cag 

Iai, | 

pe 5 

‘1 oo 0 ns! 
先 证 明 下 列 的 : 
引 理 1 车 所 未 特 ( 实 对 称 ) 拒 降 通 是 正定 的 ， 则 其 行列 

式 .| 及 | 为 正 数 ， 


证 明 半 之 正定 性 就 说 明 有 满 秩 从 阵 @, 使 和 4 人 = 
diag 人 ,1，…, ]} 一 如 (定理 1 及 前 节 定 理 3 之 推论 ), 取 其 行 
到 式 , 得 1=| 外 | 4A.. Qi= 4'7.101.:Q), 而 :||Q| 
是 正 数 , 故 ' 相 | 二 0， 引 理 1 证 完 . 

先 证 定理 2 中 条 和 件 的 必要 性 ， 设 PU, 0 Wr) = Day 
古 正 定 的 ,由 引 理 工 知 有 


| 村 ;= 


人 
又 据 正 定之 意义 , 知道 pC, …, 10) 二 号 me 也 是 正 
定 的, 故 再 指引 理 1 得 到 


| 


2 


全 一 了 tn 1 1 一 


继续 这 种 的 方法 ， 印 陆续 地 利用 vA Ty Tn 0， 0), 四 
Pw Ze， QO, 1, 0) ， PU, , "yy 中 之 正定 性 ， 就 能 证 明 - 


= Os 


1  “"” 窟 1 有 一旦 1 他 1 


日 ， 四 >0, G31 > 人 0, 


ol 22 
i 


即 证 明了 条 件 的 必要 性 . 

组 证 每 忻 的 充分 性 ， 对 于 变量 的 个 数 , 用 归纳 法 . 当 n= 
1 时 ,有 有 多 (0) 一 8， 这 时 ( 欠 式 上 内 舍 一 个 不 等 式 gl 局 
于 是 当 各 天 0 时 显 风 有 gt) 0 ， 即 Pr 正定 , 就 证 明了 
物 二 1 时 的 正确 性 。 肯 归 纳 弛 假定 几 满 足 条 件 (14) 的 w% 一 个 
变量 的 厄 米 竺 章 式 一 定 是 正定 外 , 而 米 考虑 (14) 式 成 立 和 的 如 
个 变 晤 喇 ,，……, 的 厄 米 特 齐 式 


特 一 
RL ee 和) 一 之 ou, 
这 时 , 因 
Luh 
ms ey, En) = PB ,Wal 0) = 之 QH 


是 % 一 1 个 变量 各， 84-1 的 厄 米 特 齐 式 , 且 有 (14) 中 前 
% 一 1 个 不 等 式 , 故 气 归纳 法 的 假设 知道 由 (wi1,…', ao 是 正 
定 的 , 于 是 可 令 其 % 一 1 个 典型 系数 都 为 1, 即 有 nm 一 1 级 满 秩 
甜 阵 人 @, 使 


1 
11 "0n th1, Ht—1 
1 四 本 
2! " : : * 但: 一 1 。 3 
{Tal 1 员 一 生 ” ] 


于 是 满 秩 变换 
区 1 21 
2 : Q 0 
.| = 入 中 1 了 其 中 人 :一 0 ) 
让 Vn 


sg。 


使 PT Va) 一 久久 十 十 略 1 
+ Cas tt be nn) Yn 
+ Chardit th, 0 Yn Pn, 
1 Di 
I Dan 
即 AQ — . : 
I ba 
Bur Dana Br, ni dm 
为 后 米 特 矩 阵 , 因 之 54= 84. 再 作 满 秩 变 找 


#1 Yl 十 Pingn， 
z2 一 VY 十 bondin, 
Zn 一 上 一 Tin—1 十 六 nlfns 
Pu 一 Wns 


就 得 到 
PW 0 = Ch aang) (Vit Onda) + 
+ C1 Bn 2) 1 十 及 + Yn 
一 2 十 一 十 12n_1 十 G3n2ny 
其 中 = 加 一 Dao 一 … 一 pnp in 为 实数 ,这 就 是 说 , 有 满 
秩 变 换 


2 
EA = Tour — (23, Za 7 HA. 
Sn 


* 00 = 


1 


1 
_ 一 1 2 
一 {21 Fa Zn。 ， 1 " : » 
OF 
即 ©'AQ — diag{l, “ny 工 ， 0O}, 故 取 行列 式 得 到 
= |4| | |. 


出 人 td) 之 最 后 一 式 的 假设 14 二 0, 就 知道 0>0, 这 说 明了 
厄 米 特 齐 式 te， …， 4) 的 名 个 典型 系数 都 是 正 数 , 故 旬 kza， 
…，2 中 是 正定 的 ,充分 性 莫 证 . 

于 是 定理 2 证 完 . 

有 了 定理 2， 不 难 获 得 负 定 的 判别 条 人 忻 . 这 是 因为 
qariws 为 负 定 的 充 要 条 件 显 然 是 (一 gy)zwwi 为 正定 的 , 故 
由 定理 2 可知 这 时 之 充 要 条 件 为 
G1 7 hi 


C—1)*. >0, (k=1, 2, """, 多 ) 


生 


CT yy 


鼓 叉 证 得 了 : 
定理 8 反 未 特 ( 实 对 称 ) 起 阵 太一 (gy) 为 负 定 的 充 要 杀 
件 是 


Hl in 


GE11 < 全 ， >0, 


al fra 


1 说“ 
Wl Fe 好 13 机 


ol 妇 32 二 2 

Fal 3s a8 

由 定理 2 与 3, 易 知 下 面 的 ; 

推论 站 米 特 ( 实 对 称 ) 趣 阵 为 正定 的 完 要 条 件 是 它 的 一 
$s IF + 


<0, (一 了 | 


Gn tna nn 


殷 主 子 式 都 是 正 数 ; 它 汐 仙 定 的 充 要 条 件 是 一 茹 偶 琶 级 主 十 
式 为 正 数 ,而 一 韦 奇 数 希 主子 式 为 负数 ， 
应 用 上 面 的 行列 式 之 判别 方法 来 决定 厄 米 特 ( 实 二 次 ) 齐 
式 所 属 的 值 类 , 有 时 是 很 方便 的 ,例如 有 三 个 变量 的 二 次 齐 式 
有 一 103” 一 号 六 十 8 二 42 十 dy 


10 2 2 
其 矩阵 是 4 2 一 人 ] 
2 0 8 
I 2 | 
因为 100, 一 一 时 一 0 
2 一色 | 
10 名 2 
2 —2 0|=—64<0, 
2 0 3 


所 以 gg 不 是 正定 的 也 不 是 负 定 的 ; 但 又 因 它 为 满 秩 的 , 厦 双 不 
能 是 尘 正定 或 半 负 定 . 于 是 g 是 不 定 的 . 

有 了 定理 2 与 3 则 易 知 半 定 的 判别 方法 为 ， 

定理 入 万 米 特 ( 实 对 称 ) 夫 阵 为 半 正 定 的 充 要 条 件 是 它 
为 峰 穆 的 , 且 一 切 主 子 式 都 为 非 商 的 数 . 

定理 志 所 未 特 ( 实 对 称 ) 给 阵 为 学 负 定 的 充 要 条 件 是 它 
为 降 秩 的, 且 一 切 惕 般 主 子 式 为 看 页 的 数 , 一 其 奇 级 主子 式 为 
非 正 的 数 ， 

车 能 证 明定 理 4, 岂 不 难 证 明定 理 王 : 这 是 由 于 琶 awzepi 为 
半 负 定 的 充 要 条 忻 是 与 (一 azapi 为 半 正 定 的 原故 于 基 我 
们 今后 只 需 证 定理 4. 

证 明 谈 :44= (ao) 先 证 必要 性 . 着 是 为 半 正 定 , 则 由 
定理 工 知 本 是 降 秩 , 即 和 =xa 二 n, 且 又 值 有 

PU rs a) Bam = EAXO 

.208 ， 


Ret ht 


今 取 有 4 之 任 一 个 % 级 的 主子 算 阵 


Bm "kn 
人 - : : ) 
TER hs 
而 起 所 对 应 的 厄 米 特 ( 实 二 次 ) 齐 式 用 


FF _ 
vw 《pi ， 机 2 ) = 2 Teo Tabk, 
于 -上 玄 ， 


来 表示 ， 显然 ， pir + zr) 之 值 柄 是 在 PAE 
令 所 有 那些 天 各，… kw 的 都 是 淮 而 得 到 的 ,所 以 也 恒 有 
网 (op 01 220， 这 是 说 纪 为 正定 的 或 半 正 定 的 , 因而 其 
典型 系数 都 可 以 假定 为 1 和 0 ( 当 它 是 半 正 定时 , 0 必然 杰出 
现 )， 于 十, 有 吉 级 满 秩 矩阵 及 ,使 

HA™mQ = diapg{d,, 2 
式 中 每 引 =1 或 0, 再 取 两 边 之 行列 式 , 则 得 

A™ NO) |! 66.6%>0, 
故 | 有 | >0 ( 因 |@| -| 全 | > 的 ， 这 就 证 明子 4 中 一 切 主子 
陈 都 是 非 针 的 数 . 

胃 证 充分 人 性， 假定 44 降 秩 (rp=ra<m), 旧 其 一 切 主 子 式 

都 为 非 负 的 数 ， 今 取 骸 之 左上 角 轻 级 主子 矩阵 


HI "+ Im 
,= : : (m= 1, 2， "*y 如】 


nl Fra 他 mm 


(注意 : 这 里 的 dv 与 上 面 4 之 区 别 ), 于 是 , 令 本 ,表示 tm 
弘 单 位 矩阵 , 则 EA [ 一 和 "pA 二 
中 的 pi 等 于 1, 里 而 一 切 富 级 主子 式 的 和 (参阅 本 书 第 五 意 
第 生 节 定理 4, 所 以 据 假 设 可 知 当 %>>0 时 ,人 恒 有 

. 2090 . 


| 让 二 | >0, Cm = 1, ~ 1), 
据 定理 2, 可 知 和 EB 二 三 是 正定 的 { 当 入 放 人 0， 
引用 这 娃 果 ， 可 用 反 证 法 来 证 明 我 们 需要 的 箔 论 ， 邑 假 
定 有 某 一 向 量 至 0 使 于 'A 主 = -0, 而 O00; 于 是 令 += 
ODO/ 芋 ' 玉 , 手 然 有 +>>0 上 且 
这 '(T 二 4) 四 一 局 十 证 'A 玉 一 习 ， 
这 和 上 面 EB 十 4 应 为 正定 的 结论 相 了 矛盾. 因 之 , 对 任 蛙 便 
有 入 "由 是 关 0 这 证 明了 三 是 半 正 定 的 ， 于 是 ,定理 4 完全 获 
证 ， 
注意 ' 由 于 定理 2 之 原因 , 读者 可 能 会 厄 米 特 ( 实 对 称 ) 矩阵 
4 一 (aw) 为 半 正 定 的 充 冯 条 件 是 |4 | 一 0 及 A 1,.., 2 —1), 
这 个 猜想 是 不 正确 的 , 这 只 要 以 一 级 拭 陈 ({ 。_，) 为 例 就 容易 看 出 ， 
但 是, 却 有 下 面 与 定理 3 类 似 的 定理 , 即 
定理 和 设 风 一 (eg 是 顾 米 特 ( 实 对 称 ) 论 阵 ， 
如 1 一 Cl1， 4-( ) 本 
21 


San 


Bi nt TI “人 Ta 
4 人 : : ) 4-( : : ) 
ii, ,1 Tn yn 
车 | 本 |>0, (41>0,…, | Ai|>>0, | 襄 | 一 0,， 那 未 有 4 是 
半 正 定 的 . 
证 明 因为 有 4 是 降 秩 的 ,所 以 只 需 证明 
Pw "py oa) 一 各 "4 下 :0 
就 行 了 . 用 反 证 法 , 如果 有 某 向 量 及 未 0, 能 使 
点 /4 下 = 一 CO， CO>0， 


Dd 一 


则 必 知 关 0+。， 由 是 r 一 CARao>0 日 杰 ' 媳 下 上 ro 一 DO 也 
就 是 说 有 点 天 0 使 得 


吝 'BT 二 0, 
i ,nt ln 
hm 1 可 一 村 , 
这 里 的 人 全 9 
En] Li 和 一 工 本 it 二 


天 一 方面 , 因 7 汪 0, 所 以 
[BI=iA,.!+7|A, 1|>0, 

于 是 骨 据 假设 | 册 |>0，| .40 …，!4 :1 二 0, 出 定理 2 
又 知 召 为 正定 的 , 因 之 在 ' 吾 下 -0 必然 有 是 一 0, 这 显然 是 一 
个 韦 盾 . 故 定 理 6 获 证 . 

用 行列 式 方 法 判定 厄 米 特 (或 实 二 次 ) 齐 式 的 值 类 为 正 、 
负 定 或 半 正 、 负 定 的 问题 都 已 经 解决 了 , 鱼 下 的 是 齐 式 为 不 定 
的 问题 . 先 证 王 面 的 

引 理 2% 掺 米 特 《或 实 对 称 ) 红 阵 通 为 正定 前 充 要 条 件 
是 : 让 竹 有 是 浇 秩 ; 且 订 入 之 一 切 主 子 式 3 人 0 

证 明 站 之 正定 性 说 明了 是 是 满 秩 的 , 故 革 成 立 .， 又 
峡 定 理 3 之 推论 知 , 有 4 之 一 切 主 子 式 汪 0, 放 也 当然 是 >0, 即 
ii 成 立 ， 这 就 证 明了 条 件 的 必要 性 . 

条 忻 之 充分 性 的 证 明 与 证 定理 2 之 方法 完全 类 似 ， 囊 实 


TY 若 而 一 0, 则 一 方面 在 
-em RAXm YB aviimymple, se Walt ON 
_ _ 
1 Tn_1) > | : 让 
nl 
男方 面 , 由 定理 又 知 PTL re Tn 人 办 是 正定 的 ， 故 二 能 等 于 9, 
s GUL"* 


上 , 当 员 一 工时 人 (全 1 二 wnt 条 性 让) 之 音义 这 时 变 汶 gi11 半 
0, 条 性 说 之 意义 则 为 au 之 0, 故 育 ii 路 于 是 在 名 下 0 时 
弛 1101 0, 这 说 明 mn 一 4 时 有 4 是 正定 的 . 

由 归纳 蝶 假 定 % 一 1 级 矩阵 成 六 .于 基 , 因 


Ei 
有 ,1 一 : ' 
tn, 1 可 二 到 


三 一 二 站-- 工 

中 一 切 主子 式 也 是 盘 的 基 些 主子 式 , 败 气 条件 计 知 它们 之 0， 
因 之 ， 当 4,_; 为 满 秩 时 ， 册 归纳 法 之 假定 则 知 4 3: 是 正定 
的 , 旗 和 用 定理 2 可知 这 时 有 san>0, ls >0 pp 14 | 
>004u 之 意义 参看 定理 但, 于 是 条 件 了 ) 与 这 之 合并 又 保证 
了 | 姐 |=|4.!>0， 故 再 次 利用 定理 及 证 明了 有 是 正定 
的 ， 

再 考 央 4,_1 降 秩 , 由 条 件 记 知 ,1 之 一 切 主 子 式 之 0， 
故 从 定理 生得 知 4,-1 是 缚 正定 的 , 因而 有 m% 一 工 级 久 秩 矩阵 
他 使 

DA, 1 = diag{1, 一 


六 人 旧 一 荆 一 下 


ee 人 Je ,) 


电 简 易 的 计算 得 


* OD 曙 


1 


1/ Ne 1 


| 们 M7 is 
: 
和 Gan 
了 -SS 为 % 一 1 元 的 列 向 曙 ， 故 刘 令 
bin 
i on 
bil, 所 
1 A bin 
| 1 | 
出 B-:| ON rm :|b 
0 Dn_1n 
Din "nT b, 1, EE,] tm 
仿 理 一 盘 工 则 


pw, 1, tn) = EAR FCAQT- YBY 
一 Yd 十 …… 十 yr 十 《5 十 ss nn_3) Yn 
十 《Be 十， 十 机 人 3 细 十 Cangngyn 
=: (C1 Ongn) Cat Danys) + 
+ CY Brayn) (Vr brndn) 
+ Cm — PinO1n — "~ brabrn) Yndn 
十 《Br ng 十 十 sn 
于 (十 


故 满 秩 变换 
。303 、 


和 


梧 A 0 下 /明宗 一 F'BY-Z'P'BPZ 
一 和 十 十 十 Czn26 十 (Br py nzr+ri1 
t Bn ne 1) ant (Br ndr4a tt Bi nn 1) FE,, 
而 一 gr 一 加 sn5i 一 … 一 六 5 为 实数 . 因 之 ， 


Dry sD 
» 304 ， 


0 Dn 
注 意 : rn 一 2 时 , 就 有 | PBP| |, 


C 


本 五 1， nm™ ba_1, < 

但 另 一 方面 , 了 P'BP=P'W'AQP, 而 由 于 PQ 之 满 秩 
性 及 | 有 4|>0, 又 知 |P'BP|I-|P'i.|Pl-.'8::Q|1:14!>0, 
这 显然 与 上 面 的 针 果 相 了 矛盾 ， 这 说 峙 了 4，: 不 可 能 为 降 秩 
的 . 

于 是 引 理 2 完全 蓝 证 . . 

推论 后 求 特 ( 或 实 对 称 ) 赵 阵 奸 为 负 定 的 充 要 条 件 是 ， 
i) 及 为 游 秩 ， 且 上 8) 有 寻 之 始 级 主子 式 庆 0, 而 一 项 青 级 主子 式 
<0. 

证 明 4 为 贷 定之 充 要 条 忻 是 一 各 为 正定 的 ， 于是, 据 
引 理 2 即 证 得 了 本 推论 . 

有 了 引 理 2, 就 容易 山行 列 式 的 判别 法 来 解决 不 定 的 问 
题 , 即 有 

定理 站 拓 米 特 { 实 对 称 ) 算 阵 丰 为 不 定之 充 要 条 件 是 下 
弄 二 种 情况 至 少 有 一 个 成 立 . 

i 四 有 一 个 偶 级 主 陪 式 为 纳 数 ， 

让) 过 有 两 个 末 级 主子 式 , 其 中 一 为 正 数 ,一 为 员 数 . 

证 明 ” 当 条 件 丫 或 说 中 有 一 成 立时 , 则 由 定理 3 之 推 
论 ; 可知 非 正 定 亦 非 负 定 , 又 由 定理 4 知 它 亦 非 半 正定 , 最 
后 据 定理 5 又 知 它 也 不 是 半 负 定 的 ， 因 之 , 44 只 能 是 不 定 的 . 
这 就 证 明了 条 人 忻 的 充分 性 . 

反之 , 设 和 4 是 不 定 的 . 著 条 件 不 真 , 即 4 中 一 切 偶 级 
主子 式 都 关 0 ， 那 林 分 丰 为 满 秩 与 降 秩 两 种 情况 分 别 讨论 于 
下 ， 

1，44 为 讲 秩 ， 这 时 , 据 引 理 2, 可知 4 中 必 有 一 个 奇 级 
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主子 式 为 负数 ， 测 据 引 理 2 的 推论 ， 知 入 中 必 有 一 个 奇 级 主 
子 式 为 正 数 .、 即 条 件 边 必 为 真 . 

2. 妇 是 降 秩 ， 这 时 ， 由 定理 和 44 知 在 至 少 有 一 个 奇 级 主 
子 式 <0; 又 由 定理 入 知 三 也 至 省 有 一 个 奇 级 主子 式 沁 0, 即 
条 行 让 i) 成 立 . 

总 之 , 当 骨 不 定时 ,不 论 骨 满 秩 或 降 秩 , 如 条 件 让) 不 真 ， 
则 条件 记 必 真 . 

定理 7 于 是 完全 获 证 . 

注意 : 定理 了 中 两 个 条 件 芭 与 记 不 是 互 斥 的 , 即 是 说 可 能 两 个 条 
件 都 成 立 ; 但 这 泗 个 条 件 又 是 独立 的 , 就 是 说 某 一 个 条 件 成 立时 ， 另 一 
个 条 件 也 可 能 不 成 立 ， 为 了 说 明 这 点 , 列举 下 面 的 三 个 例子 : 


1 0 1 2 生 2 2 1 了 
0-1 1|1422|111 -| 
( 1 上 2 ?) 人 
对 于 第 一 个 例子 ,定理 了 中 i、 认 阙 从 件 都 成 立 , 但 第 二 个 例子 号 满 足 
条 件 刘 却 丰 满嘴 条 侍 ii), 而 第 三 个 例子 恰 得 其 反 , 只 适合 杂 件 ij 而 不 
袜 足 亲 件 刁 . 
一 次 齐 式 的 有 定 及 不 定 的 理论 ， 可 应 用 于 数学 和 分析 中 研 
究 多 变量 之 实 落 数 的 极 大 值 与 极 小 值 问题 . 
设 和 元 团 数 (8 wo， 6) 在 点 Polm9,， 0) 及 
其 近 旁 连续 ,并 有 连续 的 偏 导数 ， 宪 元 函数 的 泰勒 展开 式 
FT 十 do s3+ ds, 0 ee) 


— fm, me, + OY 
避 Fe 
-rr 中 生 到 本 [9 虽 心 各 二 昌 ty 
+( 1° 7 - 十 … 十 2 二) Fri, + wo) 


1 { 大 
十 六 A 十 … 十 dp， 


可 以 简写 为 窍 阵 之 表示 式 
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全 3 
Dp ) “Fa "sy wn) 十 至 ， 


1 
ftPot+APo) =f(tPo) + 及 9 十 可 至 ' 旭 下 十 吾 ， 


式 中 
FPo) = Fm, 1 Wn) 
FPotAPo = fF 04 A 7 + en), 


af 
A Bi 
下 一: 4 太一 : 5 
of 
A Br 可 
SF of oF 
站 2 Orna Er 
A ee ， 
DJ _ BF . 87 
dmdrm rd Ban ls, 


鼓 用 为 实 对 称 矩 阵 ， 在 分 析 学 中 知道 函数 六 (ois, 在- 
Po 之 值 为 极 大 或 级 小 ,其 必要 条 御 是 列 向 量 外 为 零 向 量 , 即 
-2 一 站 《和 一下， 上 ， 名 ) 


Pr: | 和 


车 此 条 件 满足 , 则 点 Po 为 临界 点 , 皮 这 时 有 
f(Pot dPo) -GPa) 一 去 是 ' 有 和 时 十 忆 ， 


于 是 , 当 dw 足够 小 时 (你 =1，2,…, m)， 上 上 式 右 端 之 正 负 身 完 
全 出 二 次 齐 式 下 /44 玉 来 决定 ， 故 车 这 二 次 齐 式 之 秩 为 各 时 ， 
则 函数 了 在 点 Po 之 近 傍 的 性 质 可 以 描述 于 下 ; 
i) 车 及 ' 有 4 及 为 正定 的 , 则 Po 为 一 个 极 小 点 ; 
i 车 怪 ' 妇 芷 为 负 定 的 , 则 Po 为 一 个 极 大 点 ; 
ii) 车 收 'A 下 为 不 定 的 , 则 Po 非 极 大 点 也 非 极 小 点 . 
车 齐 式 之 秩 小 于 多 时, 为 要 决定 函数 了 在 点 Po 的 性 态 ， 


* S07 ， 


则 有 必要 研究 余 项 瑟 . 
现 忆 m% 一 2 之 特例 说 明之 .这 


Of | po py On (on um 和 -afr| 
了 ri p, = fh ml, 4) =0=— 7 tr1, Ts Oa In 和 
:证 设 
Gy | _ 
人 dm? ,ip, ‘0: 站 Ge [ro ’ ' BT ir," 


pb 
是 4~(? | 为 正定 之 充 要 条 件 是 4>0, gc 一 六 >0, 这 


时 了 (2z3， 邓 ) 为 极 小 值 ; 有 为 负 定 之 充 要 条 件 是 4<0, qc 一 六 之 
0, 这 时 了 (m3, 22) 为 极 大 值 ， 有 4 为 不 定 ( 设 74 一 2) 之 充 要 条 件 
是 qc 一 如 <0, 这 时 了 m1, 3) 非 极 大 宙 非 极 小 ， 当 we 一 闻 一 0 
时 , ra4<2, 因 之 ftw, 及 在 点 Polmi, 22) 处 之 性 态 为 可疑 情 
形 , 即 不 研究 余 项 召 就 不 能 决定 . 因 之 可 列表 于 下 . 


十 | 一 


极 小 值 | 极 大 值 


土 表 就 是 数学 分 析 中 大 家 所 熟知 的 结果 ， 


练习 二 十 办 


1， 设 嫩 为 实 对 称 短 阵 , gj(m， … zn) 一 各 qmxy 一 站 AX 是 及 所 对 应 的 
实 二 次 章 式 ， Dg" 必 ' 入 和 革 是 态 所 对 应 的 厄 米 特 齐 式 ， 证 
明和 和光 许 于 相间 的 值 类 . 


3， 证 明 ; 龙 米 特 { 次 对 称 ) 拭 阵 征 一 (ma 作为 正定 的 充 弄 条件 是 


人 nm ln 
1 nt nt 


ti 中 国耻 Tin 
0 op | : {>0, 
nl nn 


dnn 0, 


+ 30 *， 


8 设 顾 米 特 ( 实 对 和 彩 )} 知 阵 由 是 降 徐 的 , 并且 


Le rn Le 
: 0 m=, = NR) 


Hy ee 
试 证 起 是 半 正 定 的 . 

间 ， 设 厄 洲 崎 【 实 对 称 ) 矩阵 姓 = (nwy} 是正 定 的 , 如 52 -…; br 是 性 膏 和 nn 个 
不 等 于 霉 之 实数 , 证 明 量 陈 吾 一 (msi 人 也 是 正定 的 . 

5 设 有 两 个 厄 米 特 齐 式 其 " 虽 大 与 系 ! 吾 蕊 , 后 者 是 满 簿 的 , 并 旦 它们 和 能够 同 
时 通过 一 个 满 悉 变换 毫 万 了 典 王 式 的 交 罗 十 十 国 环 on 与 醒 序 十 十 在 定 着 
试 证 | 区 一 4 吾 | 一 6 的 站 个 根 为 实数 , 并 求 出 它们 ， 由 是 再 证 明 入 十 2 与 2zy 十 
控 趟 能 通过 同一 个 请 蕉 变 摘 变 成 平方 有 ， 

着 . 若 妨 是 正定 的 , 试 证 其 道 姐 圭 与 伴随 4 也 都 是 正定 的 ， 


可 11 Fa TIn 11 和 Tin—1 
Od 2 nn nl "nln 
证 明 : amm*| 旭 ， 1 > 晤 24 1 居 ， 
in 
1 
但 x-| : 让 an 站 
| * 
全 nm 一 sm 


昌 ，、 设 下 (和 素 q24 是 永定 的 实 二 演 齐 式 , 它 在 点 Pty wy #5) 
的 什 为 正 数 ;， PR py 3 >0; 而 并 点 名 {91 为 )》 的 值 是 负数 : g(a 7， 
sm <D， 证 明 : 有 两 个 且 人 只 有 两 个 和 卫 、 日 线性 相关 的 点 有 BCs , Hn}、 (oy， 
"= Yn) i Xn 之 值 等 于 零 ， 六 证 下 与 仿 是 线性 无 关 的 ， 

当 ， 证 明 实 二 次 齐 式 98{ 好 十 :十 8》 一 {的 十 十 wo)? 是 半 正 定 的 , 并 证 当月 
仅 尖 更 一 … 和 一 Zn 时 其 值 才 为 去. 

办 ， 当 处 为 何 什 时, 四 变 景 的 实 二 次 齐 式 

A 二 二 2 十 27y 一 2yz 二 25z 十 想 
为 正定 的 ? 并 讨论 *=2 之 情况 ， 

11， 设 用 一 (4) 是 一 个 品级 的 正定 厄 米 特 护 阵 。 试 证 :| 起 1 才 gagg…ann; 
且 等 号 "= 成立 的 充 卉 条 件 旦 二 为 对 和 角 矩 阵 ， 

地 设 并 是 正定 的 , 那 末 只 要 但 是 满 秩 , 避 'AQ 也 是 正定 的 ， 同 样 , 对 于 
腊 为 负 定 ; 半 正 (人 负 ) 定 或 不 定时 , 他 /4Q 也有 类 似 的 结果 


18， 设 pfzr zn) 一 加 oyeszy 为 正定 后 米 特 齐 式 (或 实 一 次 许 式 )， 则 
有 如 下 的 满 秩 变换 (或 实 满 物资 换 ); 
* B00 


lt 1, 2, -1 
使 9 变形 为 阁 ciij (或 宫 ca ,oo 1 一 1 2 7 
1 域 ， 让 草 系 数 方 程 Ei Fite 过 但 人 小报 汶 1 Ms, Ty, 
hn 并 使 54 二 这 呈 2 委 二 一 十 罗 。 试 证 这 淄 程 之 硬 异 要 的 个 数 ; 等 于 下 述 类 迟 移 


禾 : 
| 
s| sms | 
| Si 四 应 3n_ 习 


15. 实 系 数 多 次 方程 的 个 根 吉 异 的 充 要 条 件 是 上 号 为 正定 对 称 箔 阵 (全 的 
意义 参见 上 题 )， 

志 ， 实 对 称 和 矩阵 是 的 所 有 特征 值 在 区 间 [a, 名 内 的 完 要 条 件 是 对 任 和 <a， 
六 - 和 五 是 正定 的 ; 而 对 任 0>B, 及 一 和 0 下 为 负 定 的 . 

17. 设 礁 与 召 都 是 实 对 称 和 矩阵 ， 证 明 : 着 及 的 特定 值 在 区 间 [a; 切 内 , 站 
的 符 征 盘 在 区 疗 [e, 胡 内 , 则 肌 十 BB 的 特征 值 必 在 区 间 [a 十 e, 志 十 的 内 。， 


第 6 节 厄 米 特 齐 式 的 分 解 因 式 


对 比 第 和 4 节 与 第 1、2 节 , 可 以 发 现 ， 实 二 次 齐 式 的 主要 
结果 或 性 质 对 厄 米 特 齐 式 全 都 成立 ， 而 且 记 用 的 方法 也 完全 
一 样 ， 换言之 ， 关 于 实 二 次 齐 式 的 记 用 方法 全 都 可 以 照样 扒 
广 到 厄 米 特 齐 式 上 去 ， 可是， 在 第 3 节 里 曾 介绍 了 实 二 次 章 
式 的 六 式 分 解 ， 而 对 厄 米 特 齐 式 的 困 式 分 解 怎 样 呢 本 节 来 
讨论 这 个 问题 . 

首先 , 厄 米 特 齐 式 如 可 分 解 为 一 次 因 式 的 积 , 则 两 个 一 次 
因 式 之 形状 是 什么 ? 当然 , 如 能 分 解 , 则 每 个 一 次 因 式 的 普遍 
形状 不 外 乎 是 

GO 二 Geo 十 十 Gaga 十 cai 十 gaga 十 -十 色 下 ， 
因 之 ,者 龙 米 特 齐 式 Bee 可 分 解 , 就 应 为 
+ 310 。 


2 一 《1 十 十 at 十 二] 
(二 二 
形 ; 故 当 &,，…, an 中 有 一 不 为 零 (如 而 天 0) 时 , 则 因 展 开 右 
端 后 得 知 蚜 之 系数 为 my 而 左 端 又 不 合 全 ,所 忆 而 夺 一 0， 
既而 天 0 故 必 及 = 出 这 样 , 当 i 二 2,…,%n 轩 , 右 端 ww 之 系数 
一 全 站 十 本 站 一 下 及 在 端 不 售 9 故 取 有 而 三 一 和 0, 从 而 页 一 0 
他 一 2，…，%)。 于 十 ， 
Sta 一 《GT 十 十 Got oR 
十 aotay (Ba 十 十 oa) 。 
然 ype 为 非 零 的 齐 式 , 枚 后 ，…，B 中 必 有 一 个 关 0, 如 令 
训 关 0, 则 展开 上 式 右 端 得 党 之 系数 = 四 Bi， 故 俩 上 述 的 理由 
可 知 oa 一 0, 随 而 青 沁 较 全 (于 了) 之 系数 义 得 0 一 orB81 二 cya 
0 破 % 一 0G(G1)， 因 之 得 到 了 
Zap; = Cm i) . 
这 说 明了 厄 米 特 齐 式 若 能 分 解 ， 所 分 解 之 因 式 必 为 上 形 ， 为 
对 称 计 , 将 分 解 之 形 改 写 为 
ZT 一 《0 十 十 CH) (B15) 
骨 与 第 2 节 中 一 样 ,分 两 种 铺 况 讨论 了 于 下 , 
i) 十 十 0 与 Bo 十 … 二 Geo 线性 相关 . 
这 时 ,有 pp 使 如 =pas=I，…, 风 , 于 是 就 从 (16) 式 得 到 
Eovsm =p- {> oz ) "(SS os ), 
因 之 满 秩 变 换 扩 一 了 asps， 芒 一 好 (一 2 Wh) ( 因 a 0 
不 全 为 0, 故 不 失 一 般 性 可 令 四 六 0) 使 
之 GT 一 pyy1, 
邦 ?4 一 1， 同时 也 知道 p 为 实数 ， 
二 ) mi 十 十 omnes 与 六 0 的 于 十 Ben 线性 无 关 ， 
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这 时 ,不 妨 令 四 | *0, 于 是 满 秩 变 换 妨 = 呈 ei 
y= PB, 的 一 星人 一 %) 使 (18) 变 为 
ED ret — Yo., 
但 大 了 oyrmwj 之 共 纯 等 于 它 自 身 ( 因 awvivy 为 实数 )， 上 硫 
ya 一 192， 于 十 有 
ET auTers— 地 (yy yiya), 
再 作 满 秩 变 换 
Yi Ya Vet 3, ,1), 
即 得 FE iyit 一 S421 — Ka, 
证 明了 ?4 一 2, 正 仙 号 差 8 二 0, 
友之, 如果 4 一 1， 则 典型 式 详 为 
Dor = hy 
之 形状 , 故 车 包 一 i 十 … 十 axzn， 则 
FD tp = CR 二 
但 葵 4 一 2,， 8 二 0, 则 这 时 典 理 式 为 
Toyvie; — Hi — Ya 
形 ; 如 令 一 AT 十 
ge Wm np, 
则 因 女 , ys 线性 无 关 , 故 与 第 2 节 中 的 证 法 完全 一 样 , 知 
衬 二 护 二 2 一 《二 局 1) 扩 十 二 (Nn 十 mn) ny 
各 一 丘 一 和 一 《1 一 所 0 入 十 十 (一 此 n) n 
也 线性 无 关 ， 于 是 , 因 于 Bias 十 加) 一 入 0 一 3 故 


_ 1 
dt — By 【2128 十 为 22] ， 


可 是 , 到 了 这 一 步 就 再 不 敢 保 证 有 王 au2ti 一 za 因为 不 见得 
.312 。 


212a 一 2921 的 缘故 , 所 以 awwivy 到 底 能 否 分 解 , 值得 考 号 . 
而 且 , 实际 上 两 个 变量 wm， ws 的 应 米 特 齐 式 者 ww 十 Kom4《 秩 为 
2, 正 负 号 差 = 仆 显然 是 不 可 分 解 的 1. 

于 是 ,车 完 信 按照 第 2 节 的 方法 平行 地 去 推 , 那 末 我 们 只 
能 说 ， 如 厄 米 季 齐 式 能 分 解 , 则 4 二 1 或 14 一 2,8 二 从 友之 ， 
?4 一 1 时 又 确 可 保证 能 分 解 , 而 74 一 2 及 s 一 0 时 则 成 了 疑难 
问题 ， 仔 组 检查, 发现 第 说 种 情况 不 会 发 生 { 当 诡 米 特 齐 式 
Zawzewy 能 分 解 旭 (15) 之 形状 时 )， 这 是 因为 , 从 (15) 之 展开 
得 ora 有: 与 aoBs 应 分 别 等 于 a 与 gaw， 而 为 实数 , 故 有 应 = 
Ci， 站 一 posfo 站 均 为 实数 ); 又 因 od 有 2 = 12 Ga 一 a 互 为 
共 忽 的 , 帮 代 入 之 即 知 oa 一 5aaom 与 wsBl 一 aonas 共 示 , 因 之 
baoa = (gog) = GAs = dao, 即 Oo) Ao =0, 故 或 @ 一 
og 一 0, 或 一 人 0 随 而 吉 一 0, 于 是 不 论 心 一 eyea 一 0 误 oi 一 
0, 均 有 


人 1 让 3 全 1 ts 
一 = (bp—eaa = 人 0, 
有 B2 ' 1 dma ( ?ma 
de 9 | 
同 理 ， B, 8 一 0D 天 人 站， 这 说 明 ot 十 … 十 om 与 有 ao 十 
号 了 | 


… 二 ja 必 有 线性 相关 , 这 就 说 明了 第 证 种 情况 不 会 发 生 ， 这 
征 顾 米 特 齐 式 与 实 二 次 齐 式 在 分 解 因 式 时 之 不 同 之 处 ， 故 让 
米 特 齐 式 可 分 解 为 一 次 因 式 之 积 的 充 要 条 人 忻 是 4=I1， 这 结 
论 世 可 以 用 另外 的 方法 米 证 明 于 下 ， 

车 Bawziwj 可 分 解 为 民办 之 形 ， 则 易 看 出 mu= 06， 故 得 
知 | 


+ 办 若 能 分 解 , 央 必 Tj 十 Dor 一 (BIX1 Boz3) (Br 十 Boga) 一 本 F101 十 
1 破 有 B11 一 人 一 六 yj 和 B11 同一 1 一 各 记 , 同 之 
一 齿 徊 自强 B49 一 0 而 同时 只 有 二 并 2 和 Ba 一 1 ,这 显 非 所 许 。 


和 813" 


ou; abr | 
a aBr 


ts Ti 


一 一 Bs By 


ee 0, 
B: Br 


Hy 人 
EI a=1, 

关注 ， 从 这 个 直接 的 证 有 明 方 法 , 即 知 前 述 的 第 二 种 情况 
不 会 发 生 ， 这 样 还 简单 得 多 ， 但 应 注意 这 方法 不 能 用 在 实 二 
次 齐 式 立 goppts 上 ,因为 从 Gt 一 Cot 十 "十 Ow) Go 
十 … 十 Ba 只 能 说 205 = y+ y+ Bi 而 8B; 与 Bt 
不 见得 相等 , 因 之 有 可 能 a&y 关 onBy, 

反之 , 当 74 一 1 时 , 则 按 前 述 的 方法 知 之 gwziw 的 典型 式 
为 hg 由 之 得 分 解 之 形 为 

Dp haati te on ) Cam + on , 

或 直接 证 明 于 下 《 即 不 用 典型 式 )， 

因 这 时 有 2 个 数 0 pp er 而 ，… 才 使 得 ww 一 oy (大 
看 本 书 练习 六 的 第 6 题 ), 因 之 

Dv = Comite) Ci ) , 

但 用 这 桩 直接 的 方法 不 能 立即 断定 两 个 一 次 因 式 的 形状 ， 这 
是 概 留 心 的 ， 

总 插 上 述 , 证 得 了 下 面 的 

定理 后 米 特 齐 式 Zau2azy 能 分 解 为 两 个 一 次 因 式 之 积 
的 元 要 条 件 是 厄 米 特 起 阵 通 一 (ao) 的 秩 74 等 于 (ri 一 了); 
这 时 两 个 因 式 的 形状 是 


Ca431 十 -十 Can 与 并 1 十 十 本 sb， 


+ 


第 七 章 欧 氏 空间 


前 已 指出 (参见 本 书 第 六 章 ): 若 把 二 次 齐 式 化 为 典型 
式 的 这 种 演化 ,看 作 是 解析 几何 中 把 二 次 有 心 曲线 《或 曲面 / 
化 为 典型 式 的 推 /”, 那 就 需要 引进 与 前 章 开 头 所 说 的 变换 (2) 
类 伺 的 所 谓 直 交 变换 。 用 直 变 变换 把 二 次 齐 式 化 为 典型 式 的 
理论 是 线性 代数 中 最 重要 的 一 个 问题 ， 叫 做 主 锅 问题 ， 由 于 
和 直 交 变换 这 个 概念 窑 涉 到 空间 的 度量 性 质 ， 因 此 我 们 先 在 仿 
射 空间 里 引进 度量 概念 而 使 之 成 为 欧 氏 空间 .本 章 研究 欧 氏 
空间 , 以 主 加 问题 为 中 心 问题 ， 并 且 , 本 章 上 只 讨论 实 空间 , 复 
空间 留 在 了 章 去 讨论 . 


第 1 节 欧 氏 空间 的 概念 


在 解析 几何 里 , 呐 量 的 长 和 两 个 河 量 的 夹 角 , 是 度量 的 两 

个 基本 概念 , 但 这 两 者 都 和 向 量 的 数 积 紧密 相关 , 即 向 量 的 长 

等 于 这 向 量 和 它 自 己 的 数 积 的 平方 根 ， 二 向 量 间 夹 角 的 余 歼 

等 于 它们 的 数 积 队 以 它们 的 长 之 乘积 .用 数学 式 于 来 表示 就 
基 

AT 人 和, #) 
| = ~ ts, 好 )， 000 Trp ig 

式 中 符号 (9， 六) 宪 孙 向 量 完 , 由 之 数 积 ，|w| 为 庙 量 于 的 长 ， 

日 二 ( 光 ， 和 ) 表示 汉 , 有 辐 的 夹 和 角 ， 众 所 周知 , 关于 数 积 ,还 有 下 

述 基 本 性 质 : (x, 321) 一 CW 2); CA 一 和 WE, DD): (RW, TF) 洋 

+ 315 ， 


0， 当 各 仅 当 多 一 自 了 时 才 和 有 【ww 一 个 以 及 《0 十 和 as， 于) 一 
(Ci, YY) 十 (as 8) 等 ， 在 仿 庙 空 间 中 , 也 就 可 以 先 规定 数 积 
的 意 疼 , 然后 再 用 数 积 来 定居 向 量 的 长 及 二 个 向 量 的 夹 角 .本 
来 , 在 解析 几何 里 , 是 先 有 向 量 的 长 及 向 景 间 的 来 佣 这 两 个 县 
体 的 东西 ， 然 后 根据 它们 才 抽 象 得 到 所 谓 人 向 其 之 数 积 这 个 概 
念 ! 加 厦 , 在 n 维 空间 吕 .(w>3) 内 , 已 没有 直觉 的 几何 意义 ， 
欲 明 确 庙 量 的 长 及 来 角 , 须 从 代数 式 子 去 着 手 , 也 就 是 先 要 规 
定数 秽 的 意义 ， 并 把 直 党 空间 申 数 积 的 上 述 这 些 性 质 作 为 公 
理 来 要 求 而 使 吕 成 为 有 度量 性 质 的 空间 , 叫 敌 欧 成 空间, 即 ; 

定 头 ”对 于 仿 射 ( 实 ) 空 间 关 中 任 二 个 向量 各 #1, 恒 有 一 
个 确定 的 方法 使 之 对 应 于 一 个 相应 的 实数 , 记 为 Cx, 六 ,并 而 
它 鸭 wg 之 数 可 1!， 那 来 ， 当 下 列 四 个 条 和 件 (或 公理 ) 能 满足 
时 , 就 叫 罚 为 欧 氏 空间 ， 

1 (x, #) 一 (和 ,和 ) 

2 (kW 2) 一 和 (8),， 入 是 任何 实数 ; 

3° C1 二 es, YW) 一 (Ti, B+ Cs, W): 

4 (人 ,XY) 这 0, 而 等 于 零 是 在 是 仅 在 完 一 自 时 ， 

欧 氏 空间 内 向 量 外 的 长 定 疼 为 | 冯 1 一 5，w)， 两 个 非 
零 向 量 冯 ,中间 的 内衣 中 = (mp 扩 约 余 菠 定义 为 eogg- 

(w, 

EA 

从 定义 易 知 (2 2) 一 Xe 与 (x 2) = (+ 
(2，2)。 还 要 指出 ， 非 零 讽 量 多 的 长 1z| 总 是 正 数 , 内 有 过 
问 量 的 长 才 为 零 ， 又 , 零 向 量 0 与 任何 向 量 和 的 数 积 等 于 
0 中 (2, 及 =0( 这 是 因为 (ze, 们 一 (2 一 抽 一 Cw, 3 一 


+ 也 就 是 说 ， 数 积 (2, 外) 为 向 量 2 拓 的 函数 ， 抽 自 塞 量 是 向 量 ， 函 数 依 是 
实数 ， 


* lO» 


(wx, 站 一 中 ， 长 为 1 的 向 量 叫 做 单位 向量 ， 因 为 上 z= 
vA) = ,所 以 


| 1 .Vw w=1 
rc cr A 


这 就 是 说 虽 不 是 单位 向 量 , 但 <p 二 了 而 是 单位 向 量 , 这 
种 由 多 求 单位 向 基 < 的 过 程 叫 艇 % 的 标准 化 


我 们 知道 |eos 6 近世 为 了 说 明 直 面 定 尽 的 两 个 非 零 的 
向 量 2, 刀 间 的 夹 角 日 的 余 汞 的 合理 作 , 就 需要 证 明 下 面 的 不 
等 式 ， 


Cx, ye y= Ce, wy, ), (1) 
证 明 不 论 #.) 是 任何 的 实数 ,由 4 可知 
Eminy, Em 0, (2) 


但 由 工人 3 ,可 以 得 到 
(Ex + ny, ET+n) 
—é.{%, TE) 十 280 CE, H+ CY, WD), 
于 是 (2) 式 之 意义 即 是 说 上 式 右 边 基 实 变量 &, 9 的 正定 或 半 
正定 二 次 齐 式 , 沽 之 
(x, WT) (Cx, Y) 

(x, y) {gy, VW) > 
即 证 得 了 {了 DD 式 ， 

注意 : 即 令 ww, 2 中 有 为 零 向 量 的 , (了) 式 仍然 成 立 , 因 这 
时 (之 左右 两 边 都 等 于 零 ， 

上 另外, 还 去 说 明 的 是 ， 今 后 , 两 个 非 零 向 量 XX, # 间 的 顽 
角 9, 限制 在 9 的 范围 内 . 

(了 式 叫 敌 柯 西 不 等 式 ， 由 上 上面 的 证 明知 道 ， (1) 中 等 导 
成 立 的 充 过 条 性 是 适 合 5 侈 十 Y=0 的 二 个 不 为 0 之 实数 辣 '， 


外 中 1 


? 必定 存在 ,也 就 是 说 % 与 9 是 线性 相关 的 , 铸 2 一 和, 这 有 


A 以 当 和 二 0 时 8 二 0, 而 
‘ lal vos la) 1A| 和 生计 时 
0 时 9 一 x 但 不 论 是 和 >>0 或 和 <0, 这 叶 电 冯 与 多 平 


行 ,用 它 8Y 来 表示 ， 

又 , 当 旭 一 于 时 , 叫 导 与 Y 重 直 ( 或 直 交 ), 而 用 Ly 来 
表示 ， 

所 以 , wy 的 充 要 条 件 是 和 光一) (或 Y=Xw), 而 wy 
的 充 要 条 忻 是 (x, 六 ) 一 0 

[合十 出 一 切 % 个 实数 组 ww so 4) 所 成 的 
空间 五， 中 ， 定 兴 一 阿 蔡 六 一 Cs *""} 下 多 一 《31， ny in) 的 
数 积 为 { 完 ， #1) = TI ago t+ 容易 验证 这 时 公理 
1 ~4° 都 消 足 ， 柯 西 不 等 式 (了 在 这 时 是 


(Bry) <Ta ln. 
此 即 第 四 章 第 8 节 中 曾经 指出 过 的 一 个 很 重要 的 不 等 式 . 


[ 例 约 在 变量 2” 的 次 数 不 大 于 的 所 有 多 项 式 构成 的 
和 维 空间 王 [gj。 中 , 两 个 向 量 了 (2), yg(w) 的 数 积 如 果 定 义 为 


(Ko 9(2) 一 | Fo)g(z)de, 则 易 验 证 这 时 公理 1°~4 者 
满足 ， 于 是 , 这 时 柯 西 不 等 式 (1) 则 为 
(f fw) C0)a0) < LF C0) 1rd Cyle)Ig. 


有 了 柯 西 不 等 式 , 容易 证 明 
lzi—lyil<Ilz+gyl slel + lyl; (3) 
[zyl*= Izl? rigyl?, 当 LLy 时 . (4) 
事实 上 , 由 柯 西 不 等 式 (w, 9)? 志 jx]>:jyl?， 即 得 
+ 318¢ 


-el-yl< Cs, |e yt. 
于 是 从 
lw+gyl? = (r+iy, Ti) = (Lt, w+ (Y, 
土 2+: 8, y) wl yt (Ww, #), 
而 利用 完 ] 即 (2, 和 = 人 0 马上 就 得 到 了 (办 式 ,一 般 地 ， 
[ay lw? + | +2 Ce, #) 
人 I 二 2 | 
六 |w|? 十 | 壬 | 一 2: ql | 
BE 人 到 | 十 1 本 站 2， 
故 (合式 成 立 . 
在 几何 里 , (3 引 ) 之 几何 意义 基 三 骨 形 的 一 边 小 于 另 二 边 移 
和 和 出 大 于 男 二 边 的 差 , (4) 之 几何 意义 就 是 直角 三 角 撒 两 直角 
边 平方 的 和 等 于 冬 边 的 平方 . 
我 们 还 类 道 ， 在 解析 儿 何 里 , 两 点 充 与 有 9 间 的 距离 定义 
为 向 基尼 一 gy 的 长 ,在 nn 维 欧 氏 空间 里 ,我们 也 用 公式 
a=|x—yl 
来 定义 完 和 Jy 间 的 距离 . 
我 们 知道 ,在 研究 n 维 仿 射 空 间 时 ,基底 是 起 主要 作用 的 ， 
警 如 在 % 维 仿 射 空间 中 对 于 一 个 线性 变换 ， 任 意向 量 的 象 可 
以 由 它 的 基 民 的 象 来 决定 ， 现 在 来 看 一 看 在 欧 氏 空间 中 数 积 
的 概念 与 基底 有 怎样 的 关系 ? 
设 ga， es er 证 % 维 仿 射 空间 罚 的 一 组 基底 , 各 与 攻 
是 只 的 任 二 个 向 量 ， 
浊 一 他 1 嫩 1 十 十 区 要 0， 
VW= en. 
首先 , 假定 只 是 欧 氏 空间 , 也 就 是 说 它 里 面 任 二 个 向量 
都 有 数 积 这 个 运算 ， 据 定义 ,有 
s S190 » 


(Cor, y) = (> 他 已 ，， Pe:) = Ga 
式 中 同一 (el 的)， 因 之 gw 一 gj 即 和 矩阵 媳 = (C85) 是 对 称 的 ， 
当 2 呈 0 时 ， 由 于 (zw，%) 一 六 woom >0， 得 知 (2, 2) 一 
Dume 是 正定 二 次 齐 式 ， 
反之 , 设 阅 ouom 一 下 人 4 站 是 一 个 事先 给 定 的 正定 二 次 
齐 式 (ey 一 qn)， 如 果 这 时 用 实数 六 aweg 来 定义 问 量 光一 
之 ore 与 芭 一 Ze, 之 数 积 ， 即 定义 【多 ， 办 -这 zi 那 末 
容易 验证 公理 雪 一 4? 都 基 清 足 的 ， 例 如 
¥, 六 一 > 证 和 一 Dl ov 人 ty 一 Gi) 
下 一 二 LE 
二 > GEf 一 > CH = (TXT, ¥). 
| t, j=m 1 
并 且 , 这 时 有 丸 显 然 有 (lei;, @;} 一 ay， 
总 上 记述 , 即 证 得 了 . 
定理 1 使 % 维 空间 办 成 为 牙 民 室 间 的 充 要 条 件 是 .由 
漳 之 任 一 组 基 斌 所 ，…', Bs 中 向 量 两 两 之 数 积 所 并 定 的 nn 级 
矩阵 
(eli，B1) (81, B02) … 【el1，Bn) 
(€2, 21) (€s, €3) … 【Bo，Bn) 


ke 下) 【en ez) -+ (6,, En) 
为 正定 《 实 ) 对 称 趣 阵 ， 
简单 地 说 , 轴 成 为 欧 氏 空间 的 充 构 条 忻 是 由 一 个 正定 二 
次 齐 式 所 决定 . 
推论 呈 维 焉 氏 空 间 间 中 任意 再 个 (天 二 m) 向 量 三 ，…， 
= 总 中 作 m 


ty 所 组 成 前 下 锯 行 列 臣 
(gh, ti) 《人 1 ， ts) Tr 【人 1 ， ty) 
G(R, ,Hy) 一 (a, tn) (0a, a) 7 (a, (Ty) 


(@x, O21) ly, G2) … (yp, Gy) 
不 等 于 堆 前 充 要 条 竺 是 太 ， sa, tlw 为 线性 无 关 的 ; 半 当 
GT1，fto， …，Gx 线性 无 关 时 ,， Gg Gx) 二 0 
证 明 ” 当 站 … ,Gx 线性 无 闫 时, 可 另 取 %w 一 5 个 同 景 
ti 发 欧 开 空 间 潍 的 基 麻 , 于 是 ,由 定 


理 1， 乔 
(人 1 A, OE,) 
(a,, dt1) 加 Ca,, | 
是 正定 的 , 因 之 人 kB 记 0. 
反之 ， 设 全 (天 90， 如 果 这 时 而; …, 后: 线 竹 


相关 ， 则 可 把 &; (例如 ) 写成 而 ,，… ,Gr_1 的 线性 组 全 :ty 一 
ha 十 十 4 1 因 之 ， 


(a, 01) 7 C1, (Ri) (&, Sana) 
G1 1, 1) 一 


四 


1 
(Oe, G1) + (Fr, ee) (es Na 


tn， Ga) ~ ms, ty 2 ‘a i) 
本 es -0, 


ca ay). Ca a Ca, 他 
与 他 (6g1，…， 人 xz) 天 站 之 假定 币 盾 ， 所 以 @，…，t 一 定 是 线 
+ my 人 feel， “ | 全 并 个 岂 量 tl + ds 的 格 控 希 (ram) 行列 式 ， 而 时 

其 相应 之 算 阵 为 可， 的 格拉 净 给 向 -， 


s dH21 。 


性 无 关 的 . 和 证 完 . 

格拉 姆 行列 式 揭 几何 意义 ， 留 在 下 节 讲 了 标准 直 交 基底 
以 后 再 谈 ， 

从 定理 1， 浆 提出 这 样 一 个 问题 : 当 e1,，…，en 和 方 . …， 
f; 是 % 维 欧 氏 空间 只 的 两 组 基底 时 , 它们 对 应 的 正定 对 称 矩 


阵 
(@1; €1) … (@1, En) 
s.-( : : ) 
(BE, £1) 的 (@,, 好 让 
(Cf, Ff 1 fs, fo) 
人 
(Cf,, fi1) 机 Cf,, 了) 
之 关系 起 样 ? 


fi 21 
事实 上 ,车 令 基底 姿 换 的 矩阵 为 仿 , 即 ( : )-e: ( : ) 
eh 


于 
则 个 是 满 秩 的 ; 如 再 令 T= Zr Fyfe ly 
(1, 人 3 te, ) = {M1 Was "ys Yn) 他， 
于 是 ， 


《2， 先 ) = (yi, Ye ""*, yn) -pe 92 


一 《1， Py fon) "SS, 


» B22 +» 


Yi 


= 人 《 骨 ， Yo, *"'°, QS.0. $2 了 
yn 


因此 ,名 名 全 一 后 这 就 证 明了 
定理 号 设 欧 氏 空 间 时 中 两 组 基底 el，es，…，en 与 刻 ， 
2z，*…-， 所 所 决定 的 两 个 自省 对 称 拭 阵 ( 格 拉 姆 抠 阵 ) 为 号 6 与 


S,, 则 S,= RS, 这 里 a 为 基 记 变换 的 拒 阵 ， a 


全) 人) 


练习 三 十 
1. 设 届 一 (a) 是 正定 对 称 和 矩阵, 证明: 不 论 zs 2 村 二 是 尾 何 


实数 , 情 不 等 式 
CE DT ) CEB), 
3. 直接 三明 欧 氏 空 间 中 去 个 向 量 出， U3， -tx 线性 相关 的 充 要 亲 忻 是 


(AI, 1) 《| 


: : |=0. 
(Az HD) i ry 
#. 在 由 个 实数 组 而 成 的 空间 名 中， 按 例 1 的 方法 使 之 成 为 欧 氏 空间 . 
邻 设 P= {ml， Par zn) ， 寺 二 C1， Ya】 为 对 ;的 两 点 。 车 点 如 在 线段 
PQ 上 , 且 有 所 带 1 一 |@ 半 l, 则 碍 ML 为 线段 PY 之 中 点 - " 试 求 ; 
i) 对 点 的 保定 ; 
ii 与 瑟 , @ 等 距离 的 点 之 轨迹 叫 超 半 面 , 求 这 超 平面 的 方程 ; 
证 ) 叉车 也, 5 为 这 超 平 闸 上 之 二 点 , 则 (EO, B57 =0, 即 PQ | RS， 


第 2 节 标准 走 交 基底 


我 们 知道 ， 在 平面 解析 几何 里 ， 选 取 了 箔 卡 儿 站 角 举 标 
系 后 , 则 分 别 在 2- 轴 与 - 轴 上 的 基本 单位 向 量 让 了 邓 可 充当 二 
" H+ 


维 空 间 刚 。 的 一 组 基底 ， 且 它们 显然 互相 垂直 而 长 都 等 于 1 
同样 ， 在 器; 中 稍 卡 儿 直 角 毕 标 系 的 z- 轴 , 六 加, 六 轴 上 的 基 
本 单位 问 量 了, 不是 钢 ; 之 一 组 基底 且 它 们 两 两 互相 垂直 
而 长 都 等 于 1。 又 ,由 前 节 僻 1 得 知 : 给 了 仿 刘 空间 闪 的 一 


组 基 慷 ei, ,BE,, 车 和 一 ie, VS ye 当 规 征 { 全 ， ¥) 一 
> ww 后 , 只 就 成 为 欧 氏 空间 ， 这 时 ， 由 基底 e，…，。 eu 所 确 


定 的 正定 对 称 和 矩阵 是 单位 矩阵 , 也 就 是 说 {@, B87) 一 B64=0 
当 关 7 时 , 65 一 了 即 后 ，…，en 中 两 两 互相 直 交 旦 每 @, 的 长 
等 于 1， 欧 氏 空 间 并 中 象 这 样 的 一 组 基底 叫做 标准 直 交 基 
上 计 , 有 即 

定义 ”假定 @1,…, 6@, 是 丸 维 欧 氏 空间 只 的 基底 ， 如 果 
它们 两 两 直 交 ,我们 就 说 它们 是 直 交 基底 ; 车 除了 两 两 生 直 以 
外 , 它们 的 长 又 都 等 于 TI， 即 

1， 当 二 有 时; 


(ev =-{o 当 j 关 站 时 ， 


我 们 就 说 它们 十 标准 直 交 基 上 让. 
于 是 由 直 交 基底 el， "= By 只 要 把 名 标准 化 令 包 一 


TeT: 那 末 ei, …, @; 就 是 标准 直 交 基底 了 . 


当 至 间 业 是 三 维 ( 或 二 维 ) 时 ,标准 直 交 基底 的 意义 与 上 
面 说 的 二 8, 下 (或 8 了) 之 意义 相同 , 因 之 标准 直 交 基底 在 欧 
氏 空 间 中 的 作用 就 象 解析 几何 里 而 直角 誉 标 系 一 样 ， 任 一 个 
向量 多 = 了 wue 在 标准 直 交 基底 ea， 的 从 标 各 ，….， 
wa 也 相当 于 解析 几何 旦 在 直角 坐标 系 内 点 的 坐标 。 由 是 , 在 
欧 氏 空间 里 , 我 们 总 是 采用 标准 直 交 基底 ， 

在 欧 氏 空间 中 ,欲求 标准 直 交 基底 , 只 要 先 求 出 直 交 基底 
"D244 + 


邵 可 。 今 问 欧 氏 空 间 是 否 有 直 交 基底 ? 读者 可 能 会 发 生 误 
解 ， 认 为 这 是 一 个 不 成 问题 的 问题 ， 因 为 在 前 节 的 例 工 隋 说 
过 , 人 不管 e:,，…, en 是 % 维 仿 射 空间 关 之 和 任何 基底 , 如 果 将 一 


个 向 量 上 -六 Ees 8 一 六 me: 的 数 积 定义 为 (z, 9) - 尖 m 


使 关 变 成 欧 氏 空间 后 , 则 e1,…, es 就 是 名 的 标准 直 交 基底 
了 ， 但 要 注意 ,这 时 对 于 给 定 的 一 组 基底 ee，…， an， 我 们 是 
采用 特殊 的 让 定 对 称 和 矩阵 ， 即 单位 矩阵 ， 来 定义 它们 的 数 积 
《参照 第 工 节 定 理 六 ， 可 是 ,在 部 维 欧 氏 空间 中 中, 对 于 一 组 
基底 EL,…，©,， 我 们 只 能 有 (B88) 一 Ge， 2 一 4 Tv A = (0) 
是 正定 的 ; 就 是 说 , 是 先 令 {el, @)) 一 0y 而 和 = {aw) 为 事先 给 
滤 的 一 个 正定 对 称 矩 阵 , 才 使 仿 射 空间 及 变 为 欧 氏 空间 的. 
于 是 , 这 时 外 …，en 就 不 一 定 为 六 的 直 交 基底 了 , 因 之 我 们 
的 问题 也 就 在 这 个 见方, 即 是 说 ， 这 时 虽然 (e, en) 一 ay, 但 在 
尖 中 能 否 找 着 另 一 组 基底 所 ,…, 了 使 它们 两 两 直 交 呢 ? 所 
以 说 , 要 解决 直 交 基底 或 标准 直 交 基底 的 存在 性 , 是 欧 氏 空间 
里 的 一 个 重要 问题 . 我们 又 知道 ， 企 何 一 组 基底 中 的 向 基 必 
是 线性 无 关 的 , 于 是 要 解决 直 交 基底 的 存在 社 , 首先 就 要 解决 
这 样 一 个 问题 ， 即 一 组 两 病 直 交 的 非 零 向 量 是 否 必 为 线性 无 
关 的 呢 ? 如 果 说 两 两 直 变 的 向 量 组 必 为 线性 相关 ， 那 未 当然 
不 会 有 直 交 基底 存在 . 

定理 1 车 @i， 86s, ;Br 是 一 组 两 两 直 交 的 非常 向 量 ， 
导 未 和 它们 一 定 线性 无 关 。 

证 明 设 加 B61 十 hgBz 十 十 和 ex 一 科 ， 于 是 因 (@;, ep) =0 
多 于) 及 (2 @1) 关 0, 就 得 到 

0= (Mei 十 jaeBo 十 ,十 入 er， 和 
— ih (0, ed) -es en， 


”dD 


故 得 A=0, 即 @i,，…，ex 线性 无 美 ， 证 完 . 

于 是 ,在 %* 维 欧 氏 空间 关中 ,两 两 直 交 的 非 零 向 量 之 个 数 
不 能 多 于 加 任意 邑 个 两 两 直 交 非 零 向 量 必 为 外 的 一 组 基底 
( 直 交 基底 ). 下 面 来 证 明 郊 维 欧 氏 空 间 并 确 有 区 个 两 两 直 
奖 的 非 零 向 量 的 组 , 即 ; . 

定理 名 n 维 欧 氏 空间 涡 尖 有 直 交 基底 , 因 之 和 所 有 标准 
直 交 基底 ， 

证 明 设 el,…', @, 为 中 之 一 组 基底 , 于 是 由 第 1 节 定 
理 二 即 知 矩阵 


B11 i Win 

4-( : : ) 《位 a = (@;, ey)) 
Sni 本 必 Li 

为 正定 ( 实 ) 对 称 和 矩阵 , 故 有 满 秩 ( 实 ) 和 矩阵 全 使 QAQ' 一 到 因 

面 令 


fi el 
fa 二 机 ， ea ， 
下 e. 


则 疡 ,，…， 所 亦 为 站 之 一 组 基底 ( 因 昌 满 秩 )}, 且 由 第 1 节 定 
理 2, 知 及 ,…, 天 为 中 之 一 组 标准 直 交 基底 1 
上 述 的 证 法 简单 , 而 且 还 联系 了 二 次 齐 式 , 即 揭 示 了 六 、 
七 丙 章 的 内 在 连 系 ， 同 时 一 下 子 解 决 了 标准 直 交 基底 的 存在 
人 性， 这 是 这 个 方法 的 优点 .但 这 个 方法 只 说 了 标准 直 交 基底 
t 或 可 直接 证 明 于 下 :因而 一 aaez 十 … 十 gmenG 一 1 0 , 故 (; 下) 一 
人 dess 记 4) 一 突 Jers ver = qedgn, 捕 者 蜡 然 是 蜡 隆 
个 AY = 马 ) 的 第 宇 行 第 # 列 处 的 元 素 , 即 等 于 34， 故 广 , ,下 为 叶 
之 慰 淮 直 交 基底 ， 
" 3428， 


的 存在 ,未 涉及 它 芍 实际 求法 , 这 是 此 方法 的 缺点 ， 下 面 再 讲 
一 个 方法 , 这 方法 晶 较 烦 , 但 它 的 优点 是 构造 性 的 , 即 从 任何 
一 组 基 属 鱼 ,…, 6 出发， 可 以 有 有 基体 的 方法 找 得 一 组 直 交 
基底 户 ，…， 上 扩 ， 

先 从 直觉 空间 谈 起 , 从 中 看 出 思想 方法 。 讽 如 , 在 三 维 空 
间 六; 中 ， 有 三 个 向 量 @, Bs, es ， 
不 共 面 ， 如 图 7-1. 于 是 , 沉 中 
任何 向 量 都 是 饭 ，ea,，es 的 线性 
组 合 , 即 ea，ea，ea 为 基底 ， 所谓 
求 直 歼 基 底 ， 就 是 要 通过 口 点 作 
三 个 两 两 互相 垂直 的 向 和 量 ， 最 简 图 7 了 -1 
单 的 方法 就 是 先 作 含 向 量 el，es 的 平面 =， 再 过 O 点 作 垂 直 
于 平面 5 的 向 曙 f, 然后 在 平面 内 过 口 点 作 向 量 fe@;, 
那 来 三 个 疝 量 ,所 , 户 就 两 两 直 交 了 . 町 此 , 我 们 先 令 无 = 
es; 再 在 合 包 一 开 与 @ 的 平面 和 上 过 口 点 作 户 上 万， 町 为 方 
在 zw 上, 所 以 fs 采写 为 @; 与 @1 一 让 的 线性 组 合 ， 又 因为 到 
的 长 可 以 任意 , 所 以 在 线性 组 合 中 可 久 令 色 的 系数 等 于 二 即 
一 Bsafi， 最 后 , 因 让, 六 ，es 不 共 面 , 面 ff 的 长 又 可 任 
意 , 所 以 fs 得 写 为 下 = Ca tA tA. 

现在 就 根据 这 个 思想 , 来 从 ea,，…，en 去 找 直 交 基底 所 ， 
"0 fh 

首先 , 就 令 万 一 局 故 广 天 0 再 来 逐步 地 求 fo, …, 天 使 
得 (下 , 万) 一 0G 关 办, 具体 的 步 怠 如 下 ， 

作 向 量 fs 一 es 十 afi, a 是 待定 的 实数 . 由 《4s, 1) 一 (es， 


fi) ta (fs, f1) =0, 9 es 线 
性 无 关 , 所 以 记 大 0， 
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再 用 归纳 法 , 假定 两 两 垂直 而 又 都 不 为 零 的 向 量 所 , fs， 
…， fr 已 经 作 岂 ,于 《有一 00 短 和 名 了 一 41, …, 3), 县 
天 为 如 的 线性 组 合 ， 再 令 
fr=ert hf tA ft haf 
这 里 为, h2，，"*， hz 1 是 待定 的 实数 ; 如 果 (fx, 下 ,) —0, C=1, 
2, ,1), Ml fs, 了 >， 六 驳 两 两 直 交 ， 且 区 都 非 
零 癌 其; 但 由 


0= (ff, fi) 一 (Br, D+ hf 于 
= (By, ff,) + he Cf f), (=1， 四 gt—1) 


入 【1 ， fi 一]， wy 1), 


f° 

即 确 可 求 出 fr。 此 即 表明 ， 从 所 ,…, Bx_1 出 发 若 能 求 得 出 
两 两 直 交 的 天, 志 _y 那 末 从 如 也 就 能 求 得 
出 两 两 直 交 的 ， kl, fr. 

继续 这 样 做 , 一 直 把 所 给 出 的 ea，…，ev 都 用 完 , 我 们 就 
得 到 ?个 非 零 且 又 两 两 直 交 的 向量 所 ,六 …', ,于 是 户 ， 
fp 六 是 并 的 直 交 基底 、 再 把 万 标 准 化 , 令 亿 一 多/ 天 |， 
地 一 二 忆 9 则 e …， 作 就 是 天 的 标准 直 交 基底 , 证 完 ， 

上 上 面 所 讲 的 直 变 化 过 程 ， 不 只 是 告诉 了 我 们 从 任 一 组 基 
底 怎 样 去 求 直 交 基 庶 的 方法 ， 辐 时 还 告诉 了 我 们 从 天 个 线性 
无 关 的 向 量 怎 样 去 求 天 个 两 两 直 交 的 向 量 . 

[ 例 ] 设 2% 十 1 个 连续 函数 

1, eost, sint, cos2t, sin 21, +--, ogni, sinnt 

的 定义 域 都 是 区 间 [0,，2w], 它们 的 线性 组 合 

PO = 十 BCG087 十 Bj 9in zt 十 *… 十 qn CO9 mt 十 5, Sin nt 
+ B28 


叫做 呈 次 三 角 客 项 式 ， 显然 , 所 有 这 样 的 元 次 三 角 多 项 式 形 
成 一 个 加 十 1 维 的 空间 咒 叫做 到 次 三 角 光 项 式 空 间 ， 在 六 
兴 , 两 个 % 次 三 角 多 项 式 卫 ( 莫 , 台南 的 数 积 , 可 以 由 积分 


(PO, QW) -| PO QD a 
来 定义 , 这样 , 六 语 成 为 欧 氏 空间 了 ， 因 | ~ gog ht cog lf dt =0 


4 
0 
村 Fr 
(CED), | sin hte sinlt dt—00% FD, 上 sin Xi .oos ut dt =—0, 
归 江 2 
| coskt dt =0, 人 sin dt 0， 所 以 1， cost sin#, 
0 


CoS mt、 SInrmt 为 和 之 直 杰 基底， 和 因为 


本 四 和 
了 


到 下 号 下 in 
| sin? Rtedt ~ | cos2 Ft dt = | 1 df ~ 2a, 
心 心 


1 1 1 ， i 1 ， 
一 一 一 ， 一 天 一 号 + ——- $n +, 一 一 COSNnE 一 一 Sh "nt 
Vx vw ”Vr wm ” Vr 


为 肌 之 标准 直 交 基底， 
今后 恒 假 定员 是 % 维 欧 氏 空间 ,而 
1， 如 2，… En (6) 
是 员 的 一 组 标准 直 交 基底 ， 现 在 来 研究 下 面 儿 个 问题 . 


第 一 个 问题 : 居中 向 量 2 在 标准 直 交 基底 (多 内 的 坐标 
等 于 什么 ? 


设 w 一 er 十 Ere2 十 … 十 EBs， 则 
(, e) -Dé (es, e) =éo 


这 有 各 是 说 ， 疝 量 在 标准 相交 基底 内 的 谷 标 等 于 这 向 量 与 各 个 
对 应 的 基 订 疝 量 之 数 积 . 

上 面 这 个 论断 是 有 几何 意义 的 ， 我 们 知道 ， 在 解析 几 向 
里 , 回 量 z 与 单位 向 量 e 的 数 积 (zw, e) 等 于 在 e 上 的 身 


* 2340. 


影 , 这 是 因为 : 


cos( €) 一 (8 8) _ {%, €) 


leitel tal ? 
所 以 (x, @) 一 zl -eos (o; BB) 一 客 在 28 上 的 射影 因此, 也 
是 如 是 乍 在 ee 上 的 射影 ;上 一 (到 ，ei) 一 |w| 上 cos Cw BD, 也 就 
是 说 ， 疝 量 在 标准 直 交 基底 内 之 坐标 等 于 它 在 基底 向 量 上 的 
射影 ， 它 的 道 定 理 也 成 立 ( 留 给 读者 治 练 习题 去 作 , 参看 练习 
三 于 一 的 第 工 题 )， 

第 二 个 问题 ， 灶 中 二 向 革 的 数 积 在 标准 直 交 基底 (5) 内 
的 表达 式 怎 样 ? 


设 w= 六 es 一 训 jwes， 则 
{ 完 ， #) 一 (Zée, Yer ) 
j=I Ek 


-> Et (Bi1, 8;) 一 > Eu 
这 是 说 ， 二 向 量 之 数 积 如 用 它们 在 标准 直 交 基底 内 的 坐标 来 
表示 ， 训 等 于 这 二 个 癌 其 的 相应 坐标 莱 积 之 和 ， 它 的 道 定理 
也 戚 立 ( 参 君 练习 三 十 一 的 第 2 题 )， 这 个 性 质 实际 上 早 就 知 
道 了 ， 因 为 这 无 异乎 是 说 由 单位 捉 阵 这 个 特 珠 的 正定 对 称 抵 

阵 所 定义 的 数 积 时 , 它 的 基底 就 是 标准 直 交 基底 . 
第 二 个 问题 ， 怎 样 异 助 标 准 直 交 基 底 说 明 阁 拉 姆 行列 式 

的 几何 意义 ? 
/A o 事实 上 ， 即 令 基 底 不 是 两 两 直 
A 3 ~ 底 时， 格拉 姆 行列 式 也 是 有 几何 党 
< 义 的 ,我 们 尘 从 直觉 的 三 维 空间 策 。 
图 7-2 来 谈 起 ， 
如 图 772, ,qz, Gs 是 从 点 五 引 浊 的 三 个 不 共 面 的 向 
* 330 * 


| 


量 , 人 厢 用 化 标 表 示 ( 在 直角 坐标 系 中 ) 为 时 = {tl 和， 21}, ta = 
{wo, 于 3 2a}, ts — {3, Va; 23}， 于 是 三 个 问 呈 Td =1, 2, 3) 
的 格拉 姆 行列 式 


Co, 好 1 Cr 2) (qi, dF) 
C2, HD) 2, fa) (fa, C3) 
C3, Oi) fa, 2) (a, ts) 
Zi 2 mts 
mrs D2 tata 
Pota atpa 3 

和 


To Wa xz， 


G G1, G2, Ha) 一 


E- 一 


即 平行 六 面体 一 久之 体积 的 平方 ; 向 


(1, 2) (1, G2) 

(Oo, ct) (ta, Oa) 
= (0 0) C2, Ho) — (Oi, a) 
—lal asl — hel’ laslaveos Car 6,) 
=|as> lao)?sin? (th, Ha), 

邑 平 行 四 边 形 一 S 之 面积 的 平方 . 

由 于 这 个 性 质 ， 我 们 就 叫 % 维 欧 氏 空间 只 里 面 个 线性 
无 关 问 量 ea，…，en 的 格拉 姆 行列 式 


G (oh, ‘2) = 


31, 


(et 81) Ce1, C3) … KB， 网 
{el Bo, + e;) = | te>， ©1) 《es， 282) ke>， rx) 


(ee (er en) (en en 

汶 噶 里 面 天 维 超 平行 体 之 体积 的 于 方 , 而 Bt @ 叫 做 这 
超 平 行 体 网 校 何 量 . 

因 相 应 于 GLB， …， Bex) 之 皇 阵 为 正定 的 , 放 由 练习 二 十 
九 之 第 工 题 ,可 知 

GB, 7 Ep) SEE, 1)* (C2, C2) (Bp, Ex) 
一 |2li2， lea 21 el”, 

目 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 fe;, ej) 一 0 办。 这 就 是 说 , 欧 质 
空间 类 里 面 维 超 平 行 体 之 体积 不 太 于 它 的 楼 向 景 之 长 之 
飞 积 , 而 且 在 且 仪 住 楼 向 量 两 两 疏 直 时 ,这 体积 才 等 于 楼 向 量 
之 长 的 收 积 。 这 个 结论 怡 好 与 直觉 空间 中 的 情况 完全 一 致 . 
因此 以 标准 直 交 基底 为 楼 向 量 的 % 维 趋 平行 体 之 体积 等 于 1， 
这 也 正 是 三 维 空 间 中 边 长 为 二 的 正 立 方 体 的 体积 等 于 1( 或 
二 维 空 间 中 边 长 为 I 的 正方 形 的 面积 等 于 1) 这 一 个 事实 的 
推广 。 正 因 汐 这样， 由 标准 直 交 基底 所 组 成 的 格拉 姆 行列 式 
的 平方 根 , 串 微 边 长 为 1 的 % 维 超 立 方 体 的 体积 ; 而 由 直 交 基 
底 所 组 成 的 格 科 姆 行列 式 之 平方 根 ， 叫 做 w% 维 超 长 方 体 的 体 
积 . 


练习 三 十 一 


1， 设 el ea …， en 为 欧 氏 空间 革 的 一 组 基底 , 如 苦 任 一 向 量 x 
在 这 基底 内 之 坐标 6 等 于 时 在 Et 上 的 射影 | 了 -cou (x, ery + 由 1 | [| 是 
入 的 标准 直 交 基底 。 


2. 设 eh ea …, 人 是 网 氏 空间 叶 的 一 组 基 冤 。 若 出 zx 一 六 ter tr 


和 号 号 中 


一 


辣 me: 全 得 全 一 总 gae 试 由 标准 让 交 某 广 的 定义 家 接 证 职 el …， en 为 名 
之 打 准 丰 交 基底 ， 
$， 设 el …， en 为 欧 氏 空间 站 的 标准 直 交 基底 ; x 一 六 te 一 1,…, 对 
是 类 的 任 个 向 硬 ， 斌 证: zt 4 的 格拉 姨 短 阵 竺 于 全. 这 里 
E11 S19 i Sn 
A—| i 2 san _ 
5 
4， 设 el es en 是 欧 氏 空间 针 的 标准 直 交 基底 ; ai at … 网 是 四 
的 任 睫 个 向 最 。 斌 证， wz，…, zs 两 两 直 交 的 充 刘 条件 是 
Ds 0) x e) =0, 人 51 2 hi) 
5. 哈达 马 (Hadamard) 不 等 式 ， 设 4 一 (gj) 是 任 一 个 呈 级 满 闪 让 阵 ， 则 
4 [Al TI {owait et onsang), 对 问 等 号 “一 ”成 立 的 条 件 是 什么 ? 几 
何 意义 怎样 ? 


第 3 节 直 交 变换 与 直 交 矩阵 


在 上 一 节 里 , 我 们 知道 欧 氏 空间 中 有 标准 直 交 基底 , 而 
且 还 不 上 上 一 组 . 今 假 定 
Bi，e2，…" © 《6) 
与 
fi, fa ,fs (7) 
是 办 的 两 组 标准 直 交 基底 ， 那 末 由 基底 (6) 转 化 为 基底 好) 的 
满 秩 矩 阵 他 以 及 类 里 面 使 @ 的 象 为 天 =1,…, n) 的 唯一 
线性 变换 了 〈《 即 @F 一 了 sb 一 4,2,…, mw) 有 什么 特征 呢 ? 本 
节 就 讨论 这 个 问题 ， 
首先 , 注意 到 


| 
里 Lay 昌 


fi 3 1 
(er) 
f, ‘Bu 要， 


而 办 6) 与 他} 都 是 半 的 基底 ,， 故 及 的 任何 启 量 吧 吉 可 写 为 
光一 5 一 fi 形 ,这 时 
(G1 En = 1 0 . (9) 
为 了 看 出 线性 变换 2 的 特性 , 从 {8) 则 得 到 
PF = PEENT TE (BF )} 一 Sef 

于 是 ,由 于 万 ，…:, 是 标准 直 交 基底 , 得 知 (Ww 了, WY = 
2 男方 面 ,从 守 一 25el 并 利用 (6) 之 标准 直 交 忻 ， 又 得 到 
2， 1) 一 他人 于 是 (Z.G ，X.7 ) 一 (Ww XX), 说 明了 象 (8) 这 样 
的 线性 变换 .了 使 空间 由 中 任意 向 量 和 的 长 都 不 变 ， 这 样 的 
变换 在 直 党 空间 中 显然 是 刚 休 运动， 而 在 欧 氏 空间 中 因为 它 
基 直 标准 直 交 基底 所 吉 起 的 , 故而 称 为 直 交 变换 , 苑 ， 

定义 人 局 欧 氏 空间 中 任意 向 量 的 长 都 保持 不 变 的 
线性 变换 了 部 (2.7 WF 一 (ww), 冲 直 交 杰 撞 . 

由 定义 1, 易 知 ， 

定理 1 战 性 灰 撞 .ZF 为 直 交 变 撞 的 充 要 条 件 是 .F 使 柱 
一 个 向 要 完 、 提 的 数 积 保持 不 亚 ,， 即 (ww 了 = (1)， 

证 明 车 对 任 二 个 向 量 , 9 肥 信 ,，)= x, 抽 ， 
特 令 8 一 攻 时 就 有 (XT 了 了 了， 2.9 ) 一 (ww, 完 )， 故 据 定义 1， 叮 知 
了 是 直 交 变换 , 即 证 得 了 条 件 的 充分 性 ， 

反之 , 设 .2 为 直 交 变 效 , 则 

(E+ E+ = RF, E+ NF) 
一 【入 2 十 中 了 WT HHT ), 

担 展 开 左 右 两 边 , 得 
* 3 +» 


(2, 出) TY, $1) 十 3 全， 扩 ) 
一 【3 和 3 十 (7 中 了 十 3 站 7)， 

因而 , 再 利用 《和 2) 二 (了) 用 (和 的 一 (中 7 了 ) 
之 关系 ， 就 可 知 【下 吧 ) 一 《7 ， 扩 7 )， 这 就 证 得 了 必 要 性 ， 
定理 工 全 部 香 证 . 

定理 号 设 @，es，…，en 是 欧 氏 空间 站 的 标准 直 交 基 
广 . 线性 变换 上 为 直 交 变换 的 充 要 条 件 是 @iz ， Bo ，…， 
en 了 为 标准 直 交 基底 . 

证 明 人 设 . 儿 为 直 交 变换 , 则 由 定理 1 得 知 (8: 了 7 ex) 
一 《el 6) 一 85， 说 明了 @ 了 ,E62 了 1， en 之 标准 直 交 性 ， 
基 证 得 本 必要 性 ， 

反之 , 如 果 @81 了 了 ， B29 ， Bi 了 为 标准 直 变 基底 , 当 首 = 


六 ke gg- 六 me 时 ,由 (es er) 一 6 有 
(2F7, VD 一 (富生 (2 Der7)) 
— Dém(ey, er ) = Déms 


同样 ,由 (ei, ey) 一 865 又 知 (w, 加 一 站 En。 因此， 有 (wo 


#7 = 《wy), 则 了 是 直 交 变换 . 

于 是 ,定理 2 完全 获 证 ， 

附注 ， 定 理 2 说 明 , 欧 氏 空间 中 中 线性 变换 :9 为 直 
交 变 换 的 充 要 条 件 是 ,9 使 标准 直 交 基底 变 为 标准 直 交 基 
底 ， 

天 来 看 (8) 式 中 敌阵 个 之 特征 . 由于 (6) 、(7) 部 是 标准 
直人 艾 些 底 , 页 《21) 一 之 如 一 Bn?、 男 方面; 出 ( 旬 式 则 有 
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了 
《十 ， 企 ) 一 之 上 一 (Ei "yy | : 
én 


HI 
一 《91， 机 "0"( ) 


| 
发 再 从 ( 呈 , WE) = Er ……， 可 : ) 有 
Tn 
QO-—E 或 Q'-=-0. 

这 说 明了 人马 之 转 置 第 阵 等 于 久之 逆 和 矩阵， 具有 这 样 性 质 之 
甜 阵 @@, 则 直 交 撼 阵 ， 所 以 四 直 交 的 原因 , 也 是 由 于 它 是 从 标 
淮 直 次 基底 所 引起 的 ， 即 有 ， 

定义 2 各 具有 性 质 久 =@ +! 的 ( 实 ) 矩阵 人 @ 岂 做 直 交 起 
阵 。 

不 难 证 明 直 交 和 矩阵 的 特征 表现 在 下 面 的 

定理 8 设 自 =(gi) 是 一 个 多 级 ( 实 ) 起 阵 , 那 末 下 面 见 
个 性 质 豆 为 等 价 的 : 

1) 有 4 吓 直 交 的 ( 即 4' 一 A4-7)， 

订 ) 有 = 

ji) A'A=E, 

ivy) wagiz 十 Big Gy, 

Y) ny aid nn = Sy. 

于 起 ， 又 有 ， 

推论 若 凡 是 直 交 矩阵 ， 则 4，4*， 4-1 也 都 是 直 交 
的 ; 又 , 若 妇 是 直 交 的 , 则 及 如 也 是 直 交 的 ; 又 , 直 交 拒 阵 的 抹 
列 式 等 于 士 攻 (行列 式 等 于 二 的 直 交 矩阵 叫 正常 的 ， 等 于 一 1 
的 电 非 正常 的 )。 
=。 336 。 


证 明 从 由 =4-1 得 4 即 (4 一 (0 
即 4 :为 直 变 的 . (A 一 = CA) 二 说 明 A' 的 站 
奕 性， 及 ( 妥 * 一 (= 和 * 一 (和 ?说明 A* 之 直 变 
性 ， 再 有 AB'- 记 A'- BAT'= C4B}-!, 刚 表 明了 AB 
的 直 变 性 . 最 后 , 从 4'=EE 得 I=1E|=|A4A4'=-|1Aji: 
i144'| 一 | 和 413, 故 |41= 圭 1. 

直 交 变换 与 直 交 欠 阵 之 间 , 有 下 面 一 个 宣 要 关系 , 即 

定理 量 了 欧 氏 空间 办 的 线性 变 摸 .人 外 为 直 交 主 撞 的 充 雪 
杀 件 是 它 关 于 标准 直 交 基底 之 矩阵 为 直 交 赵 阵 . 

事实 上 , (8 式 已 足够 说 明定 理 革 之 正确 性 .下面 给 出 直 
接 的 证 明 . 

证 明 设 乌 , 6s,…, @r 为 欧 氏 空间 只 之 标准 直 交 基 廊 . 
线性 变换 .9 关于 这 组 基底 之 矩阵 是 4= (ay)， 即 


ei [= 
| 中 

1 一 人 4 + 
en 要 


或 
Br = ei ioBs 二 we 二 1， 2， 二 约 ) ， 
于 是 ， 


nt 9 
二 三 


一 a (Ps EA) 
再 4 一 


一 Tlie 一 立 i (10) 


车. 为 直 交 变换 , 则 由 定理 六 得 知 @ 宁 ,ee 罗 为 及 
之 标准 直 变 基底 ， 因 之 (ee2 ,erz ) = 而， 故 从 (10) 式 得 


者 人 TF 时 


入 
之 人 it 让 一 站， 


于 是 , 据 定 理 3， 即 知 世 是 直 交 矩阵, 
反之 , 设 征 为 直 交 和 盾 阵 , 于 是 , 据 定 理 3 的 iy), 得 知 


> Bedit 二 Sy， 碟 从 (20) 得 (Be = 一， 即 eBe 了 了 ,B29 ， 


en 为 江 之 标准 直 交 基底 , 因而 让 定理 2 得 知 久 为 直 交 
变换 ， 

定理 4 完全 获 证 ， 

定理 4 表 肯 ， 直 交 变 换 与 直 交 逢 阵 之 间 有 着 一 一 对 应 的 
关系 . 但 是 , 这 种 一 一 对 应 关系 是 建立 在 标准 直 交 基底 上 的 ， 
如 果 基 底 不 是 标准 直 交 基底 , 那 未 定理 4 就 不 再 成 立 了 , 这 由 


下 面 的 两 个 例 于 可 看 出 
， [ 例 菩 “考察 9 中 以 w 轴 为 对 称 
轴 的 反射 变换 .7 
让 显然 , 反射 变换 .下 是 使 六 ,中 每 个 
一 -0 一 守 。 河 景 的 长 都 不 变 , 所 以 . 红 是 is 的 直 交 
] 变换 . 假如 以 基本 单位 问 量 忆 了 为 gs 之 
基底 , 如 图 7-3, 则 易 知 六 对 应 的 矩阵 
四 73。 (0 _1 是 直 交 的 (因为 Et7 i #7 一 


一 用: 但 如 果 采 用 ee 与 了 为 基底 ,e 是 以 全 了 为 边 的 正方 形 的 
对 角 线 各 量 , 则 e 一 二 7， 而 嫩 与 了 厅 再 是 标准 直 交 基底 ， 这 
时 因 e 作 = 一 7 故 


FT) VI) -7 ADO 一 1: 让 
1 _' 
即 反射 变换 7 ( 直 交 的 ) 对 应 的 矩阵 (, 1 不 再 是 直 交 


在 人 


短 阵 ， 

[ 例 2] 还 是 考察 中:， 如 图 7-4, 令 向 曼 e 之 意义 同 例 i 
中 的 一 样 。 今 作 WW 的 线性 变换 27, 它 只 有 人 性质 e7 = 一 外 
72Y 一 了 7。 因 之 ,由 


7) (7 oy) 


—1 0 
则 知 ,7 关于 基底 8, 了 之 矩阵 为 直 交 的 ; 但 变换 .7 
0 工 


硝 非 直 交 ， 这 是 因为 , 从 初等 几何 学 知道 
(FE SI He jemi, te=f, 


z+ei fl = er:+ 1 -2 el nije 


2 ’ 
| (F +e). | 一 | —¥| 一 十 
所 以 下 2 因此 .7 不 是 直 交 变换 ， 


| 


图 7-4 图 7-5 
例 工 与 例 2 说 明 ， 当 基底 不 是 标准 直 交 时 ， 直 交 变 换 对 
应 的 算 阵 可 以 不 是 直 交 和 矩阵， 而 直 交 年 阵 对 应 的 线性 变换 也 
可 以 不 是 直 交 变换 . 但 是 , 虽然 基底 不 是 标准 直 交 , 丽 直 交 蛮 
换 赋 对 应 的 矩阵 也 有 可 能 是 直 交 的 ,下面 例 3 就 说 明 这 冯 题 
[ 例 8] 同 例 1 一 样 ， 仍 考察 平面 %s 中 以 一 轴 为 对 称 


* 包 40 


。 ] ，， 
轴 的 反射 变换 了， 如 图 7-5. 令 el 一 -7 es 一 一 总 
于 是 全 与 es 对 于 2% 轴 是 对 称 的 ， 因 es，es 不 直 和 你 ， 战 el，es 


._- 时 i 。，。， 了 ， 
不 是 轴 is 的 标准 直 交 基底 , 但 ex 一 末了 ea 一 一 于 
9 1 
一 了， 所 以 和 一 一 和 BEY 一 一 BL 于 是 Ei 一 
2 


(1 . }(®) 这 说 明了 虽然 基底 et、ea 不 是 标准 直 交 基 
0 —i 


底 ， 但 直 交 变换 9 所 对 应 的 十 阵 ( J ,) 还 是 直 交 的 . 


练习 三 十 二 


1， 证 明 :， 欧 民 空 间 轩 由 的 点 交 社 执 .天 ， 使 代 二 个 商量 同 的 夹 角 都 保持 下 
变 , 即 (x 宙 一 (zs 省 罗 )、 并 以 相似 变换 为 例 ,说明 它 的 道 定 下 不成立 。 

2 为 直 记 赫 换 的 充 要 第 件 是 使 任 二 点 问 的 距离 保持 不 变 , 即 |x 一 | 一 
Ym.9 yl. 

3， 和 如果 有 4 是 站 交 候 阵 , 证 明 当 了 是 直 交 类 阵 时 , P-1AP 也 是 直 交 的 。 斌 
举 一 例 说明 作为 直 交 本 阵 时 , 员 忆 不 肯 直 交 , 但 忆 -LAP 也 可 能 还 是 直 交 的 

*， 设 惩 为 直 交 和 矩阵 ， 证 明 :， 及 -1SA 是 对 称 或 反对 称 , 全 出 号 为 对 欧 或 友 
对 称 而 定 . 

5: 证 明 ; 直 交 类 阵 的 任 一 行 ( 列 ) 各 以 (一 1) ,或 任 二 行 ( 列 ) 豆 换 ,结果 仍 是 
直 交 矩阵 . 

8， 证 明 下 烈 三 特质 中 任 一 个 是 另 二 个 的 结果 ，i) 和 4 是 对 称 的 ,ii) 所 是 直 
变 的 ,iii 过 2 一 瑟 . 

37. 直 交 矩阵 中 每 元 事 或 等 子 它 的 代数 余子 式 ， 或 等 十 其 代 孝 余子 式 之 反 
号 , 全 由 这 症 阵 为 正常 或 非 正常 来 决定， 

$. 维 欧 氏 空 问 中 至 多 有 mn 十 1 个 向 量 , 使 肌 商 间 的 夹 角 都 大 于 90*。 


第 4 节 主轴 问题 


二 维 空间 ya 中 直角 坐 祭 轴 旋 转变 痪 的 怎 阵 
+ S40 * 


(和 和 9 为 直 交 矩阵 , 三 维 空间 多 中 直角 航标 轴 族 

ng cosg 

A 尖 3 办 

转变 换 的 外 阵 | /ja as | 也 是 直 交 和 掉 阵 , 而 和 维 欧 氏 宇 

间 间 中 由 一 组 标准 真 交 基底 变 为 男 一 组 标准 直 弯 基底 的 变 

换 容 阵 也 十 直 交 入 阵 .。 正 因为 这 样 ， 欧 氏 空 间 中 由 标准 直 交 

基 慷 变 为 男 一 组 标准 直 交 基底 的 直 交 和 矩阵 可 以 认为 是 二 维 、 

三 维 空 间 中 真 和 朋 上 坐标 轴 旋 转变 换算 阵 的 直接 推广 ， 
我 们 又 知道 , 二 维 定 间 和 is 中 ， 中 心 在 坐标 在 点 的 二 次 有 

心 些 线 方程 A427 十 2Bwy 十 CP 一 五 之 开端 , 可 以 异 坐 标 轴 的 旋 


转变 换 
个 oop —gng yw 
(sre 本 

化 为 平方 和 4'%w“ 填 CO'w 的 形状 ， 关 于 三 维 空间 中 有 心 二 次 
曲面 , 也 有 类似 的 绪论 (我 们 不 打算 象 解析 几何 学 里 那 拌 用 烦 
杂 的 运算 来 解决 这 个 问题 ， 留 在 后 而 讲 二 次 曲面 的 度量 分 类 
时 用 直 诡 变换 的 观点 一 并 来 解决 )， 于 是 ,推广 到 ?个 变量 
上 , 就 是 二 次 齐 式 Zaupt 一 下 ' 必 生 也 可 以 借助 直 交 矩阵 登 
的 变换 

太一 YF 
售 之 变 成 平方 和 ， 这 就 是 我 们 早 在 第 六 章 里 提出 的 所 请 主轴 
问题 ， 虽 然 第 六 章 时 已 把 二 次 章 式 之 awyzw; 化 为 平方 和 , 即 要 
求 

WA 
为 对 第 矩阵 , 但 那里 的 日 没有 附 吉 征 何 限制 ， 可 是 现在 要求 

* Hdl » 


一 @""， 如 果 存 在 这 样 的 包 ， 使 
QAQ—Q AQ = diag{ad, ds dn}, 


则 由 第 五 章 吕 知己， Gs; …， 4 必 是 生 的 个 特征 慎 ， 因 而 ， 
首先 需要 有 下 俐 的 ; 

引 理 1 实 对 称 矩阵 之 特 皇 值 为 实数 ， 

证 明 设 有 4=(aw) 是 实 对 称 夭 阵 ， 车 a 为 所 之 一 个 特 
征 值 , 命 芷 是 相对 应 于 a 的 一 个 特征 向 量 ， 则 ( 凡 吾 一 ax 下 ， 于 
是 


A 一 ' 才 一 下 +4: 一 EA 
因为 站 一 及， 一 和 4， 所 以 
上 是 /四 一 大 /人 下 一 上 下 "下 


因此 (ke 一 a) :于 到 -0 但 下 关 0, 所 以 政 ' 下 = on0, 故 w= 

注意 : 引 理 1 中 的 对 称 类 隆 如 果 不 是 实 隆 结论 就 不 
成 立 ， 的 如 4- (1 0 ) 为 对 浆 乱 了 但 其 特征 方程 | 加 一 
和 A 一 一 1 
41|-~ ， | ~*2 一 认 一 1 一 0 显然 没有 实 要 

有 了 引 理 1, 就 能 锣 解 决 我 们 的 主要 问题 , 即 ; 

定理 1 设 帮 是 实 对 称 拭 阵 ( 用 = 办 ,有 4' 一 及 ),， 则 至 少 有 
一 个 实 直 交 短 阵 PCP-P P'~P-), 合 P'AP-P-!:4P 
为 对 角 趣 阵 . 

证 明 令 加 为 和 4 的 一 个 特征 值 , 则 据 引 理工 知 和 是 实 
数 , 故 用 及 看 一 下 是 具 实 系数 的 线性 方程 组 , 可知 对 应 于 为 
有 一 个 实 特 征 向 三亚 :居间 佑 各 入] 一 和 下， 且 可 令 | 访 || = 
4 已 生 站 


VS 吉 -11( 这 是 因为 ， 若 | 马 | 天 1， 其 标准 化 芒 = 上 二 避 


即 为 对 应 于 入 之 特征 向 量 )， 
很 如 能 够 作 一 个 ( 实 ) 直 交 和 矩阵 天 , 使 看 1 为 它 的 第 一 个 
列 向 量 ,而 令 已, 之 其 他 列 向 量 分 别 用 入 >，…， 极 表示, 则 内 
直接 利于 夭 阵 乘法 规则 ,容易 看 出 了 7 信访 一 (P44) 记 之 
第 一 个 列 册 量 是 
1 


CIT) =Pr (可 是 1) 一 MmPilad, 二 让 1* 9 


全 


0 


1 
这 是 因为 从 Pi+P,= 是 即 得 P71 累 ,| |， 因而 ,有 
0 
入 1 44 车 
PiiAP,= : B ， 
0) 


这 里 呈 是 #% 一 工 级 实 矩 阵 . 

但 (P74PD)'= 记 AXCPDY= 了 Pri4AP, 这 说 明 PriAP, 
为 对 称 的 , 歼 如 一 … 一 有 一 0 B'=B. 

邻 赎 里 纳 法 来 证 明 ，n=1 财 定理 显然 正确 , 因为 这 财 关 3 
与 丰 是 实数 且 瑟 =1， 假 定 对 % 一 1 级 矩阵 的 情况 定理 成 立 ， 
闻 有 8 一 工 级 的 一 个 ( 实 ) 直 交 和 矩阵 熏 合 


+ 得 3 实数 组 出 成 之 空间 乔 恒 定 基 并 王 人 at 0 与 肛 一 (有 之 
教 积 ( 丰 ， 肝 一 了 ou 有 使 证 为 欧 开 空间 , 因而 | 者 | 二 vf, 都 是 对 标准 
上 让 和 受 基 展 1 (1, D, rp Oy, it | = 【0D， mp D, 了 来 说 的 ， 


" S44 » 


办 3 
oae-{ 和 )-agfe A} 
hn 
1 总 0 
于 是 , 令 了 2 一 0 
0 


1 0 ,.. ， 
风 和 人: 6@> ( o Qj ” 
0 


即 ;为 % 级 ( 实 } 直 交 垂 阵 , 因 之 卫 = 瑟 也 是 ( 实 ) 直 交 的 ， 
电 是 ， 


1 由 1 1 
PAP= Pi'( Pi AP)P,— 
errrarye | oo a) 


1 
一 - 一 避 ia 由 1， 起 2， A 。 
( Qnge) 5 : 
因此 如 果 能 证 明 赴 面 的 引 理 2， 关 定理 1 就 完全 解决 了 ， 


| 
引 理 有 设 青 出 兄 实 妆 经 而 之 内 得 互 一 党 的 


各 
长 1 下 省 = (有 ， 且 ) 一 V2? 一 1 那 就 至 少 有 一 个 实 直 交 


短 阵 也， 它 的 第 一 个 列 向 重 为 如;， 且 行列 式 | 本 | 可 任 取 十 1 
总 一 工 . 


证 明 因 苦 :*0, 赦 一 定 可 选取 nn 一 1 个 % 实 数组 的 向量 


“344 。 


Ei 2 + 1n 
使 得 行列 式 2 te Om #0, 
去 ， tne rr 


这 样 的 一 组 了 ;不仅 存在 , 而 且 选 取 的 方法 很 多 ， 于 是 
诗 ;, 了 了 2,，，…， 卫 ,为 由 所 有 名 个 实数 组 形成 的 欧 氏 空间 第, 之 一 
组 基底 ; 再 利用 第 2 节 定 理 2 之 证 明 方 法 ,将 下 :， 了 于，…， 了 了, 
标准 直 交 化 , 就 得 到 % 个 两 两 直 交 的 实 单位 向 量 四 ， 下 。…， 
让 .， 命 吾 是 以 于 ,于 s，…, 四; 为 甩 个 列 向 量 之 什 阵 ， 由 于 
(计量 )) 一 65， 则 据 前 节 定 理 8 之 Vv), 得 知 如 是 以 下 为 第 
一 个 列 问 量 的 直 交 和 矩阵， 再 因 | 如 | = 士 1 上 且 调换 五 中 二 更 
不 影 啊 随 之 直 交 性 而 只 改变 | 如 | 之 正 负 号 ， 故 我 们 所 需要 
的 妃 之 行列 式 | 也 | 可 为 二 也 可 为 ~1， 引 理 2 证 完 . 

引 理 2 中 的 直 交 矩阵 PP 可 按 下 法 求 出 ， 首 先 , 考 卉 千 个 
未 知 量 44,，…, sw 的 和 齐 次 方程 

看 1 玫 一 Ewa 十 十 Ew 一 0， 

取 其 任 一 个 非 零 实 解 了 ,, 则 其 标准 化 本 = 了 /VYI 为 一 
个 实 单 位 向 量 , 上 且 和 下 直 交 ， 

青 考 虑 两 个 线性 无 关 的 齐 次 方程 (n 个 未 知 量 wi, ,ww 
的 )， 


长 i: 旺 =0， 下 2 于 一 中 
则 其 任 一 个 非 零 ( 实 ) 解 了 之 标准 化 
点 一 Fy/ FF, 
为 一 个 实 单位 向 量 ， 上 且 和 寻 : 与 看。 部 是 直 奖 的， 
继续 这 样 作 下 去 , 假定 已 求 得 % 一 + 个 两 两 直 交 的 实 单位 
丫 量 入，-…， 看 ,1 如 果 卫 , 是 齐 次 方程 组 
下 下 一 0 其: 下-0， .是 !_ ,是 ~0 


之 任 一 个 左 鹤 ( 洋 ) 解 , 则 其 标准 化 
-VF 

是 和 起 :，…， 互 ，: 者 直 交 的 实 单位 和 癌 量 ， 这 样 , 矩阵 了 = 
(天, ， 尾 ") 即 为 所 求 之 实 直 交 和 矩阵 . 

是 理 1 实质 上 就 是 主轴 阿 题 ， 不 过 它 是 用 矩阵 的 形式 表 
达 的 , 如 用 世人 和 何 的 语言 来 叙述 , 就 是 ， 

定理 2 (站 轴 问 题 1.、 设 在 多维 欧 氏 空间 先 中 , 取 定 一 弓 
标准 相交 基底 Bo， ,BJ,， 如 时 

PE Coy, i) 一 在 
[这 里 及 "一 (1 

是 欧 氏 空间 半 在 基底 外，…，eBn 内 之 二 次 齐 式 ， 而 上， 区 
表示 性 之 向 量 和 关于 Be …，eu 的 坐标 , 即 人 一 上 61 十 Bz 十 
By 屠 末 必 有 直 交 蛮 换 .9 把 el es …，6en 变 到 另 一 组 
标准 真 交 基 语 所, 所，…， 首 ,使 在 这 新 基底 内 所 给 的 二 决 齐 
式 20 一 生 . 帮 下 京 为 典型 式 这 A 一 ¥' .diag {1, 和 2， ， 
和 -和 芋 , 这 里 py 是 向 量 守 关于 基底 所 …, .之 上 
标 : 一 brefat 二 mf Y= Cp Nn), 

证 明 由 定理 1 知 , 有 直 交 算 阵 PP 使 

PAP= Pi1AP=— diag{hy, Ms, pw， 和) 


妃 ] 类 1 
w 人 |( 人 据 上 节 定 理 4 与 定理 2, 得 知 . 多 
5 关 , 

为 丙 交 变换 , 而 矿 =e1 ,一 e297 … -en 为 办 之 另 
一 组 标准 直 交 基底 ， 容易 验证 在 一 五 所 坝 

EAX= YPAPY- Y'.diag{h, Mo, .…., As}*¥, 
即 定理 成 立 ， 

主轴 问题 解决 了 ?2 个 变量 所 , 各, 所 的 二 次 齐 式 


= 346 。 


qe 总 是 可 以 异 直 交集 阵 日 的 变量 间 的 线性 变换 


Ei 好 1 
Ce 
En 7 


使 ot 一 记 ME， 故 特别 当 w 一 2 时， 即 是 说 平面 上 恒 有 些 
标 轴 的 适当 的 旋转 变换 , 使 
A + 2Bryt Of Am + Oy (C11) 
但 是 , 主轴 问题 起 源 于 解析 几何 学 中 有 心 二 次 曲线 的 理论 , 责 
有 心 二 次 曲线 常 局 限于 槛 同和 双 曲 线 两 种 ; 在 解析 几何 中 ， 
A +2Bay tOy = {12) 
表示 帆 圆 痢 与 双 曲 线 型 的 充 要 条 性 分 别 是 一 A0O<0 与 
BB 一 4AO0>0。， 这 就 是 说 ,问题 是 在 如一 A400 的 情 闹 下 产生 
的 , 可 是 等 到 主轴 问题 解决 了 之 后 . 再 回 到 m = 2 人 时, 不 论 BB 
一 AU 为 零 与 否则 知 恒 有 (11) 这 个 关系 直 ， 也 就 是 说 ， 虽 
(13) 中 的 如一 40C 一 0( 这 条 性 表 示 (12) 为 抛物 线 型 的 ), 也 会 
有 1) 式 ， 这 也 是 说 , 在 如一 A400 时, 对 新 坐标 轴 , 曲线 
(C12) 化 为 
A'w tO (18) 
的 形式 .然而 人 12 在 BB 一 AC 一 0 时 表示 抛物 线 的 退化 状况 ， 
即 为 二 个 平行 的 直线 ( 实 或 虚 或 重合 ), 这 是 由 于 在 B2 一 AO 
一 0 时 4s 十 289y 十 OF 是 一 个 完全 平方 式 如 (aw 十 BD)?: 的 
缘 改 . 可 是 , 经 过 华 标 轴 的 旋转 变换 后 曲线 的 方程 变 霹 (18)， 
乍 看 起 来 好 象 是 机 图 或 双 则 线 , 发 生 了 了 矛盾， 其 实 不然 ,因为 
我 们 知道 定理 1 中 对 角 和 矩阵 P14P 之 对 角 线 上 的 数 都 是 盾 
阵 4 的 特征 值 (实数 )}, 故 (f1) 中 之 4', 0O' 应 该 是 对 称 算 阵 


4 站 的 旺 a {4 BY,.p 1 DE 
(as a 符 全 值 ,但 (4 oj 在 — et ~ 有 时 十 隆 秩 逢 隆 ， 


+ 时 得 


所 以 它 必 有 一 个 特征 信 等 于 零 , 例如 说 C=0, 于 是 (11) 式 实 
际 上 为 
Awm 2 Pry + Oy = A'p, 

所 以 曲 线 方 程 Ax? 十 2Bzy 十 OW 一 了 简化 为 42w? 了 = 了 亦 期 这 
时 草 线 仍然 月 示 平 行 的 两 个 直线 ( 实 或 虚 , 重合 或 相 异 ), 和 未 
钢化 方程 时 二 次 曲线 表示 的 几何 图 形 是 一 致 的 .这 是 应 提请 
读者 注意 的 ， 

因为 定理 2 中 典型 式 ho 之 系数 和 和 是 定理 革 
中 对 角 窍 阵 户 有 4 庆 = 了 "TAP 的 对 角 线 上 的 数 , 因 之 也 就 是 
对 称 矩 阵 是 的 ?个 特征 伟 ( 实 数 )， 记 以 由 第 六 章 惯 性 定理 及 
有 和 证 与 不 定 齐 式 之 理论 , 又 可 得 到 上 下面 的 两 个 定理 . 

定理 多 二 次 齐 式 qs 的 秩 等 于 对 称 埠 阵 通 一 (en 
中 不 为 霍 之 特 古 值 的 个 数 ， 它 的 正 【 和 站) 销 性 指数 等 于 正 ( 真 ) 
特征 值 之 个 数 ， 它 的 正 页 号 差 等 于 正 特 枉 值 之 小 数 减 主 闸 特 
在 值 之 个 数 . 

定理 妥 二 次 齐 式 之 atEei 为 正 ( 负 ) 定 的 充 要 条 件 是 它 
的 % 个 特 枉 全 部 是 正 ( 页 ) 数 ; 为 言 正定 【 半 真 定 ) 的 充 要 条 件 
是 名 个 特 皇 值 中 有 正 数 和 零 [ 有 负数 和 零 ); 为 不 定 的 光 要 亲 
人 忻 有 是 各 个 特征 值 中 正 商 数 剖 有. 

注意 ， 定 理 1 实际 上 还 说 明了 实 对 称 和 矩阵 与 对 角 矩 阵 相 
亿 . 因而 , 实 对 称 矩阵 的 最 小 多 项 式 无 重 根 , 或 它 的 特征 矩阵 
之 初等 因子 部 是 一 次 式 ， 总 之 , 在 第 五 章 时 所 讨论 与 对 角 算 
阵 相 似 之 矩阵 的 有 关 结 果 , 对 于 实 对 称 乞 阵 都 成 立 . 

最 后 谈 一 下 化 二 次 齐 式 到 主轴 上 去 的 直 交 害 阵 的 实际 求 
法 ， 

在 第 五 章 里 曾经 讨 过 ， 只 要 矩阵 和 能 与 对 角 和 矩阵 相似 ， 
如 本 人 下 一 diag fi 和， 不 促 和 GG=1, ;nn) 是 对 之 
» D43 * 


特征 什 , 而 且 卫 的 第 个 列 向 量 还 是 对 应 于 的 特征 同 量 ; 
又 知道 这 时 任 一 个 特征 值 的 重 数 等 于 它 的 特征 学 空间 的 维 
数 , 也 就 是 说 这 时 对 应 于 妈 之 五 重 特征 值 的 特征 向 量 间 线 性 
无 关 的 最 大 个 数 等 于 丈 故 当 几 为 实 对 称 和 矩阵 时 , 因 其 特征 值 
全 为 实数 , 所 以 特征 向 基 记 都 可 取 为 实 向 量 , 于 是 定理 1 中 实 
直 交 和 矩阵 如 表面 上 看 可 以 这 样 来 求 得 ， 即 先 求 出 4 的 每 个 
特征 值 所 对 应 的 最 大 无 关 之 特征 向 量 组 ,因而 得 到 了 4 的 wm 
个 线性 无 关 的 特征 ( 实 ) 向 量 , 再 按照 第 2 节 中 亡 讲 的 把 它们 
标准 直 交 化 , 就 得 到 所 要 求 的 实 直 交 怎 阵 吾 之 % 个 列 向 量 
了 . 可 是 , 将 站 个 无 美的 商量 标准 直 交 化 , 当 交 相当 大 时 已 经 
是 一 个 很 费事 的 工作 , 问题 的 关键 还 不 仅仅 在 于 费事 这 一 点 ， 
主要 还 在 于 标准 直 交 化 了 之 后 , 得 到 的 实 直 交 具 降 吾 之 一 个 
列 向 量 到 底 还 能 不 能 为 和 4 之 特征 向 量 ? 于 是 求 化 二 次 齐 式 
到 主轴 .上 去 的 实 直 交 抵 阵 , 到 底 用 怎样 的 实际 方法 去 求 呢 ? 为 
此 , 首先 要 证 明 下 面 的 

引 理 8 对 应 于 实 对 称 埠 阵 的 两 个 未 同 特征 值 之 特征 向 
量 ( 可 取 为 实 向 量 ) 是 直 交 的 ， 

在 第 五 章 里 已 证 过 ， 任 何 和 矩阵 的 两 个 不 同 特征 值 所 对 应 
的 特征 向 量 是 线性 元 关 的 , 但 不 一 定 直 交 ; 可 是 , 对 于 实 对 称 
甜 阵 , 它们 不 仅 线性 无 关 , 而 且 还 是 直 交 的 ， 

证 明 设 44 实 对 称 ( 邑 丰 =4, 和 一 A， 和 与 和 是 及 
之 两 个 不 同 ( 即 为 竹 ho) 的 特征 入 因 市 都 是 实数 , 令 三 与 
下 > 是 分 别 对 应 于 入 与 ha 的 ( 实 ) 特 征 向 量 , 即 

及 下 | 一 和 证 /， 刀 瑟 := 和 瑟 ， 


1 他 1 
如果 x-( : ) | : ) 我 们 的 问题 就 是 要 证 明 
En 


Tn 


"190. 


他 1 
种 1 间 a 一 《1 "ls En) ( -Zém-0. 
Tn 
因 | 湛 1 疫 ' 一 加 上 尘 ;， 故 DA 4 训 2， 而 4'=44， 
从 而 bp oP. 4. 于 基 ， 再 以 hz 二 3 去 蔡 措 D8 就 得 
到 下 fo 大 3 一 人 1 全 1 本 2， 即 (Ai 一 Xa) 砷 1 本 3 一人。 但 和 六 ha 故 
是 432 一 小 证 完 ， 
于 是 把 上 面 所 说 的 归纳 起 来 ， 则 知 主 辅 问 题 的 实 了 球 解 法 
可 以 归结 为 下 而 儿 个 具体 步骤 : 
1) 首先 求 二 次 齐 式 了 ee 的 实 对 称 算 阵 丰 = a) 之 名 
个 特征 值 入 ,X32,，…, {都 是 实 的 )， 于 是 ， 村 ~diag {hi, Ng 
A 因此 606; 之 典型 式 为 
M0 十 和 0 六 十 下 和 nm， 
到 ye 一 和 二 和 二 
如 果 不 仅 是 要 求 典型 式 , 还 需求 出 化 为 典型 式 的 ( 实 ) 直 
次 变换 ,也 就 是 说 要 求 出 使 
PiAP=diag{h, Ms, '"*, Mo} 
之 实 直 交 矩 阵 ,， 那 就 还 各 进行 下 面 的 手续 
2) 让 设 ) …; 轩 是 及 之 不 同 的 特征 值 , 其 重 数 分 别 令 
海产， 于 时 于 每 个 入 信 == 
1， 2，…， 动 ， 求 出 线性 齐 次 方程 组 如 一 息 ) 入 = 的 基础 解 
系 ya ya ?in 踊 为 而 个 线性 无 关 的 ( 实 ) 特 征 向 最 。 这 
样 ,我们 共有 ?个 线性 无 关 的 ( 实 ) 特 征 向 量 ; 
YI se Yi Yor ss Ya es Yh ey Yts 
让 ) 把 每 一 组 特征 商量 ya, yu 象 第 2 节 中 所 说 的 
那样 是 以 标准 直 交 化 ， 得 到 态 个 两 两 直 交 的 单位 曾 量 五， 
0 


…， 昌 it 这样 并 有 ?个 两 两 直 变 的 单位 向 景 : 

昌 1，，，……， 六 磺 p1， i ss : 让 [1， ev -有 

ii 加 和 ， 眶 次 作为 公 
光量 作答 阵 也， 这 避 就 是 我 们 所 要求 的 实 直 交 矩 阵 . 

[ 例 上 」 化 二 次 章 式 gl Ta Wa, 24) 一 2%152 十 23203 一 
20010 2 十 27994 到 主轴 有 上 上 去， 


这 时 , 齐 式 的 实 对 称 拭 阵 是 
0 1 1 一 1 
| 1 0°-1 1 


1—-i 0 1 
一 Id ji 站 
于 是 137 属 一 条 ;一 0 一 1)*Q+3), 故 和 站 有 1 为 其 三 重 特征 秆 ， 
一 3 为 其 单 特征 值 , 因 之 经 直 交 变换 后 , 它 的 典型 式 为 
红 十 经 十 捧 一 3 
为 要 求 出 直 交 变换 所 对 应 的 直 交 和 插 阵 ， 先 求 对 应 于 特征 
值 和 =1 的 特征 向 量 , 因而 需 解 齐 次 方程 组 : 
一 二 +o+6 t=0, 
51 一 上 3 一 二 3 十 二 一 0， 
全 一 上 一 人 十 上 一 0， 
一 丰 十 和 十 一 各 一 0， 


求 得 其 基础 解 系 


¥,— (1, 0, ] ， 0), 
¥;=(—1, 0, V, 1), 


将 它们 先 直 交 化 ,得 到 


= (1, 1, U, 0), 


* 号 后 二 二 


=(1, t, 0, 0), 
CH, 0 .7 - (3 二， 1, 0), 


pA F,— Rh, BY 
_ (¥;, 1) (Fs, Zn 
| 人 一 (1, £1) 一 (22, Z 2) 2 


| (和 二 二 


再 使 A 2 Zs 标准化， 即 令 慌 ( 一 PAPA (二 二， 3)， 就 
得 到 


上 
1 v2 
Ky 
1 1 v3 
(sr Hr 


其 次 , 求 对 应 于 单 特征 值 X= 一 3 之 特征 向 量 , 血 解 齐 次 


方程 组 
3 + été — £4, = 0, 
此 十 3 一 占 士 蕊 4 一 心 
上 一 上 十 3 十 二: 一 个 
一 蕊 十 过 :十 上 十 3654 一 山 


它 只 有 一 个 线性 无关 解 向 量 ， 可 选 为 Za 一 (il 一 
再 将 它 变 为 单位 向 量 得 


el 一 到 一 豆 豆 ) 


干 是 , 雇 于 ;、 下 2， 六 4,， 下 为 列 向 量 的 实 直 交 和 矩阵 


3 一 十 DD), 


* SH 


1i 只 加 ] 1 ， 
~ vB 2 8 2 
1 1 1 
~ ~ 6 2 3 2 
P=) 一 一 ， 
0 V3 1 1 
3 2 3 2 
3 i 
心 ih ~ 可 
出 1 Wi 


即 直 交 变换 | “| 了 | ”把 所 给 的 二 次 齐 式 化 为 典型 式 
Os 区 4 
蚁 十 兵 十 妥 一 3 

注意 ， 这 时 , 淖 阵 是 关于 洛 重 等 征 值 的 线性 无 关 特 征 向 
量 组 的 选取 方法 不 是 唯一 和 的, 所 以 存在 很 多 不 同 的 直 交 变换 ， 
能 够 作 Py #3， 郊 3，dd) 为 是 型 式 . 

为 以 后 引用 方便 ， 竺 叉 糙 实 对 称 矩 阵 之 一 些 主要 性 质 配 
为 下 面 的 ， 

定理 如 实 对 称 夫 阵 的 特征 悟 都 是 实数 。 对 上 应 于 不 同 特 
证 慎 的 特征 向 量 是 豆 相 直 交 的 ,每 个 特征 慎 的 代 救 重 数 等 于 
它 的 几何 重 教 ,因而 笠 为 站 时 就 性 有 日 为 它 的 同一 个 重 的 特征 


值 ， 又 ,， 它 的 最 小 多 项 或 没有 重 报 , 因 之 其 特征 红 阵 之 初 车 国 
子 都 是 一 次 式 。 


练习 三 十 三 
1. 试 化 二 次 齐 式 闻 十 5 凡 一 只 二 4 2 er 划 主 加 上 去 ;并 求 出 灾 刘 主 吉 二 的 
一 个 直 交 变换 . 


# SHB. 


2. 设 旭 是 一 沈 弃 式 负 (的 pa 之 扯 阵 , 大 是 时 的 一 个 特征 伪证 明 ; 
一 定 育 未 完全 层 等 的 - 纸 实 熬 的 攻 , rr Wy 满 导 方程 fr 一 ?于 十 


十 
和 ， 设 有 二 次 齐 式 Baomey 一 下 ' 和 及 ,而 入 与 记分 别 为 引 阵 颈 之 最 大 和 最 小 
的 笠 征 值 . 证 明 : 对 任何 一 组 实数 起 ,i 党 有 不 在" 在 关 枯 站 不 六 站 古村 
， 设 用 为 nn 级 实 对 称 和 矩阵 .证 明 ， 不论 w 一 (zi sz 4) 与 二 i 
3 sm 是 任何 师 个 1 实数 组 , 常 有 {A 1) 一 (6 入 丢 ) 。 
1 所 中 
2 3 4 .… nn 二 1 
5 求 且 一 | 3 4 5 .n+2| 之 最 小 多 项 下 


记 加 十 天 十 时 让 一 卫 


第 5 节 二 次 曲面 (曲线 ) 的 度 度 分 类 


今 利用 前 节 主 辆 问题 的 理论 , 来 讨论 二 次 曲面 《曲线 ; 的 
度量 分类， 设 有 一 个 二 次 曲面 
pe, Y, 2) =a0t+ by 二 or dwy + 2ew- 
+2fy2 t+29r+ 3hy + 2k241= 0, (14) 


将 它 写 成 矩阵 的 表示 式 
岂 
pir, ¥， 2) = (%, YF, 1) "本: > » 
1 
da o 
+» 时 
其 中 人 = 。 / 是 实 对 称 和 矩阵 , 叫做 plw, y, 2) 的 纸 
站 
阵 , 及 之 秩 与 行列 式 | 所 | 分 别 叫做 go, gy, 2) 之 秩 与 行列 
式 . 首先 , 有 上 面 的 


引 理 让 裔 坐标 轴 条 的 变换 不 会 使 oz #2) 的 秩 与 行 
列 科 发 生变 化 ， 
证 明 我 们 知道 , 从 旧 堂 标 系 变 到 新 学 标 大 《直角 的 ) 的 
变换 公式 是 
= 二 Tg nar" 十 Diy 
y= may + ras + Pa, 
2 一 br ma 二 naY 二 pa， 
式 中 《pt， pa，?a) 是 新 原点 对 刘 上 坐标 标的 举 标 ; 而 天， 六 ,与 ; 
nD 表示 新 wr 轴 , 新 轴 , 新 x' 轴 对 
上 坐标 系 各 轴 的 方向 余 芒 ， 上 面 的 坐标 变换 公式 可 用 和 矩阵 形 
也 来 表示 : 


全 呈 3 二 1/ 
y ly ma ns poy 于 
一 ， |】 一 好 | 
[4 7a Ina Ma Ba 名 Ee 
1 0 D0 0 1 I 1 


. Th Wy 
lb Tt J 这 样 ， 


5 Pts Tg 


lr, Ys 2) 一 (tt 2 为 1) :村 


和 


~(m, ,2 DA AQ ,| 


委 号 呈 周 


说 明了 经 坐标 轴 的 变换 后 ,gtz, 2 为 皇 to 2 ) 的 矩阵 
为 人 @'44Q@, 由 于 电 之 满 秩 性 , 知 @'4AQ 的 秩 等 于 4 之 秩 , 又 行 
列 式 

[AQ)=|@ :41:|@|==|A4|( 因 为 | 和 | 一] 了. 
故 引 理 成 立 ， 

尼 回 到 二 次 曲 画 Ad 的 研究 ， 由 主轴 问题 知道 , 有 一 个 
直 严 变换 ( 蕊 对 应 着 坐标 原 目 不 动 揭 坐标 轴 的 旋转 ) 使 

CTL by Tica 2dry Tezy t+ 2 fy 
性 成 典型 式 
A 十 六 pW 十 入 2 

这 时 信用 %, Y,， ?而 不 用 ,YY 2 是 为 了 减少 记号 上 的 变更 ， 
但 为, Aa， ba 是 对 称 和 矩阵 


让 8 
a ; /| 
s Fe 


的 ( 实 ) 特 征 信 ， 注意 3<7p 所 74 所 44. 
坐标 轴 的 这 样 旋 转变 换 将 glz, y, 分 变 成 
A 二 hag 十 A322 二 2 十 2hy 二 2b.2 十 1 (15) 
的 形式 ， 这 里 ~1 (这 是 因为 ， 原 点 不 动 的 旋转 变换 不 改变 
常数 项 )， 下 面 , 分 三 种 情况 加 以 讨论 ， 
DB 的 秩 rp 二 3， 
这 时 , 三 个 特征 值 加 ,Xo, hs 都 不 为 零 。 所 以 , 再 平移 上 坐 
标 灿 使 新 原点 为 (一 软 ， 一 其 ， 一 乱 ), 则 (1 简化 为 
02 十 和 92 十 和 922 十 167 
再 风 分 74 二 和 与 74 ==3 两 种 情况 ， 当 7 一 4 时 ， 由 引 雷 得 知 
4 EE 8 


[4| [| 


《16) 中 六 0 目 |4| 一 oN 因而 如 一 区 全 -一 -各 |- 这 
表示 着 坐标 轴 的 适当 变换 可 使 方程 (14) 向 化 为 
Mt Ag -ez2 二 -| 全 -一 0， 


此 时 曲面 是 一 个 有 中 心 的 曲面 . 实际 上, 有: 
i) 车 入 ,hs 都 和 一 | 各- 异 号 , 曲面 (14) 表 桥 球 

面 ; 

ii} 若 六 1， 3， 
球 订 ; . 

iii) 车 加 , hs, ha 中 有 二 个 与 点 异 导 (一 个 与 点 同 号 ), 曲 
面 4t 和 者 未 单 叶 双 曲 面 

iv) 车 和，xa， hs 中 有 一 个 与 & 蜡 号 ( 即 二 个 与 点 同 导 )， 
赣 面 忆 4 是 双 叶 双 曲 面 ， 

如 时 74 二 3, 这 时 416 中 下 一 9， 方程 1 和 简化 为 

A 十 Aad 二 和 a 一 0 

形 , 这 时 曲面 为 一 个 锥 面 , 实际 上 是 ， 

Y) 若 和 a，xka，xs 则 号 ， 曲面 退化 , 具有 一 点 : 

vi) 着 1 ， As, 办 3 不 全 乌 导 ， 曲面 为 椭 芳 锥 面 . 

加 请 的 秩 rp=2. 

这 时 , 三 个 特征 值 中 有 一 为 零 , 舅 二 个 不 为 零 . 不 失 一 般 


性 , 可 设 xs 一 0，)a)az0。 再 平移 坐标 轴 使 新 原点 为 (一 
一 名 ,0), 则 (15) 简 化 为 


和 aa2 十 和 za2 2 (17) 


| 本 
有 | 


它 的 行列 式 为 


» 357 。 ， 


四 0 
9 一 一 人 hod. 
人 介 0 i 
D 作 1 1 ! 


由 引 理 得 知 | 及 | = 一 ho 如 ， 再 幼 分 如 下 三 种 情况 ，74 一 和 


TA 一 号， 人 有 二 22， 
在 r4 一 4 时, 各 小 0, 因而 又 平移 举 标 轴 到 新 原点 (0, 0， 
£1" 
一 如) 则 (17) 式 简化 为 


A 十 和 28 十 22842， 
破 得 : 
vi) 当 A% 与 和 同 号 村 ,由 面 为 精 贺 抛物 而 ; 
Yiii 站 和 生 As 屏 号 时 , 陋 面 为 双 册 插 物 面 。 
在 94 一 3 时 , 训 =0 县 必 玉 天 0, 故 (17) 趟 为 
A 十 Ao 十 4" 
而 有 : 
这 ) 当 2》 与 xs 四 叶 时 , 出面 为 双 有 曲 柱 面 ; 
x】 当 为 与 和 hs 同 号 时 ， 曲 面 为 梯 匣 柱 面 (或 实 的 , 在 
和 Xe 一 时; 或 进 的 ,在 和 与 hs 都 和 小 同 号 时 ). 
在 7T4=2 时 ,名 一 由 一 0, {17) 简 化 为 
A Aa, 
于 是 到 得 ， 
xiy 当 和 A3 夺 0 时 ,有 曲面 为 两 个 相交 的 平 压 ; 
xii) 当 Xuz>0 时 , 曲面 退化 为 一 条 直线 (新 > 轴 ), 或 中 
做 相交 于 实 直 线 的 两 个 虚 平 面 . 
二 好 的 秩 了 ae 一 工 ， 
这 时 ， 有 二 个 特征 值 为 0, 不 失 普 遍 性 , 可 今 为 天 0, hs= 
» D358» 


ja 一 0。 再 平移 轴 使 新 原点 为 { 一 名 ，0, 0), 得 使 (15) 简 化 为 


六 1 于 号 下 1 填写 十 二 (18) 
A 0 0 0 
0 0 0 A 
其 行列 式 为 0 0 0 gl 
0 和 各 吕 
故 由 引 理 得 知 7a 窑 8， 因而 ”4 一 3，2， 或 工 ， 

在 ?4 一 383 肘 , 如 与 加 中 至 少 有 一 个 不 为 0, 设 而 坊 0 (不 
失 莹 遍 性 ), 再 平移 代 标 轴 到 新 原点 (0， 一 二，0) 可 使 (18) 
简化 为 

Nw hy 十 2112 
再 经 过 旋转 变换 
rm, 
1 t #1 t 
"VHT VHT 
了 论证 2 了 7 衣 调 % 
使 二 式 随 而 方程 (14) 得 简化 为 
Mw 2 + 0, 
由 于 ~ 肌 十 好 和 0 知 有 : 
xiii 则 而 为 抛物 杜 面 ， 
在 ?4=2 时 , 必 加 一 如 一 0, 下 天 0， 于 是 人 18) 即 曲面 (14) 
之 方程 简化 为 
ao2 十 太一 及 
扑 得 
ziy) 出 而 为 二 个 平行 的 平 而 ( 实 的 ， 在 ja <0 时 ;或 点 
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的 ， 在 六 由 > 站 时 二 


在 4 一 1 时 ，(18) 四 机 ， 必 全 为 0 故 (1 多 简化 为 
hiB 一 0 故 允 得 

xv) 曲面 是 二 个 重合 的 平面 . 

总 上 所 述 , 得 到 二 次 且 面 (14) 的 度量 分 类 表 为 


记 秩 i 催 曲面 有 附带 条 件 的 细 分 类 
彬 球面 ， 当 和 ,Xs, a 都 和 Sr- 算 导 时 
虚 椭 球面 ， 当 为， 22, hg 都 和 | 
| 4 有 有 窟 语 让 中 单 叶 浴 上 曲面 , 当 A ?0, Ns 由 只 一 个 与 1 可 语 
号 
观 叶 观 曲 面 , 当 站 As 于 ! 悦 有 二 个 与 本 
| 同 号 时 
非 退 化 以 面 ， 当 jl A 入 3 妈 号 时 
| 袖 丽 天 想 囊 双生 与 避 同 号 时 
ee En 
o 3 二" 为 一 并 曲 柱 面 , 当 仙 与 9 异 号 时 
、 | | 直线 的 柱 曾 1 笑 贺 柱 面 ( 实 或 说 ), 当 入 与 加 辕 生 时 | xs 一 
相交 的 二 个 _ 实 的 , 当 和 为 与 和 异 号 时 
2 12 剖 的 ( 即 送 化 为 一 直线 ), 当 大 与 双生 
1 上 4 | 未 可 能 出 现 一 一 
113| 抛 物 柱 面 
| 平行 的 两 个 平 
1 | 2 | 面 ( 实 或 虚 ) 
TY 一 个 平面 
1 1 1 即 二 个 看 


合 的 平面 ) 


中 


* JH0 « 


5 三 队 好 
， 好 一 9 8 了 |， 南 和 ho， hs 为 
a se 


名 和 名 
hh 
Sm 


如 之 三 个 特征 值 ( 故 为 实数 ). 

注意 : 上 表 不 是 说 二 次 曲 焉 的 度量 娄 别 只 有 八 种 ， 所 谓 
两 个 二 次 曲 秽 属于 庶 量 的 同一 值 类 ， 指 的 是 它们 可 由 欧 氏 空 
阿 之 直射 变换 { 即 平移 、 施 转 与 到 射 的 台 并 ) 互相 推 得 . 因 之 ， 
度量 类 别 之 个 数 是 无 限 的 ， 例 如 辣 是 两 个 椭 球 面 可 属于 不 相 
同 的 度量 类 别 ， 即 每 类 不 能 由 秩 及 正 负 号 差 来 决定 (它们 只 
能 决定 仿 射 与 投影 分 类 ) , 应 所 二 次 曲 商 系数 说 的 一 些 关系 式 
《 叫 代 数 不 变量 ) 来 尖 定 ， 我 们 不 谈 这 些 东 西 , 因为 它们 属 几 
何 学 范围 ， 象 上 面 讲法 已 足 说 明 利 用 代数 理论 解决 了 二 次 则 
三 的 一 切 类 型 ， 

完全 用 同样 方法 , 可 得 知 平面 中 二 次 曲线 方 释 

gp + ovy tt cy + dr + 2ey t+ f=0 {19) 


的 分 类 表 为 


线 
1B| < [Bi=0 


— CO 


Garo tAl 0 tn. Ai 
椭 ” 闸 庶 柄 图 
相交 直线 一 点 (点 笑 古 ) 

抛 物 线 
2 二 平行 直线 ( 实 或 虚 》 
| 一 重合 直线 


" 01+» 


a bud 
G $6 
ar: 0 | B- |， ,) 
uu ee ff 

至 于 此 家 的 详细 推导 , 留 给 读者 作 练 习题 . 

本 章 开 头 曾 说 过 本 章 是 以 主轴 问题 为 中 心 问题 ， 因 此 对 
直 交 引 阵 应 作 深 入 的 讨论 ,但 为 了 方便 , 关于 直 交 矩阵 之 性 质 
讼 及 它 在 几何 上 前 密 用 等 , 放 在 下 章 讲 酉 矩阵 时 再 讲 , 因此 本 
节 到 此 结束 ， 


练习 三 十 四 


1， 详 细 推 导 上 面 的 一 次 曲线 的 分 灶 表 由 省 种 情况 。 

革 ， 试 用 本 节 的 方 滤 ,判定 十 询 曲 面 的 类 型 ; 

1) 屯 十 3 在 十 三 9 十 和 2 二 6 十 省 十 Se 十 104 十 12>- 二 7 了 一 个 ， 
i 天 十 的 一 3 二 和 2 一 是 ?二 和 一 2 一 2 一 呈 十 1 一 0。 


第 6 节 欧 氏 空间 中 的 几 个 零 插 问题 


在 平面 六 ,中 (图 7-6), 已 知 过 原点 心 之 任 一 直线 了 为 一 
维 子 空间 《向 重 空间 ， 庙 量 的 起 点 放 在 原点 )， 又 知 有 内 一 个 
过 原 点 之 直 强 ! 5 即 有 崔 一 个 一 维 向 量子 空间 才 配 卫 下 相 
屠 直 ， 很 显然 ,与 疡 的 和 了 UP 一 和 hs(《 即 久 。 中 任 一 回 量 可 表 
成 ?中 一 向 量 与 中 一 向 量 之 利 )， 

文 如 图 ?7, 在 三 维 空间 出 s。 中 过 芹 点 听 的 一 维 癌 量子 空 
疝 了 也 有 唯一 个 平面 zx( 咒 二 维 向 量子 空间 xw) 11 在 图 7-8 
中 , 激 s 之 二 维 疝 量子 空间 zx 即 平 面 呈 ) 在 Was 内 也 有 了 唯 一 个 一 
维 子 空间 1 即 过 原点 0O 之 一 次 线 门 .Lx， 且 不 论 图 7-7 或 图 
7-8, 屋 有 有 秆 ,一 ze UI. 
+ 2362» 


图 了 -者 玫 7 了 -7 园 7 了 -8 


由 上 述 关 于 六 > 与 物 之 启示 , 今 问 加 维 饮 氏 空间 匠 , 中 是 
否 也 宥 类似 的 结果 呢 ? 首先 要 明了 欧 氏 空间 内, 中 两 个 子 空 
间 直 交 ( 即 季 直 ) 之 意义 ， 

定义 1 欧 氏 空间 3, 中 两 个 子 空 间 央 与 是 大 有 这 样 
的 性 质 , 即 对 任意 的 ga E38, 与 任意 的 G25 人 恒 有 人 92) 一 
0 时 , 就 记 好 与 是 直 交 的 ,用 符 导 开 | 册 。 来 表示 ， 

当 某 问 量 @ 与 子 空间 改 之 任何 疝 量 史 (信人 光 EB) 都 直 
变 , 即 (4g8， 好 一 0 时, 就 叫 向 量 与 子 空间 叶 直 交 , 记 为 9 
2 

显然 ， 由 于 (09) 一 C62, 1)， 攻 当 见 | 下。 时 也 有 外 
8,, 

叉 因 为 只 有 零 向 量 和 本 污 它 自身 直 交 ， 故 从 驹 上 由 s 马 
上 知道 轩 站 剖 :一 轨 。 

关于 直 交 的 子 空间 , 有 下 面 的 

定理 站 如 果子 空间 台 ， 台 ，，…， 避 两 两 直 交 , 即 好 上 好， 
Ct， 那 玉 和 UB … 了 U 革 3 为 直 和 ， 记 为 涩 四 入 ,中 … 印 
BP 避 Ui UR 之 凑 向 量 守 二 信 ! 十 和 Wz 十 … 十 完 ;(Wj 亿 
好 )) 的 表示 法 是 唱 一 的 ， 

证 明 东区 = 1 2 3) 且 各 十 十 完 : = 0， 
则 


3 


0 一 (0， TE;) 一 (S i x) -人 {i,, ) (ty, i )， 


P| 
所 以 一 7 一 1 3 5 人， 这 说 明了 零 向 量 8 与 为 好 十 
“站 之 表示 法 (iiEg%i 是 唯一 的 ， 期 只 能 基 每 :~ 0, 因而 


8,U… UR, 之 每 向 量 公 ~ 之 ww 之 表示 法 亦 唯一 , 也 就 是 有 


站 和 兄 的 … 币 和 ， 证 完 . 

定理 2 欧 扩 空间 Ji 中 对 于 每 一 个 子 空间 加 都 有 唯一 
个 子 空间 使 史上 U, 直 轩 一 BBU, 一 一 称 贡 为 加 之 直 交 
补 , 记 为 世 一 玫 +， 因 之 加 = 41, 

证 明 才 吕 ~ 和 则 显 有 男 , 一 从!, 唯一 性 显然 ， 设 加 为 
非 零 子 空间 ， 由 于 在 只 , 中 所 定义 的 内 积 之 意义 也 得 使 名 成 
为 欧 氏 空间 , 故 著 加 之 维 数 等 于 mr, 则 据 第 2 节 定 理 2 可 知 
举 有 标准 站 交 基 底 , 今 令 ea， ez en 为 出 的 一 组 标准 直 交 
基底 ， 如 果 %==%, 则 时 一 9 央 之 如 ! = 人 0 且 如 之 唯一 性 也 
显然 故 需 讨 论 的 是 0 一 mm<nm。、 这 时 ， 必 有 所 中 使 全 引见 ， 
因而 名 不 能 为 el ez， en 的 线性 组 合 , 青 作 向 量 enwri 一 十 
机 1 十 十 mem( 其 中 和 As, Am 是 待定 的 常数 ), 于 是 利用 
el en 间 的 标准 直 变 性 得 知 


(Bl Ent1) = (1, &) 十 名 Ar (Bi, 1) 


二 帮 |, 如 ) 十 (=1, 3, + , po), 

故 取 入 = 一 te 8) 时 就 有 (ei emi1 一 全， 因而 由 em4i 之 形成 
方法 又 知 Emri 天 0， 于 是 又 得 令 en 标准 化 ， BI 令 (@n i, 
Em+1) 一 1， 这 说 明了 吕 <%a 时, 由 各 之 一 组 标准 直 交 基 竣 Bl; 
“Em 可 扩充 为 mr 十 1 个 两 两 直 交 且 长 为 1 的 一 组 向 量 ， 车 
了 十 <9， 又 可 继续 这 样 的 方法 往 下 做 , 一 直到 mw 十 =n 为 
止 ， 这 无 蜡 平 是 说 由 欧 氏 空间 加 之 子 空间 撤 的 一 组 标准 直 
* 已 10 业 。 


rl 


这 


交 基 底 可 扩充 成 为 出 , 之 一 组 标准 直 交 基底 +. 于 是 ,在 出 ,中 
必 可 找 得 一 痉 个 向 量 emti,，…, 6 使 
€1, Co,", Bn, 和 “**, En 

为 办。 之 一 组 标准 直 交 基底 . 再 作 yi 之 子 空间 = 守 [emra 
…， el， 即 革 由 en en 所 生成 显然 有 各 一 愉 中 1 用 
1 必 ， 这 说 明了 为 加 之 一 个 直 交 社 . 

再 证 唯一 性 . 若 尚 有 名 .一 届 由 玉昌 串 | 下 则 当 &wE 骂 
时， 从 关系 式 % 世 六 ,一 兴国 可 期 a 一 十 WH (这 里 ER, gE 
1D; 因 之 利用 慌 | 加 可 知 0= (gD) 一 (V4 一 (v, 有 十 
(gu, 2) = (V0) (其 中 ,利用 了 C8, 9) 二 00), 所 以 了 = 人 政史 = 
在 和 1 即 证 明了 公所 11， 同 样 的 道理 , 可 知 HE 区 .所 以 嫣 = 
,唯一 性 获 证 ， 

定理 2 证 完 . 

由 定理 3 之 证 了 明 方 法 又 得 到 下 面 的 

推论 欧 包 空间 吕 。 之子 空间 多 的 直 交 补 味 1 恰 由 一 场 
与 澳 成 直 交 的 向 量 组 成 , 且 吕 之 维 数 十 时 1 之 维 数 一 多， 

下 面 青 来 讨论 欧 氏 空间 多 ,中 组 性 变换 对 于 子 空 间 昧 及 
其 直 交 补 败 ! 的 影响 怎样 ? 

为 研究 的 方便 ， 取 @，82，……，e。 为 识 。 的 一 组 标准 直 交 
基底 ; 如 上 所 述 ,可 设 B@，…，en 为 风 之 基底 , 面 Bri 
为 出 1 之 基底 ， 


取 总 之 任 一 个 线性 变换 9， 并 令 er9 一 ane, (GE 一 


1 这 一 结果 很 重 理 , 特 作 为 定理 于 下 

定理 中 扒 欧 氏 空间 注 , 中 柱 一 个 两 再 标准 直 交 的 向 要 姐 可 扩充 永 号， 
抽 一 广 社 淮 基 床 。 同样 ,Dis 中 人 性 一 个 丁丁 直 记 的 向 量 姐 可 扩充 成 前。 之 一 - 
妇 直 交 基 上 广 ， 
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2， | nn)， 即 .2 关于 基底 如， 所 对 应 之 夭 阵 为 加 == (os) 
(今后 所 谓 其 线性 变换 对 应 前 敌阵 , 都 是 指 对 这 组 基底 er …， 
ex 而 言 的 )， 今 作 一 线性 变换 多 *， 仿 它 对 应 之 府 阵 为 种 = 
《5 之 转 轻 矩阵 44'= (Caw), 即 
e.7 + are. (¢=1, 2 本 nm), 

而 叫 .2 为 .9 之 共 耗 变换 ， 

取 总 之 任 二 个 向 量 一 部 we gy 一 之 wei, 于是， 利用 
er 间 之 标准 直 交 性 , 就 有 


(ww, 中.Y ) 一 (en 全 we )) 
此 
一 人 “ 《ei， rs ) 


mr 之 Ci" 之 ) jia* (Bl, ©,) > rr 
Wl 1 dj 
以 及 
C27 ,0) = (Poe), yes) 


一 Pew > Ca (Ps, C7) 一 wer 
说 明了 (ww, 83 ) 一 (7 y)， 这 是 说 欧 氏 空间 中 中 线性 
变换 .9 与 其 共 辆 变换 人 * 忆 满 足下 面 的 关系 式 
(xr, FEF *, yy), ‘20) 

其 中 和 ,8 为 中 ,的 任 二 个 疝 量 ， 凤 之 , 适 侣 (30) 之 多 与.G 
也 互 为 共 冰 的 . 

由 共 轰 变换 之 意义 ， 容易 证 明 下 列 诸 性 质 i~iv， 

i 省 二 一 

ii, (HH TR 
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ii, ChF YT 

iv. CF SNP, 

事实 上 上 ,有 下 面 的 

引 理 车 .为 欧 氏 室 间 PR, 的 线性 变 撞 , 且 对 性 先 , 入 全 
RH 昼 有 (加入 ==0, 则 必 . = 二 信 (过 变 撞 )， 

这 是 因为 有 (ex 了 ,en 一 0 I=1 外， 但 en 
取 为 %i, 之 一 组 标准 直 交 基底 , 帮 令 6:7 一 马 owes 时 则 有 0- 
(BF ,©)) -Zo (en ei = BE Bi = 一 1 
He 

有 了 这 引 理 , 可 证 上 述 性 质 i~iv， 

因由 共 罗 变换 之 意义 , 可 知 (出 (< 有) 二 (WF) ~ 
(VF, = HF) 一 (3 ,因而 (2 [L(Y)* .9 ]， 
入 ) 一 0, 故 据 引 理 得 ("= 了 ， 即 i 成立， 

,RF FY, WF YT 于. = RF ) 二 
C(x, SINRT FR, ~ RTF), Y), 
而 据 引 理 即 得 (二 ”~ ?二 页 这 成 立 ， 

再 者，( 字 (和 了 有) 一 (名 (3 7 = (, FCW) — 
bw, TE RT = RPT — (TRF), Y), 
故 (开罗 一 下 杀 *， 即 让 成立. 

最 后 , (CCF AN, #) = CW DD) ,WF 
(RI TT = 可 导致 
【3 9 mm 3 即 iy 成 立 ， 

现在 可 讨论 线性 变换 及 其 共 力 变换 在 欧 氏 空间 内 的 影 
响 ， 首 先 . 有 : 

定理 8 设 时 ,为 欧 氏 空间 .如 标 轩 是 线性 变换 , 罗 的 不 
变 子 空间 ， 那 末 出 的 直 交 补 出 - 是 共 辑 变换 另 “ 的 不 变 子 空 

二 I07 » 


间 ， 

证 明 设 wE 中 Ir， 于 是 对 人 尾 BENV, 因 有 总 ER, 故 ， 
后 和 ) 一 由 因而 0= (ea, BF) 一 (2 *, 局 ,所 以 由 彤 在 加 内 
的 任意 性 , 邦 有 区 “七 吕 t+， 证 完 . 

及 , 忒 二 变 换 还 可 以 刻 划 直 交 变 换 , 具体 说 来 , 有 : 

定理 和 欧 扩 空间 汶 , 内 的 线性 变 接 .F 为 直 交 的 充 要 条 
件 蚌 之 . 字 为 恒 等 蛮 防 ( 即 .7 与 共 罗 咏 “五 这 )。 

证 明 着. 是 直 交 变换 , 则 对 任 *, 风 拓 串 , 恒 有 (， 扩 ) 
一 《YY ) 有 ,= ,WD) = (WF, YF ) 一 
(CPT) 不 得 不 有 了 了 * 一 区 反 
之 ,了 了 一 了 可 诱 至 (YY; 一 6, 拉 一 了) = 
(mT) 好 .是 直 交 变换 ， 证 完 . 

最 后 ， 在 欧 氏 空间 中 中 车 线性 变换 .与 其 共 示 变 换 
了 ”相等 , 即 个 =.F* 就 岂 2 为 自 共 胰 变 接 或 对 称 变 换 . 
由 于 对 标准 站 交 基 底 说 来 , 了 与 * 之 算 阵 起 为 转 置 的 ,， 故 
为 对 称 变换 的 充 雪 条 件 是 它 的 矩阵 为 对 称 矩 阵 ， 
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第 八 章 西 空 间 


第 七 章 里 , 在 实 线性 空间 中 引进 了 数 积 概念 , 而 使 这 空 
凶 成 为 欧 开 空间 ;， 并 以 主轴 问题 为 中 心 讨论 了 欧 氏 空间 的 基 
本 理论 ， 本 章 就 在 复线 性 空间 于 引进 数 积 这 一 概念 ， 而 使 之 
成为 西 空 章 ( 也 坚 复 欧 氏 空间 ), 并 讨论 西 空间 的 基本 理论 . 也 
再 以 说 , 本 章 是 第 七 章 的 推广 , 其 内 容 除 主轴 问题 处 , 还 有 二 
次 并 式 看 以 及 实 直 交 矩 阵 的 标准 形 及 其 几何 意义 ， 本 章 中 有 
很 多 的 概念 、 结 论 和 方法 都 与 第 七 章 相 类 做 , 由 于 在 第 七 章 更 
已 有 详尽 的 叙述 , 故 在 这 里 只 简单 地 握 出 , 不 作 更 多 的 重复 . 


第 1 节 枯 空 间 , 西 基底 


在 % 维 复 空间 中 中 , 阁 有 一 方法 使 任 两 个 疝 量 ,yy 对 
应 于 一 个 确定 的 复数 ， 记 为 (ww; 扩 ), 并 县 适合 下 列 的 四 个 条 
性 . 

i. (x, ¥) = (Y, %), 

计 ， A) 二 A 六 ) ,为 复数 ， 

证 . {+ 2) = (8, 2} + (¥, 2), 

iy。，( 宛 ， 光 ) 宇 0，(w, 而 ) 一 0 当 和 且 仅 当 区 =0 时 ， 
那 来 , 叫 ( 完 ,8) 为 向 量 , 的 数 积 ,而 叫 复 空间 站 为 西 空间 . 

注意 ， 这 定义 与 欧 开 空间 中 数 积 定 闵 不 同 之 处 具 诺 公 
理 i， 内 为 有 了 ( 汉 , 本 = (， 光 ), 即 知 (w, ) 是 实数 ; 假如 没 
有 这 个 限制 (和 ，2) 为 一 复数 , 则 公理 iv 就 没有 意义 ,同上 章 


中 人 和。 


一 样 , 我 们 叫 1o1- VUE 斌 ) 为 向 景 z 的 长 , 但 是 cos( 元 轨 ) 
训 不 能 象 上 章 那 样 去 定义 了 ， 只 是 当 (+z， 纺 一 0 时 我 们 仍 叫 
四 和 量 季 与 中 直 交 ,用 记号 多 了 上 和 表示 之 ， 
由 这 个 定义 ， 可 知 非 均 简 量 w 的 长 we! 总 是 正 数 ， 只 有 
零 向 量 0 的 长 人 | 才 等 于 堆 ， 又 由 定义 容易 得 证 (2 M1) 一 
A 与 ( 完 ,十 2) 一 (Tw, 入 ) 十 (x, 2)， 于 是 易 证 (x, 0) 
一 0 一 (0, zw)， 这 说 明 零 向 量 与 任何 向 量 宜 交 ， 在 西 空间 中 ， 
两 向 量 完 , gy 的 夹 萌 昌 不 能 定 闵 ,但 这 时 仍然 有 柯 西 不 等 式 : 
CT, WE #1) = Ce, WW, Ye) . 
Ez yy, wy, 人 
还 明 的 方法 与 欧 氏 空间 的 场 台 一 样 ， 由 于 
(和 十 ?于 EET ny) EE Rw, WY) +En C8, 的 
ten CE, YF) + (Y, 0 
是 变量 上, ?3 的 一 个 正定 或 半 正 定 尼 米 特 齐 式 , 故 
人 2) Cw, | 
(2 2) (| 
即 (zx, DK, gE, wy, 1). 
【 例 」 在 由 一 切 n 个 复数 组 完 = (wj, wy, ，…, zo} 所 成 的 
复 空 间 湛 , 内 ， 如 沫 定义 两 向 量 T= (Wi, 2 Wn) 与 到 一 (ga 


go …， 2) 的 数 积 为 (2， 3) 一 总 zk， 容易 验证 这 时 公理 I~ 
iv 是 适合 的 , 于 是 加 , 变 成 西 空间 , 耐 柯 西 不 等 式 (1) 为 
Ss < Saad ys 
与 由 实 空间 变 威 欧 氏 空间 的 情况 一 样 ， 我 们 可 以 证 明 下 
列 的 


宁 理 二 复 空间 沪 成 为 下 空间 的 充 要 条 件 是 两 向 量 的 数 
* 7 


积 是 由 一 个 正定 厄 米 料 齐 式 来 定义 的 . 
这 就 是 说 ， 取 定子 站 维 空间 日 的 一 组 基底 者 ,B29 加 
后 ， 如 果 出 是 西 空间 ， 那 末 由 数 积 (& e7) 所 决定 的 mn 级 害 
涟 
(e+，Bi) (el, B23) (Bi, En) 
(Es, 1) (@2, B2) :+ (2, En) 


中 


(Bn 1) (Er, ©2) (En, ©») 
是 正定 厄 米 特 年 阵 ; 上 反 过 来, 车 事先 给 定 了 一 个 正定 厄 米 特 什 
阵 用 = (8), 用 (ei, @) = 定义 &;. 的 数 积 可 以 使 蜡 成 为 
西 空 间 ， 
由 是 ， 当 而 ，Ba，…，er 与 六 , fo,…, 所 是 酉 空间 于 的 
网 组 基 旅 过, 它们 所 决定 的 正定 厄 米 特 矩 阵 各 为 
人 1) 《el， | 


[3 


中 


(€,, e1) oo (Bn, en 


(fi, £1) “*" (fs, f) 
下 s,-( ee } 
(fn, ff) 四 《了 了 
则 与 欧 氏 空间 的 情形 一 样 , 能 证 明 
fa G1 
定理 2 S -SB x ( : )-e( 站 
f en 


定理 2 表示 着 西 空间 办 中 向 量 数 积 的 寄 达 式 随 基底 变换 
后 的 公式 ， 

% 维 酚 空 间 办 之 一 组 基 询 所 82,"…'; er 中 请 问 量 若 两 
两 互 为 直 交 , 就 叫 名， EB@3,…, Bn 是 办 的 一 织 直 交 基 底 ; 如 果 
每 个 名 的 长 又 邦 等 于 工 好 

» 7L 。 


1， 当 # 一 了 时 

《已 -| 当 & 玫 了 肘 ， 
右 到 外， es， ,er 是 沸 的 一 组 再 基底 ， 

完全 同 第 七 章 第 2 节 中 所 讲 的 一 样 ， 能 证 明 一 组 两 两 直 
可 的 问 量 是 线性 元 关 的 ， 因 此 在 % 维 西 空间 中 % 个 非 零 的 两 
两 直 交 的 向 量 就 是 它 的 直 交 基底 ， 

也 和 和 欧 氏 空间 的 情形 完全 一 样 ， 我 们 可 以 从 西 空间 处 的 
一 组 基底 使 之 直 奖 化 ,就 得 到 及 的 一 组 直 交 基底 ; 再 标准 化 ， 
就 得 到 它 的 西 基底 ， 于 是 , 叉 有 : 

定理 8 %w 维 西 室 间 必 有 西 基底 ， 

基于 数 积 在 酉 基底 内 的 表达 式 , 则 有 : 

定理 和 假设 Bz, …, Bs 是 奋 空 间 路 的 再 基底 ， 则 任 


两 向 曲 ze y= > me 之 数 积 为 ; 


(%, #) = Dém. 


也 就 是 说 ， 这 和 耐 数 积 是 由 单位 矩阵 这 一 特殊 的 正定 厄 米 
特 和 矩阵 来 定义 的 ， ”| 

凡 由 一 切 % 个 复数 组 (zw1， zs, …, zn) 构成 的 西 空间 入， 
两 问 量 之 数 积 的 意义 总 是 象 上 面 那 样 地 去 定义 , 以 求 简便 , 这 
时 一 《1 人， 0 的 西 基 诡 ， 


练习 三 十 五 
1. 证 明正 定 厄 米 特 齐 式 cerry 满 是 不 等 式 : 
(Easyn) * (Foamn) S (Daytio) .CTavydt). 
3%、 上 由 酉 空间 洪 之 一 组 基底 el …-， en,， 加 果 中 的 任 两 个 向 量 守 一 说 e,， 
¥ 一 > FE 之 数 积 (TY) -这 的 辣 基 庶 ， 


= S72 + 


第 2 节 本 变换 ,本 矩阵 .主轴 问题 


使 西 空间 污 之 任意 向 量 它 的 长 保持 不 变 的 线性 变换 党 
虽 丁 变换, 即 (reW = (TY)， 
定理 1 酝 空 间 滴 的 线性 变换 留 为 黄 谈 接 的 交 要 条 人 和 件 
是 对 于 任 两 个 向 量 开 ,有 (人 WY 从) 一 (x) 
条 但 的 充分 性 易 证 ,因为 这 时 令 多 = 多 就 得 出 (ww 禾 ) 
一 (和 2) 硫 洛 是 本 变换 ， 
友之 ,车 党 为 西 变换 , 则 有 
(waAY, THAV) = (RAE (EAN); 
再 将 这 等 式 诺 右 两 端 分 别 展开 , 并 利用 (信人 泊 ) = (2) 
及 (时 党 ,8 和 = (gy 四, 就 得 到 
A (CH, EY HA RE, Hh, TEN RW, YE); 
于 是 , 再 以 入 =1 与 入 ~z 民 入 上 式 中 ,就 分 别 得 到 
(g, FE) HT, WD — EE, rE) + RE, EY). 
与 (gl, EF, gy, WE) x, yy). 
再 由 上 两 个 等 式 相 减 , 即 得 (%w， 8) 一 (w 人 名 ， J 作 ), 就 证 明了 条 
忻 的 必要 性 ， 
利用 定理 二 可 与 第 七 章 第 3 节 定 理 2 之 证 明 完 全 类 似 
地 ,能 证 明 ， 
定理 2 设 包 ,Eo, …， 所 是 西 空间 和 的 西 基底 , 则 导 中 
线性 变换 人 铬 为 机 变换 的 充 要 案件 是 BlM，Bs 多 Br 和 为 外 
之 丁 基 底 . 
王 然 西 空 曾 和 之 西 基 席 不 全 一 名 ， 那 末 当 B4，ea，…，en 
与 入 拓 9 太 是 让 的 两 纽 西 基底 时 , 联系 着 这 两 组 西 基底 
的 浇 秩 自 阵 如 令 为 地， 即 
。373-。 


CF. fo fi 一 (2I，Be，…，2n 0, 
和 当 令 = EB 一 mf 后 ;就 有 


Ei 
《个 ， T) 一 了 一 (&1, "+ En) (i ) 


ma 
= (7 en( :) 
Tin 


m1 
{m1 ”了 oo 一 之 Tri 


yn 

放 有 QB, 卫 QO'=E. 

凡是 具有 性 质 @8'= 瑟 的 害 阵 硫 吊 怖 酝 短 阵 ， 容 易 证 
了 明 ， 西 矩阵 背 下 述 性 质 : 

性 质 工 和 = (wy) 为 一 种 组 复 碟 阵 ， 刚 于 述 蕊 个 条 和 件 是 
两 两 也 为 黎 价 的 ， 

说 本 为 直 趣 隆 ( 即 于 太一 五 )， 

ii) UU =UU= FE, 

i) Wot tstiys Tt ns = yy, 

iy) try Wor 二 ntin = By, 

条 件 证 是 说 到 的 任意 两 个 行 向 量 是 直 交 的 ， 且 每 个 行 
疝 量 揭 长 等 于 因此, 和 之 加 个 行商 晤 是 后 复 数组 空间 中， 
的 西 基 谋 同样, 条件 iv 又 说 明了 如 之 % 个 询 向 量 也 是 委 , 
的 西 基 眠 ， 

性 质 % 本 起 阵 之 行列 式 的 宰 {( 急 对 值 ) 为 1. 

事实 上 , 从 DDU' 一 契 可 知 1= | 如 | 一 1V1' | 辽 |， 即 得 性 
质 2. 

性 质 3 设 下 为 盏 起 阵 ， 划 村:， 玉 "1 也 都 是 而 孝 
* 加 [年 


阵 ; 又 ,车 站 为 西 拒 阵 , 区 本 了 电 是 西 拭 降 . 

证 明 留 给 读者 自行 完成 

关于 基站 阵 利 | 西 变换 的 关系 , 有 

定理 号 再 空间 站 中 线性 变换 喀 为 西 变 接 的 充 要 宗 件 
是 关于 西 基 底 之 夫 阵 为 西 超 阵 ， 

证 明 设 包 ,ez,…, 为 西 空间 甩 之 西 基 底 , 线性 变换 
名 关于 这 组 酉 基底 之 矩阵 令 为 可 = Ga), 于 是 


(iY, erY) = E Was, wiset) 
ae (8,, B+) 


ett — 一 > iptige, (2) 


车 多 为 西 变换 ， 则 据 定 理 2 知 el 人 YW es 人 BY，…, eB 入 为 西 
基底 ,因而 (2 之 左边 等 于 8w 故 由 性 质 1 期 知 下 为 西 绕 阵 . 
反之 ,车 上 是 西 拭 阵 , 则 (加 之 右边 等 于 54， 因 而 (@8， ej 人 8 ) 
=8y, 即 本 才 ，…,， 6, 入 为 条 之 西 基底 .证 完 ， 

为 了 诱导 酉 空间 的 主轴 问题 , 先 证 下 述 两 个 引 理 ， 

引 理 1 尼 米 符 起 阵 的 特征 值 是 实数 . 

证 明 车 a 为 厄 米 特 拭 阵 丰 之 特征 值 , 令 于 为 对 应 于 a 
的 站 之 特征 向 量 , 则 由 有 4 及 =a 征 、4' 一 自得 a 证 ' 一 收 ' 4 一 
时 ' 间 , 故 下 ' 尼 一 性 '4 和 一 a 下 :下 即 (a 一 x) 下 是 --0， 而 
是 ' 下 为 不 等 于 零 之 正 数 , 故 必 “这 腔 证 得 了 a 是 实数 . 

引 理 多 若 有 nh 元 复 向 量 x-( : ja 1 = Vv EEE 
一 长 即 (《 点 :， 朋 = 二， 则 有 一 丁 趣 隆 末 以 四 为 它 的 第 一 小 
列 向 要 ， 
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下 面 所 讲 和 前 不仅 是 证 明 斑 的 存在 , 而 且 连 如 的 实际 求 
法 也 区 解决 ， 
滑 先 考虑 芋 不 未 知 量 zt，ra， 2 的 线性 齐 次 方 征 
现下 一 区 十 Eaoo 十:… 十 Epo 一 几 ， 


1 
式 中 x-( : ) 下 其 仔 一 个 非 零 解 了 Ya， 再 标准 化 ， 得 在 ,一 
Tn 
Yo/ MY Ys, 于 是 玉 s 为 二 到 ! 直 交 的 单位 向 量 . 
胃 解 个 未 知 量 名，z2，…， ws 的 两 个 线性 无 关 的 线性 
齐 次 方程 组 : 
下 ' 下 -0 与 且 下 -0 
并 也 它们 的 任 一 非 零 解 了 了 s, 再 标准 化 得 媚 : 一 Y/NMY 5 了 ,于 
是 看 为 与 下 ， 碍 > 都 直 交 的 单位 癌 量 ， 
继 渎 这样 作 下 去 , 假定 已 求 得 了 % 一 1 个 两 两 直 交 的 单位 
向 量 可:， 下 >，…， 丰 1 若 了 是 齐 次 方程 组 
有 在 =-0, 下 ,下 -0 下 丰 -0 
的 任 一 非 零 解 , 则 其 标准 已 
bp 了 /到 元 
是 和 吾 :，…， 在。-i 都 直 交 的 单位 向 量 . 这 样 , 矩阵 = (CX,， 
sa ……， 如) 即 为 所 求 的 西利 阵 ， 证 完 ， 
有 了 引 理 2, 可 证 下 而 的 . 
定理 全 每 个 厄 米 特 拒 阵 王 ( 即 王 :一 再 ) 总 可 以 用 再 趣 
阵 把 它 变形 为 对 角 阵 ( 即 存在 示 起 阵 玉 使 可 ' 五 下-= O02HU 
为 对 角 掉 阵 ). 
证 骨 出轨 纳 法 (关于 矩阵 吾 的 级 mn) 来 证 上 有明 ， 假 定 和 
是 坟 的 一 个 特征 值 , 对 应 于 和;, 选取 五 的 一 个 特征 单位 向 量 
县); 由 引进 2， 天 有 一 个 以 和 1 为 第 一 个 列 癌 量 的 本 和 矩阵 [一 
* 号 7 全 。 


CH 至 >， "yy 在 。) ， 因为 


CUBE Un HE) -NU Eh ?| 


A a fn 
0 
UH U,= 
故 1 二 : Hi nn 
0 


这 里 好 | 蚌 nn 一 1 级 的 第 阵 . 、，. 
因为 UHU' =0HUD) -UN HCO, 故 UnHU, 
是 万 米 特 和 矩阵 , 因而 2 二 … = 二 om 一 0, 且 于 ,== 瑟 ， 于 是 ,再 据 
归 续 法 的 假设 , 存在 一 个 n 一 1 角 西 矩阵 下 使 
VHF diag{)s, ', Mn}. 


1 
这 梯 , 作 "级 矩阵 =( 上 后, 则 配 为 西 短 阵 , 因而 


Us 上 也 蚌 西 盾 阵 , 故 
U-iHU= Uzi(UnHU)U, 


-人 


Ai . 
-( yy) doe, hy, 四 An}, 


这 了 网 证 明了 和 定理 4. 
若 将 上 述 西 窍 阵 玉 关于 酉 空间 哄 之 一 组 西 基底 记 确定 
之 变换 记 作 多 ,， 贴 洛 就 是 西 变换 ， 因 而 由 定理 生 即 得 其 几何 
的 俐 述 ， 
定理 5 《本 空间 揭 主 轴 问 题 ) 设 el，ea，…，en 是 吕 维 再 
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空间 六 的 一 组 本 基底 ， 加 让 Eo, ,=a 
是 轩 在 基 庆 El Eo ,内 的 一 个 万 米 特 这 式 (fj 一 人 
中 向 量 名 关于 基底 es，…，en 的 和 
标 , 即 到 一 荆 Eiei， 那 末 空 间 冰 这 有 一 面 变 摘 HW 把 1 Bg 
eu 变 为 另 一 组 西 基底 让, 2,…*， .使 在 这 新 的 轨 基 底 内 ， 
所 给 的 尼 米 特 齐 式 于 wsE 必 一 在 ' 昌 时 变 为 典型 式 


DA F'ndiag {hy, Na, 7+, Mo} YY, r-( 
Ti 

这 里 和 H; "Wn 是 向 量 守 甘于 基底 用， ,fn 之 和 坐标 , 即 守 二 
EB = Dnh. 

注意 ， 实 际 计 算 主轴 间 题 时 ， 因 为 对 应 于 厄 米 特 矩 阵 芍 
两 个 下 同 的 特征 值 之 特征 向 量 是 直 交 前 (证 法 与 第 七 章 第 4 
节 的 引 理 3 一 样 )， 所 以 也 可 以 引用 这 来 简化 直 交 化 的 手续 ， 
一 切 具 体 步 又 者 完全 与 第 七 章 讨 论 菊 氏 空 间 前 主轴 问题 时 记 
叙述 的 一 样 , 这 里 就 不 再 重复 了 . 

此 外 , 关于 尼 米 特 齐 式 与 其 符 性 指数 间 之 关系 , 以 及 关于 
皮 米 特 矩 阵 之 特征 值 与 特征 向 量 之 关系 ， 都 有 与 第 七 章 第 4 
节 中 定理 3 到 定理 5 同样 的 性 质 , 在 此 就 不 一 一 地 再 列举 了 ， 
读者 可 自行 补 出 ， 


本 三 十 六 
i1， 证 明 : 丁 知 阵 的 性 一 行 【 列 ) 用 模 为 1 之 任何 装 遍 医 后 ， 结 黑 还 是 酉 乱 
阵 ， 
2， 王 明了 下列 三 条 件 有 二 个 和 碟 立时 ， 另 一 个 也 一 定 成 立 : 六 赴 为 西 矩 阵 , 这 
生 为 属 洲 特 和 矩阵，ii 好 ?一 吾 ， 
3， 试 求 一 十 矩阵 如, 使 巴 :本 这 为 对 角 性 ,已 知 : 


1 Si 


ll 1 . 
2 Ba 6 
] 1 1 
有 4-| - Ba 全 加 a 
: ? 1 
YE 2 3 
in i 1 
ij 了 a 一 站 中 
,1 0 oo 


二， 设 如 是 捷 洲 特 ( 或 实 对 秆 ) 给 阵 , 证 明 行 生 寂 数 语 舍得 当 刁 下 时 ,， 玫 十 
过 怠 是 正定 的 。 

E.， 证明: 上 反 厄 米 特 ( 反 实 对 称 } 撼 阵 盘 的 特征 值 或 为 考 或 为 纯 足 获 , 对 应 于 
西 个 六 加 特 率 值 的 特征 向 对 是 直 交 的 , 有 西 算 阵 召 合 U1 和 TU 成 对 角形 , 它 的 
最 小 多 所 式 雹 利根 , HH 每 竺 征 介 的 重 束 等 后 其 特征 子 空 闻 的 锥 娄 ， 

6， 设 已 与 本 分 别 是 加 级 与 ?级 拭 隆 , PP- 2 ) 为 十 短 陈 ,证 明 
卉 一 从 日 户 与 PP 都 必 西 拭 阵 . 

7, 设 姐 与 吾 是 两 个 闫 级 满 秋 此 阵 , 日 丰 ' 坟 = 请 'B, 拭 证 有 一 西 算 阵 厢 , 使 
A4= 7B. 

$、 著 斌 为 实 反 对 称 上 矩阵 ,证明 赴 一 写 与 五 二 访 是 满 我 的 , 且 (EE 一 全) (E+ 
号 是 直 交 的 . 

99。 如 上 题 中 , 皖 为 反 顾 米 特 拓 阵 , 则 有 何 结论 ? 


第 3 节 西 和 矩阵 及 实 直 交 和 矩阵 的 对 角形 


在 第 七 音 介 绍 了 实 直 区 矩阵 的 概念 ， 在 前 节 马 介绍 了 丁 
窜 阵 , 它们 的 一 些 简 单 伯 盾 也 已 经 谈 过 了 , 但 它们 的 特征 什 、 
特征 向 量 间 的 一 些 很 重要 的 关系 还 没有 触及 到 .本 节 将 解决 
这 些 问 题 ， 并 说 明 在 几何 学 上 的 应 用 ， 久 为 实 直 交 和 矩阵 是 再 
直 阵 的 特例 ,所 以 我 们 讨论 本 所 阵 , 而 把 关于 实 直 交 乔 阵 的 结 
时 作为 推论 前 形式 写 出 来 ， 

首先 ,， 设 问 为 画 害 阵 巡 之 特征 值 , 入。 是 对 应 于 的 瑟 
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之 任 一 个 特征 向 景 ， 由 丁 UX。=aX 及 可 ' U1! 就 得 到 
在 ' 历 ' 一 a 下 ,， 即 政 ,I-1=a 囊 ， 

于 是 ， bp Rp pp wy 
即 在 /至 ,一 Ka 下 :至 
因 旦 “下 < 关 0 (实际 上 为 一 正 数 )， 改 aa 二 1, 即 西 第 阵 下 的 任 
何 特征 值 的 模 ! 忽 对 值 ) 等 于 工 . 

其 次 ,着 <a 与 刀 是 酉 矩阵 玉 之 任 两 个 开 异 的 特征 值 , 而 
令 是 e 与 于。 是 分别 对 应 于 a 及 BB 的 可 之 特征 向 量 , 则 从 
UR,— er,, pT 孢 得 到 

DD'a, UD'DT, dp 
(a8 一 1) -十 ' 民 ,一 0， 

但 ta8 一 Ta 一 aa8 一 zx 一 B 一 ar0 故 &8 一 10， 因而 必 有 
0 0， 吏 明 了 对 应 于 西 矩 阵 之 不 同 特征 值 的 特征 向 量 是 
直 交 的 ， 总 上 所 述 , 有 ， 

定理 1 百 拒 阵 的 特征 值 之 模 ( 纯 对 值 ) 等 于 1, 对 应 于 不 
同 特 枉 值 之 特征 向 量 是 直 交 的 

对 实 直 交 人 矩阵 , 驻 有 

推论 实 直 交 算 阵 之 煌 征 值 的 模 葡 于 1， 对 应 于 两 个 不 
同 特 葵 值 的 特征 向 量 是 直 交 的 . 

利用 定理 1, 运用 与 证 明 第 2 节 中 定理 4 的 方法 , 可 以 证 
朋 . 

定理 名 设 弛 是 在 拒 阵 , 列 必 有 西 算 阵 全 他 均一 下 了 为 
对 角 算 阵 . 

证 明 取 如 之 任 一 个 特征 值 oa, 则 由 定理 1 知 me 1. 
再 选取 区 之 对 应 于 mwm 的 特征 单位 向 量 天， 于 是 ， 据 前 节 才 
下 “ 知 ， 有 一 个 以 下: 为 第 一 个 列 人 向 量 的 西 矩阵 全 = (得 1， 
且 3，…， 四 JJ)， 因 之 ， 
s FH0 


下 一 A 
如 
但 ID 为 酉 害 阵 , 故 其 每 行 同 量 的 宰 为 1 因而 
dl 十 8282 十 十 Sn 一 卫 ， 
于 是 , 由 于 wa 一 1 就 必 致 2 一 … 一 一 0, 训 
bi 0 
及 = : 4 ， 
9 
庚 而 在 基 一 个 mn 一 1 级 的 亚 和 矩阵 .办 利用 归纳 法 , 则 知 有 一 
个 nn 一 1 缓 西 宕 阵 玉 使 WiAW = diag {a;, ~ tn} , 得 之 


于 
号- yw ) 为 4 级 西 矩 阵 , 且 有 ( 命 = 二 到 ) 


Tor we a ww) 


— diag {ol, oy, mo 
定理 2 证 完 . 
推论 设 轩 是 实 直 交 谍 降 ， 则 必 有 相 谍 阵 下 使 放下 
为 对 角 超 阵 、 当 通 之 特征 值 全 是 实数 【 即 为 土 1 时 ), 下 可取 
为 实 直 交 谍 阵 . 
既 知 本 矩阵 《 实 直 诡 上 黎 阵 ) 能 与 对 角 罕 阵 相 做 , 故 再 利用 
第 五 章 中 已 知 的 结果 , 又 得 到 . 
定理 3 否 引 阵 ( 荡 实 直 交 答 阵 ) 的 最 小 多 项 式 元 章 根 ， 
加 之 它 的 特征 红 阵 之 初生 因子 都 是 一 次 藉 ， 又 它 的 兰 个 特征 
慎之 重 数 等 于 其 相应 煌 丁子 空 间 的 维 数 ， 
。 831 。 


下 面 着 重 来 研究 实 衣 交 和 矩阵 ， 借 以 说 明 它 在 几何 学 中 的 
应 用 ， 

我 们 知 送 ， 著 实 赵 交 第 阵 4 的 特征 情人 多 为 实数 ( 即 土 让 
半 ， 由 定理 2 之 推论 得 知 有 实 直 交 第 阵 下 使 V-14 五 为 对 角 
和 矩阵， 但是, 车 和 之 特征 值 不 侈 为 士 1 时 ， 这 样 的 实 吉 交 第 
阵 于 就 一 定 不 存在 , 因为 对 于 复 特征 值 的 特征 向量 不 订 能 是 
实 疝 长, 现存 的 问题 是 能 否 适 当地 挑选 一 个 实 直 交 炬 阵 T 使 
得 -AT 成 为 某 种 简单 的 形状 呢 ? 

设 o+: 是 姐 之 一 复数 特征 值 , 因为 | 再 -4 | -0 之 系数 
全 部 是 实数 ， 故 ai 的 共 斩 复 数 Ci 也 是 全 的 特征 性， ;并且 oa 
与 ad 的 重复 庶 相 同 ， 再 车 对 于 四 之 特征 商量 令 为 下 即 
全 生 : 一 的 大， 则 有 4 第, 一 如 恒 ,， 说 明了 事 的 共 斩 向 量 桂 ,是 
对 应 于 om 的 特征 向 量 ， 当 1 至 中 =1 时 ,1 慎 ,| 一 1， 也 就 是 说 
若 全: 是 单位 向 车, 则 量 | 亦 然 ， 于 是 可 以 这 样 米 选择 西 矩阵 
y= { 肛 ， 居 3， 守 a， "a » ， 使 下 4 一旦， 而 有 


el 1 
wav-( ) 邮 av-v( 局 


办 面 且 是 ;= 一 ad 下 :， 骨 是 一 co 站:， 如今 wm 一 cog Bisin fF, 

则 oa 一 cos 名 十 sin D1， 因 之 
Py 

v2 2 

都 是 实 向 量 ， 由 定理 1 之 挫 论 ,下 之 前 两 个 列 向 量 不 与 政 ， 

吉 交 , 即 量 ! 量 ;一 0, 改易 证 了 ;二 0, 1 到 | 一 | 到 1 一 站 日 及 

汝 了 3 也 都 和 在: …, 着 , 直 交 ， 这 说 明了 也 =( 卫 ,，¥， 

且 s，…， 昌 ) 为 酉 矩阵 ,其 中 PF; 与 五 是 实 的 ， 

主因 
a 忆 忆 贞 二 


了 一 AX, 十 装 居 1) = 地 TD. Fe 
部 ~ 2 


~ 


一 ， -easb， 站 (是 /十 硬 1) — 28in a 时 { 焉 ,一 下 ;7] 


-FY 2 cost* Fv 2 sin Or Fa) 


=e030 FF +sinth: Y, 
同 理 叉 有 及 五 = 一 gin 出: 卫 十 608 由: 本， 帮 
A 
cost! ~—sinth 0 
= CP, Fa, Bs, TB) Sm | 


0 


~ WV,| |sin di GUS Hy 


0 


os - Sin dt: 0 


COSH: — sind 


0 


sing: -cos 


0 
同样 , 车 入 至 ,一 8B 于 ,之 妥 为 复数 , 则 BB 亦 必 为 年 之 复 特 
征 信 , 且 有 4 下 :一 下。 放 可 到 理 ,- 了 于 是 攻关 
及 了 一 他 + 都 是 实 的 , 且 有 | ~ 上 Pel 一 1 及 了 
-0， 并 吻 旬 瑟 ， 了 Po， 瑟 ， 了 于,，…, 互 ,为 两 两 直 交 ， 于 
是 ,= 《本 ， 了 了 了， ， 了 是 ;为 西 算 阵 , 其 前 后 个 
列 向 量 是 实 的 , 并 有 


因 之 ， VriA FF 一 


二 吕 呈 宣 


过 于 ,一 CS jas ,十 Sin Aa* 于 
过 下 一 一 MT Sa， FT oo tor ¥,, 
但 后-cos 外 一 上 im 总， 因而 


cogH: — sin 0 
Bin 如 COg A 


sints cost | 


"| | eo5 所 — Si fs | 


继续 这 样 作 下 去 , 一 直到 把 有 4 之 全 部 4 个 复 特征 值 用 
完 , 剩 下 来 的 只 是 丰 的 实 特征 值 土 1 (假如 有 的 话 )}. 于 是 得 
到 西 矩 幅 

W=(,, """, 了 >， 是 sp+dh 是 ， 
其 中 前 站 (和 由 个 列 问 量 1 ，…，kx 都 是 实 的 . 又 因 年 ar 
…， 是 。 是 对 庶 于 几 之 实 特 征 值 的 特征 容量 , 押 以 也 都 可 以 选 
取 为 实 的 ， 这 样 ， 形 就 是 实 直 交 和 矩阵 了 , 这 时 
WAW 


OS a —Sing, 
Sin 0 心 恬 岛 a 


Cog HY 一 Sin 由, 


SimtB cosd, 


» 384 = 


于 是 , 又 证 得 了 ， 
定理 盘 设 刀 为 实 直 交 允 阵 ， 则 有 嚼 一 实 直 交 拒 阵 也 
使 


14AT 
1 委 
= ] 
一 工 
本 co 有 —aind 
sin tt cog 
aos — gin Fl. 
oo CO Hy 
《这 又 叫 做 实 直 交 竹 阵 的 实 标准 形 ). 


注意 ;定理 4 中 的 了 还 可 以 选取 为 正常 的 ， 即 行列 式 
1 和 | =1， 事 实 上 ,车 | 人 了 | = 一 1, 则 当 4 有 复 特征 值 时 , 那 末 
在 其 实 标准 形 中 至 少 有 一 个 象 


0S 8 — ging, 


sing coop 


形状 的 方块 , 它 在 实 标准 形 中 所 占 的 两 行 与 两 列 为 同 序 的 ; 如 
它 是 位 置 在 第 过 和 第 不 十 在 行 以 及 在 第 大 和 第 天 +IT 列 ， 那 束 
将 这 两 行 和 两 列 都 互 换 , 其 结果 等 于 
ein 1 明生 下 xia， 
但 吾 xxri 是 由 单位 矩阵 召 之 第 大 +1 两 列 互 换 所 得 的 初 
等 矩阵 , 而 人 琴 , i41 一 于 也 是 实 直 交 的 且 为 正常 的 , 这 时 有 
D805 +* 


1 


TAT, 1 


co05 一 an 站 


| Sin eos 


它 与 定 至 4 有 相册 的 实 标准 形 的 形状 { 式 中 上 = 一 如 )， 
担当 及 只 有 实 特 征 值 土 1 时 , 那 只 须 把 了 之 人 尾 两 个 狮 向 
晤 互 换 , 记得 的 就 是 正常 实 直 交 答 和 阵 , 这 时 定理 各 中 的 标准 形 
最 多 也 不 过 是 有 一 个 十 1 与 一 4 之 位 置 互相 掉 措 而 己 ， 还 是 
具有 天 来 的 形 犹 . 因此, 定理 和 中 的 了 是 可 以 选取 状 正 常 的 ， 
下 面 薄 讨论 实 直 人 交 短 阵 所 表示 的 几何 意义 ， 
b1 
先 讨 论 二 维 空间 名 。 设 A-(® 9 ) 是 实 直 交 矩 阵 ， 
于 是 
十 于 二 1 二 上 明 十 克 ， wits bi5s = 0, 
从 全 十 =1 可 知 | 必 有 { 实 ) 角 刀 ， 使 
二 008 由 ， 因而 加 = 二 土 sin 内， 
但 着 鼎 =sin 由, 刚 令 中 二 一 抽 时 就 有 机 一 cos 日 5 一 一 sin 中， 
总 之 , 从 各 十 隆 =1, 恒 可 选取 9, 使 得 
m=0050, b=—sing. (8) 


于 是 ,再 利用 时 十 咀 =1， 又 知 aa-= 土 sn 外 赴 再 出 ts 十 BB 
一 0 可知 如 一 土 c0s (当下 时). 
,386 ， 


这 说 明了 ， 当 singxn 时 , 击 人 3) 式 又 必 有 
多 一 Bin 有， 六 一 603 晴 
或 te— — NO, ba — 0080, 
二 省 必 有 一 ; 也 就 是 说 , 是 只 有 下 述 二 种 类 型， 
(了 J 5 ( Coal 9 (4) 
sind -coug 一 Nin8 一 cog 上 日 

其 中 8 为 参数 ， 至 于 Bjnd = 人 0 时， Bb1 = a=0), 头 之 有 二 二 土 1， 
且 za 也 只 能 为 十 1 或 一 1， 于 是 


1 oo 一 工 心 
4-(, 2) 或 人 0 _1) 
1 0Y ~ 1-1 0 
人 1 ( 0 中 
在 前 二 种 情形 取 (由 之 头 一 个 矩阵 之 60 或 180°, 在 后 二 
种 情形 取 ( 多 之 后 一 个 矩阵 之 9 一 0* 或 180*, 均 可 适合 ， 
总 之 , 二 级 实 宜 交 和 矩阵 4 恒 可 表 写 为 (4) 形 . 


今 将 向 量 (wz, y) 看 作 是 平面 上 的 一 点 卫 《即将 向 量 起 点 
恒 放 在 一 点 , 向 量 (w, 急 可 视 为 点 下 之 坐标 )。 于 是 


we (2 —ging (7 

(7 sing 0 ) 到 

看 作 是 平面 上 绕 原 点 旋转 口角 把 点 忌 信 ,办 变 为 点 怕 (3 
pe 

的 变换 (参看 第 四 章 第 二 节 )， 这 时 全 ~ 人 人 2 之 和 
列 式 | 姬 | =1, 所 坟 有 4 是 正常 的 ， 和 但 变换 

(小 - cog0 —sing/es 

vy -(_ 人 


显然 是 下 列 两 个 变换 


SiTm 总 co088 


1 DOF * 


ER 


NY OS oo) ) 
的 CoSG 八字 
z /1 1 了 
3 rt 1 Y 
的 积 , 前 者 表示 旋转 , 后 者 表示 关于 2- 轴 的 反射 , 政变 换 
2 cosp —sing (”) 
(5)-( | 8 /， 
是 平 尖 上 以 直线 zsin 分 二 beos 5 一 0 为 对 称 轴 的 反射 变 


换 1 之 时, 4 一 ( Cos 0 ) 为 非 正常 的 
一 SimD —coa0 

总 之 , 二 级 实 直 交 虹 阵 的 几何 意义 ,起 汐 弹 平 面 上 原点 的 
旋转 ,或 为 以 通过 原点 的 一 直 贱 为 对 称 轴 的 反射 ,由 它 为 正常 
或 非 正 这 的 来 决定 . 

再 讨论 三 维 空间 呐 ;， 设 网 是 一 个 三 级 实 直 区 所 阵 ， 据 
定理 4 得 知 有 正常 的 实 直 女 矩阵 TT, 使 了 AT 之 形状 不 下 
平 下 列 的 六 种 ， 


1 0 01 1 0 0 
E 1 世 1 中 ac 
0 0 1 0 可 一 1i 
1 如 右 图 , 连结 PQ, 过 原点 合作 Fe 的 垂 线 OO， | 
即 是 了 P@ 的 中 琴 线 COP-0R=00), 因 之 PR'T, WY) 
$= LOOC— LCOP, 又 四 Ha 一 AQOz 一 ozDR 
一 .20DP 上 4 一 一 az 十 B， 故 2 一 中 om 本 TAG- 
再 线 0C 不 因 卫 点 的 位 置 有 所 变化 , 它 的 方程 ij 
时 然 且 2 ain 二 yy EDB 90, 


[1- 征 1 


1 0 0 
1 -mm 


0 0 —1 


一 上 0 0 1 0 0 
0 一 1 0|= 一 万 【0eos —sint|, 
0 0 一] 0 sing cost 


一 1 0 0 
0 cost 一 simt |, 
0 ging Cos 


与 此 相 永 的 变换 分 别 是 


Lr, 二 届 ， 
(1 y=, 加 g 一 护 
2 一 区 中 一 一 区 
序 ' 一 册 ， 各 一 一 必 ， 
(4 = ~ 4, 
2 一 一 名 2 一 一 各 


© 


| 


wr 二 加 ， 一 一 交 
y' YoOs0 — zsing, 1y= yeoat—2sing, 


2'— ysIngd -+t2e0s 0: = ysingt+zcosd, 


因为 天 是 正常 实 直 交 和 矩 阵 ， 故 可 把 于 看 作 是 将 gs 之 诛 
点 不 动 仅 将 坐标 轴 ( 例 如， 右手 系 ) 作 适当 的 旋转 而 得 的 新 华 
标 系 ( 仍 为 右手 系 ) 之 一 变换 . 于 是 , 上述 的 六 种 点 变换 都 是 指 
关于 新 坐标 系 来 说 的 ; 热 矩阵 丰 所 表示 的 几何 意义 ， 又 与 坐 
标 轴 系 之 选择 无 关 , 这 就 说 明了 三 维 空间 3is 中 实 直 交 乍 阵 所 
表示 的 线性 变换 只 限于 上 述 的 中 一 人 @. 

显然 , 中 一 鲜 之 几何 意义 是 : 


(站 量 等 变 接 一 … 空 间 的 每 点 都 和 不 动 ; 

图 以 全 平面 为 镜面 ( 即 以 新 坚 标 面 XOy 为 镜面 ) 的 反 
射 ， 

(9 以 某 直 线 《 即 新 4- 轴 ) 为 轴 的 反射 ， 即 媒 这 直线 破 转 
180 ”的 该 转变 接 ; 

以 革 志 ( 即 原 点 ) 为 对 称 中 心 的 反射 ; 

加 以 业 直 线 ( 即 新 和- 轴 ) 为 旋转 轴 而 许 转 日 角 的 旋转 变 
接 ; 

@) 以 业 直 线 【 即 新 2&- 轴 ) 为 轴 旋 转世 角 的 旋转 变 接 与 以 
和 本 直 这 直线 的 平面 !{ 即 新 坐标 面 WOX) 为 镑 面前 反射 变换 之 来 
积 . 

前 四 种 麻 亿 认为 是 后 二 种 的 特价 ， 基 为 在 嫩 中 令 8=0 
即 得 中 , 而 令 8 一 x 苑 得 人 @; 在 命中 令 8=0 即 得 名 ( 不 过 是 将 
党 一 、 三 两 个 学 标 互 模 了 ), 而 令 8 二 x 即 得 人 @. 

所 以 ,三 组 实 直 实 矩阵 过 之 几何 意义 或 者 是 以 一 直线 为 
轴 的 旋转 ， 或 者 是 以 一 直线 为 轴 之 旋转 后 再 伴随 一 个 类 站 于 
此 直线 之 平面 为 镜面 的 反射 ,全 由 全 是 正常 的 或 非 正 常 的 水 
凌 定 。 


练习 三 十 七 
1， 设 到 是 一 个 正 澡 三 组 实 直 交 上 矩阵。 试 证 有利 合 条 件 1<t<3 之 数 
t, 使 
上 


3. 设 骨 与 如 是 两 个 同 级 的 实 直 交 上 矩阵 , 并且 | 站 | = 一 | 惧 |、 证 朋 及 十 如 是 
降 获 的 ， 


3. 将 复 算 阵 如 表 为 UU=P+ 扩 之 形 (PQ@ 均 为 实 答 阵 , i=vV 一 1), 斌 
证 :好 为 两 策 阵 的 充 要 条 件 是 PP 二 他人 QQ 一 下 及 PQ 为 对 称 算 阵 。 


* 90 。 


第 4 节 厄 米 特 齐 式 斐 与 ( 实 ) 二 次 齐 式 态 


在 第 六 章 时 已 说 过 ， 对 于 厄 米 烷 章 式 与 ( 实 ) 二 次 齐 式 ， 
可 用 满 秩 变 揽 化 为 典型 式 , 但 在 基 些 数学 和 物理 问题 中 , 往往 
需要 把 两 个 二 放 齐 式 ( 即 二 次 齐 式 耦 ? 同 昨 一 全 满 秩 变换 化 为 
典型 式 , 这 在 一 般 情 形 是 不 可 能 的 ， 例 如 两 个 二 次 齐 式 

Pir, Fa) 一 24， i, Ha) = Wiia, 
老 有 满 秩 变换 
WB1 = OY Cada, 

{mo te (5) 
使 它们 同时 化 为 典 型 式 , 则 p(w ra) = 一直 之 典型 式 为 (en 十 
65143390 姓 一 个 手 十 天 形 ， 困 而 系数 oa 与 as 中 至 少 有 一 个 为 
零 ， 否则 就 要 出 现 包 售 积 yy3 的 项 2caaelayig， 不 失 一 般 性 ， 
可 令 61 一 0, 故 由 (5) 是 满 秩 变换 , 得 知 oa 天 0 于 是 这 时 出 (el， 
2) 一 m2 一 C11 (Cn 十 Ca298) 一 C1041 红 十 ctoag19ys 由 于 是 典 
型 式 , 就 有 clicas 一 0， 因 而 必 有 032 一 少 这 又 与 ( 且 是 满 秩 的 假 
定 相 秘 盾 ， 

然而 ， 在 两 个 二 次 齐 式 glm ?Ww) 一 着 ' 有 对 是 与 由 (mi 
tr 一 种 ' 吾 至 中 , 车 有 一 个 是 正定 的 ， 这 种 变 求 是 可 以 实 
现 的 .下 而 研究 一 般 和 的 厄 米 特 齐 式 ， 至 于 实 二 次 齐 式 是 它 的 
特例 , 就 贸 给 读者 当 练 习 (参看 后 面 的 习题 三 十 八 第 1. 2 题 ) 

这 节 的 主要 结果 是 : - 

定理 设 礁 , 如 是 两 个 尼 米 特 拭 降 ,， 且 如 是 正定 鸭 ， 则 
疮 在 一 个 满 秩 蛮 措 性 一 PF, 使 琴 个 所 米 特 齐 式 置 ' 及 重 与 
年 ' 吾 下 同时 分 刑 变 成 典型 式 

A 
* 391 。 


这 里 和 …， hw 是 方程 |4 刀 一 AA| 一 0 的 根 ， 

证 明 ”由 于 召 是 正定 的 , 故 存在 满 秩 矩 阵 QQ, 使 从 BQ 一 
情 ; 但 由 有 1 一 信 AQ 之 厄 米 特性 , 又 有 西 第 阵 栈 使 UiAiUU 
-iag {Ma hs, An}。， 于 是 ， 

DQ'BQOU,=U'D -=B, 
:AQU, = diag {hu, Mz A} 
故 若 令 号 一 QT 由 忆 满 秩 且 有 
PBP-E, PAP-diag{h, No, :, Mn},- 
也 就 是 说 , 厄 米 特 济 式 灶 怎 '4 政 与 下 'B 及 能 由 满 秩 变换 
址 = PY 同时 分 别 变 成 典型 式 
A + Noayaya td hyn 
与 Pi 二 Ya 二 
定理 的 主要 部 分 证 完了 .， 剩 下 来 的 只 是 村 证明 和，j2，…，》。 
是 方程 | 加 -由 | =0 的 根 , 因为 由 PB'BP=ERP'AP- 
diag {Ar, Aa, *'*, Ah 小 即 得 
P'OB- A)P-A, Ediag{h, Mo, +, hn} 
=diag{A 一 A A—As, 一 入 下， 
吉 |P'.0B~ 4A):P|= 一 和) (一 和)-…(% 一 和,), 因而 
(MBA =0A A Nh (AA), ec 0, 

证 完 . 

这 定理 实质 上 就 是 西 空间 中 主轴 向 题 的 推广 , 因为 当 了 8 
= 天 时 , 证 明 中 的 人 @ 可 令 为 着 于 是 P-Q 本 = 下 为 西 续 
阵 , 这 就 变 成 了 前 面 所 谈 的 主轴 问题 了 . 

推论 1 设 退 . 吾 是 两 个 龙 炒 特 址 阵 ， 且 硬是 正 党 的 ， 
那 末 | 如 一 且 | = 人 的 根 全 为 实数 、 

当 B=E 时 就 得 到 尼 米 特 矩 阵 之 特征 值 都 是 实数 ， 网 此 
这 性 质 是 这 推论 1 的 特例 . 
和 GOD se 


注意 ， 推 论 1 还 可 给 出 它 的 一 个 直接 的 证 明 . 事实 上 ， 
车 a 为 1% 如 一 丰 j 一 0 之 任 一 个 根 , 则 由 (a 如 一 息 芝 = 人 0 之 一 
目 堆 和 解 时 得 及 玉 一 wa 如 , 帮主 'A' 一 a 计 'B' 和 ' 4a'B, 
各 六 证 一 时 ' 刀 旦 ,于 ' Ba 是 'BE, 即 (oa)': 证 'BE= 
0， 由 办 之 正定 性 及 及 0, 得 至 ' 召 下 >0， 故 ea 一 4 为 实数 . 

推论 号 设 鸯 . 腾 是 两 个 龙 炒 特 超 阵 , 且 加 是 正定 的 .如 
果 民 是 | 如 一 和 用; 一 0 的 一 个 下 重 根 ， 则 线性 齐 次 方程 组 (mB 
一 盘 ) 征 一 和 的 解 空间 是 欠 。 的 不 维 子 空间 ， 

这 是 因为 , 令 好 = diagfAi ha wj 时 ， 出 于 a 在 i， 
A2, hn 中 要 出 现下 次 ， 极 Yag_p; 一 2 一 记 ， 再 据 上 上 定理， 知 
道 有 满 秩 矩阵 已 使 PBP= 忆 及 PAP-D, 于 是 rn 
— ThaB-Ap ?Tag pp" 让 toB— A}X=0 之 解 空间 是 
万 维 的 .证 完 ， 


练习 三 十 八 


1， 庄 兴 /得 基 与 兴 'BXX 是 两 个 实 二 次 齐 式 ， 且 天 吕 大 是 正定 的 ， 试 证 ， 训 

满 秩 变 换 ( 洋 的 ) 下 =PY, 使 上 述 陆 个 实 二 深 齐 式 分 别 变 为 
A 了 闻 十 和 2 讶 十 "十 5 并 妊 十 卉 十 … 十 所 ， 

这 里 的 和， 4 是 [7? 恕 一半 | 一 0 之 根 , 日 为 实数 。 

2. 设 姐 、 召 是 二 个 闻 级 的 正定 顾 米 特 挎 际 ， 则 |》 如 -好 1 一 0 之 根 全 为 正 实 
数 。 

34， 凡 适 合 条 件 出 人 一 昨 册 之 矩阵 十 叫 需 范 趣 降 ， 试 证 ， 对 角 目 阵 、 西 多 
阵 《 演 直 交 息 阵 ). 厄 米 特 矩 阵 ( 实 对 称 矩 阵 )、 反 捷 米 特 矩 降 ( 实 反 对 称 矩 阵 ) 都 是 
规范 矩阵 . 又, 若 对 是 规范 矩阵 ， 下 为 西 矩 阵 , 则 区 , 寻 厅 也 是 规范 的 

站 枯 为 规范 炬 阵 的 充 要 条 忻 是 存在 一 个 丁 炬 阵 UD, 使 UiAU 为 对 和 角 旺 
阵 ， 

5.， 设 丰 是 规范 算 阵 ， 和 1 9 :47 加 是 对 之 所 有 特征 和信， 试 证 

和 让 车 每 为 为 实 燥 ,加 总 是 厄 玉 特 的 ， 

此生 为 为 0 或 纯 虞 黎 , 则 如 是 反 厄 米 特 的 ; 

ii)》 若 每 入 的 模 为 1 则 建 是 再 矩阵 ， 


#4 


性 。 俊 规 范 拒 隆 | 之 站 个 特 证 拍 , 洒 MIs ny Ss ns 天 全 了 六 rE | 
之 特征 苞 。 证明 
i | 下 扫 直人 
了 . 试 证 : 兰 角 宙 隆 为 时 范 的 让 要 条 件 是 它 为 对 和 和 托 阵 ， 
如 对 企 何 矩阵 妈 5 注 衬 或 障 符 )， 总 有 一 个 丁 拭 隆 ;使 UTAU 为 三 前 撼 
8， 将 两 个 二 江 谋 到 一 十 295 一 29y 与 9x3 十 Dy? 二 B92 一 4y5 一 daz 十 27y 同 
时 全 为 典型 式 , 间 灶 所 需 的 诬 蕉 变换 ， 
全 4 性 
10. avrg, 4-| 0 
心 ‘gt 


! 试 证 UA 的 特 福 从 局 给 满足 


活 系 式 
| 于 性 ， 


黄巾 于 一 rnag [rly ?min | 
Ti DD 


11， 设 如 为 西 守 阵 ， BB 为 规范 知 隆 (有 即 首 ' 吾 一 召 再 7])， 而 讽 与 相 分 别 为 吾 
之 特征 们 中 绝对 怕 最 小 的 数 与 最 大 的 数 ， 营 |44 一 wB8| 一 0; 试 证 下 生 | 如 | 过 
了 


* 4 ， 


第 九 章 和 矩阵 分 本 


在 以 往 揭 各 章 里 ,我 们 都 只 限于 使 用 四 种 有 有 理 运算 《加 、 
减 、 习 、 除 ), 偶而 也 用 过 求 多 项 式 之 根 ( 因 而 举 涉 到 开 多 少 次 
方 的 运算 )， 但 完全 没有 涉及 被 限 的 运算 ， 本章 将 研究 矩阵 
的 宜 限 运算 ， 先 讨论 几 个 常用 的 矩阵 函数 时 sin 4、cos 4， 
车 利 册 它们 去 解 线 性 微分 方程 组 .本章 里 的 几 、 召 等 都 是 指 
名 级 矩阵 (数量 欧 )， 征 阵 奏 ， 吾 , … 的 第 主 行 第 了 列 处 的 元 
束 用 符号 《4)o (如 );,，… 来 表示 , 今后 都 不 另 说 明 . 最 后 , 介 
绍 利用 祭 阵 的 极限 来 求 线 性 方程 组 之 近似 解 ， 也 就 是 线 代 数 
计算 中 所 计 简 单 选 代 法 与 逐步 迭代 法 收 语 的 充 要 条 件 . 


第 1 节 收 伍 的 矩阵 序 列 


与 普通 数学 分 析 一 样 ， 和 扼 跨 的 分 析 理 论 也 是 建立 在 收 伍 
的 概念 之 上 的 , 首先 让 

定义 二 设 有 和 矩阵 序列 {4sj ,如果 当 mm 一 ce 时 恒 有 关系 
式 (4wrm>(4)o， 全 了 =1 9， 我 们 就 吕 序 列 {4 站 数 
于 矩阵 如 , 才 以 4 寺 w> 有 4 或 Tim Am 一 甩 , 并 则 肛交 4w} 之 极 
限 。 不 为 收敛 的 矩阵 序列 岂 敌 发 数 的 . 

换 句 话说 , 所谓 {44。} 收 语 于 4 指 的 是 4 的 每 个 元 素 
当 -xoo 时 以 半 之 对 应 位 置 的 元 素 为 它 的 极 服 . 

尖 于 短 阵 序列 收 侣 的 往 质 , 有 许巍 是 和 收获 数列 类 似 的 ， 
例如 , 当 mco 时 ,车 全 > 站， 五， > 五 则 必 有 


和 局 电器 


aAdn + BB, >adA+48B (I) 
太 
.8,. > 有 态 晴 ， (2) 
式 中 a, 训 为 任何 移 数 . 
(全 式 之 正确 忻 可 直接 由 定义 得 知 ， 需 要 证 明 的 是 (人 
式 : 事实 上 ,由 4 一 4 及 如 ,一 如 易 知 
{4 Bs — > CA) (Bi) 一 442o 一 CAB) fin 
印 A BAB. 
由 (台式 又 袜 即 推 得 
PAQ— PAGQ. {3) 
我 们 知道 , 在 数学 分 析 中 , 一 个 数列 是 否 有 极限 , 是 紧密 
地 联系 着 "无穷 小 这 个 和 概 您 的 , 即 ， 数 列 {gm} 有 和 极限 和 的 充 
要 条 件 是 数列 {am 一 Qj} 为 无 穷 小 量 , 即 lim (em 一 6) 一 0, 因 之 ， 
页 窒 收 敦 斥 阵 序列 时 ， 也 有 类 似 的 问题 ， 实 际 上 ， 由 定义 易 
知 , 矩阵 序列 《4 一 妈 的 充 要 条 和 件 是 { 且 活 一 口 ， 其 中 一 
4 一 全， 于 是 ， 首 先 来 解决 一 矩阵 序列 {d4。} 为 无 穷 小 《 即 
lim 4 一 0 的 充 要 条 件 是 什么 ? 
设 有 矩阵 序列 {4m}， 首 先 , 车 im 4%=O, 则 lim (Am)4 
一 0 一 壮 ，…， 9 了 二 ，… 1) ， 赦 lim max i (4m)y| 0。 反 


之 , 者 lim max | (人 54 =0, 则 当然 有 lim 《m2w 一 0， 即 


Hiso0 Lad 
lim 本 m= 让 {dn} > 之 死 村 条件 是 max | CA —0., 
定义 对 任意 矩阵 凡 = (gg), 定义 1 妥 | 一 max |ayji 而 
叫 它 为 盘 的 范 数 ， 
于 是 ， 总 括 上 述 ， 证 得 了 ， 
让 。 


| 


= Fr 


lh 


定理 1 拒 阵 序列 并 为 无穷 小 之 充 要 条 件 是 数列 
{1 41} 为 无 穷 小 量 , 即 Tim 4 一 他 当 且 仅 当 lm j4o| 一 0 
时 . 

关于 奸 阵 的 范 数 , 易 证 : 

性 质 1” 对 下 个 如 级 给 阵 症 。 ……，、 才 ,， 恒 有 

I Ce Ce i EE: 

证 明 今 采 用 数学 归纳 法 来 证 明 . 说 =1 时 显然 戌 立 。 如 
假定 有 二 ， 于 是 ,车 令 
EE (a), 4 一 加 = (Bw), 则 1A.… | 
一 | 加 加 | max | CAB),| = ,Ia | 人; | < max (2 | 


lo), max, aul* max, ‘8s| = AIHB) = «lA 


人 zz Axl nd 1 Azl- | 因 之 性 质 1° 获 
证 . 

关于 数列 的 极限 , 常 引 用 由 一 个 数 之 里 所 成 的 数列 , 即 考 
虚 由 总 ， vw wi i 所 物 成 之 数列 tw"} 的 极 限 . 我 们 
知道 ，{cn} 有 航 限 之 完 村 条 件 是 |z| < 且 这 时 Jim en 一 0 


相应 地 ， Bi 首先 要 演 开 的 也 是 一 个 由 逢 阵 生 之 
带 4, 4A, 和， “所 构成 的 矩阵 序列 {4"}. 和 本 
的 方便 ， 考察 A 之 六 类 术 认 开 如 令 


办 寺 ] 
ear Xa 


0Q a 


pa | | 之 约旦 标准 形 ， 因 之 A1 A yp A 为 | 之 特征 值 ， 故 
TT * 


A nm 
map 人 | 


0 “4 


于 是 , 据 (8) 式 可 知 {4"} 有 极限 的 充 要 条 件 基 fyzm 有 极限 ， 
因 之 问题 转化 为 求 好 只 有 极限 之 充 要 条 件 . 

车 {J"} 有 极限 , 即 lim J” 存在 ， 则 由 定义 可 知 对 每 个 
有 lim MY 必 存 在 , 因 之 条 件 为 || <1G 一 1 各， 且 


lim A =0. 


反之 , 再 设 | 和 | 过 1G%=1,…, n)， 如同 在 数学 分 析 中 处 
理 这 类 问题 时 一 样 , 取 适 合 | 和 ni 所 oy<1 之 一 正 数 wi= 
3 号 ) ， 并 作 宇 阵 


其 县 的 是 为 将 {J")} 之 研究 转化 为 对 {Tm} 之 研究 ， 并 使 后 者 
的 研 响 村 方便 些 ; 为 此 ， 先 令 wi，tos,，…， ww 两 两 耳 异 《这 很 
容易 办 到 ,因为 适合 ] 和 | 所 wi<1 之 有 无 限 多 ), 则 了 与 对 
角 和 矩阵 相似 ， 即 有 满 牧 矩阵 如 使 号- TS= D~ diag {w, ws, 

由， 于 是 ST%S = D" ~ diag {oY, owe, oo 而" 
一 (mzoo 时 ) 是 很 显然 的 , 故 由 (3) 得 {2 中 ->O0, 这 说 明子 
直 论 垮 样 选 * 人 恒 有 有 { 末 中 一 > 已, 只 要 适合 % 个 不 等 式 | 因 | 所 a 
1 1 之 两 两 互 异 就 行 了 .于 是 ， 

剩 下 来 的 问题 是 恕 何 选取 *", 使 得 与 发 生菜 些 必 要 的 关 
系 , 便于 从 lim Yi 一品 能 看 出 lim yo 的 存在 ， 为 此 , 不 护 令 


二 


元 中 在 * 村 的 各 数 剖 是 正 的 且 不 小 于 本 中 在 如 处 的 对 应 位 
置 之 数 的 模 ， 象 这 样 的 每 个 元 素 都 不 是 负数 的 矩阵 于 叫做 
非 页 算 阵 , 而 六 之 每 元 素 的 模 静 不 大 于 王 之 对 应 位 置 的 元 
素 , 这 一 -事实 可 简 记 为 J 所 工 

定 尺 3 设 有 = (ca 是 任 一 个 矩阵 (其 中 mw 一 般 表 示 复 
产 ),， 而 如 = 局 站 为 一 个 非 负 丁 阵 【《 革 每 By 守 0})， 若 |ow| 志 
Bi(5，7 一 夺 , 2 2) 就 叫 吾 优 于 是 (或 业 劣 于 加 ), 用 证 
号 有 4 所 如 表示 之 . 

性 质 27 设 骨 为 一 个 ( 复 ) 趣 阵 , 吾 为 非 商 矩阵 ,om 是正 
禁 教 . 那 末 器” 为 非 员 起 阵 , 自在 三 守 如 时 有 Am BB 

证 明 因 吃 为 型 负 答 阵 , 由 矩阵 乘法 的 定义 , 即 得 吾 ” 为 
非 负 的 ， 对 于 第 二 个 论断 , 也 易 二 理解 ， 因为 名 于 时 显然 
是 正确 的 ,再 归纳 地 假定 A"!1<&B"!, 则 


(A) SB IC Am As 


<> (BN (B= CB™)y, 


即 证 得 了 A"<B", 

性 质 光 设 {4 和 wm} 是 算 阵 序列 , {如 n} 为 非 负 起 阵 的 库 列 ， 
并 有 太守 玫 , 与 如 ,一品 ， 那 末 A 一 上 . 

证 明 由 有 4。<Bom 得 1)y| 过 (Br) sw; 由 如->0 又 知 
道 ， 当 mxco 时 有 (Bw) wr>0, 因 之 当 加 ->oo0 时 有 | (ng| 
—>0, 随 而 必 有 (CA) #0, 其 pd 

性 质 生 车 骸 为 复 拒 阵 , 且 吾 为 非 甸 的 ,而 着 所 吾 ， 则 
1 4 天 | 吾 |， 

证 明 若 令 骨 - (ea ， 吾 一 (2)， 则 由 是 过 如 即 得 |as| 
一 1 于 十 


* 299 = 


i141= a EA Dax b= 1Bi. 

现在 再 回 到 - 上 面 的 多 降序 列 Cey < i 的 讨论 ， 央 
六 J 了 < 荆 故 由 性 质 2°? 有 .1m 和 mw 但 因 lan 了 "一 0, 故 据 性 
质 8° 则 知 Lim wm 一 已 . 

总 之 , {J"} 有 极限 之 完 要 条 件 是 | 和 | <1, 且 这 时 lim yn 
一 0, 随 而 lim 4” 一 OO， 即 证 得 了 ， 

定理 2 由 拭 阵 三 之 竹 4， A?, “"") 4a", “… 构 惑 的 起 阵 
序列 { 扑 "} 有 板 限 《( 即 lim Am 存在 ) 的 充 要 条 件 是 如 的 所 有 
特征 值 之 模 都 小 于 工 ,这 时 必 有 Lim A"=0., 
性 时 , 虽然 思路 是 明确 的 , 但 证 明 过 程 太 长 ， 于 是 问 ， 有 直接 
简单 之 证 法 吗 ? 车 仔 细 回 顾 上 述 的 证 明 过 程 ， 容 易 发 现 上 述 
充分 条 件 之 证 明 元 长 的 原因 ， 因 为 证 必要 条 件 时 是 先 假 定 了 
im J" 存在 , 从 而 保证 必 有 1h| <1， 至 于 在 xm 处 之 元 素 就 
设 有 考 弄 的 必要 , 反之 , 当 每 1 和 | <1 时 ,虽然 Him "~=0, 而 
*m 处 之 元 素 是 什么 出 无 从 获知 ， 故 不 能 立即 新 言 lim J" 之: 
存在 , 因 之 和 需 转化 为 {T"} 的 研究 , 且 转 化 了 之 后 从 lim I" 
=0 就 能 断言 lim J"m 一 ,这 说 明了 不 仅 lim J" 存在 , 且 还 
等 于 ,这样 才 可 肯定 wo 之 各 元 之 极限 亦 必 为 0。， 抓 住 这 一 


个 线索 , 我 们 设法 计算 出 *w 处 之 元 素 , 从 而 可 直接 求 {J"} 之 
极限 , 具体 方法 如 下 ， 


关于 定理 中 中 条 件 充 分 性 的 另 一 证 明 因为 4 之 约 
纪 标 准 形 , 放 


DD 


J 0 
-| . 时 
0 J, 


每 号 为 及 之 约旦 块 ， 例如 设 
办 1 工 0 Tn 0) QD 
分 下 1 1 mr J 如 
| 
000. hl 
0 0 0 0 i 
为 下 组 的 , 由 归纳 法 易 证 


A ci AP-1 和 ORIN Etl 
LL 
AY OLAPT1., ， ORAM E+2 
一 到 一 下 十 全 
了 mm 一 AT sa OT 1 
1 < ， 


Or 
AT 
式 中 O56 为 从 m 个 事物 中 取 荆 个 的 组 合 之 总 数 , 并 假定 Cm==0 
( 当 m<1 时 )。， 于 是 ， 当 mm 之 时 , 则 知 上 述 的 上 三 角 和 矩阵 
J? 中 非 堆 元 素 均 为 国之 某 正 指数 吴 的 正 整 数 全 , 因 之 当 
[| <I 时 有 limJ? 一 人 0. 对 其 它 约 号 决 也 有 相同 的 结论 . 故 


当 每 个 [A 寺 1 时 (z=1， 2, 机 1%)， 则 从 


J 
J 


即 知 
+ 401 ， 


lim wm 0 
]im | lim de H oO jo 
: lirnnd 0 


因 之 条 性 的 充分 性 获 证 ， 


第 2 节 矩阵 的 大 级 数 


矢 级 数 的 理论 , 在 分 析 学 中 占有 很 重 间 的 地 位 , 现在 我 们 
研究 矩阵 分 析 的 理论 时 , 也 特别 着 重 乍 阵 称 级 数 这 个 问题 . 当 
然 , 痰 到 第 阵 的 级 数 , 首先 应 该 说 明 收 合 与 发 散 的 概念 , 这 和 和 
数 项 级 数 的 定义 及 其 一 些 基 本 性 质 完 全 类 似 . 

定义 1 纵 了 矩阵 级 数 


4 G 
令 Sv- 总 4 若 矩 阵 序 列 {Ss] 收敛 而 有 极限 号, 即 im Si 
= 局 就 叫 级 数 (4) 政 黎 并 有 和 六 用 号 ~ 之 4 来 表示 . 不 
是 收敛 的 抢 阵 级 数 叫做 发 地 的 ， 
显然 , 翌 ho=~ 号 的 意义 指 的 是 


A Sy jl (©) 
定义 2 ”如果 (了 ) 式 左 端 邮 个 数 项 级 数 都 是 绝对 收敛, 就 
岂 逢 阵 级 数 ( 少 是 绝对 收 化 的 . 


于 基 , 从 这 定义 以 及 秀和 析 堂 中 相应 的 结果 , 如 得 ， 

性 质 工 ”车 矩 阵 级 数 (d 馈 对 收效 ， 则 它 孔 一定 六 歼 ,并 
县 任意 调换 各 项 次 序 所 得 的 新 级 数 还 是 收获 的 ， 而 县 和 也 
a 0 » 


3 ( 尖 是 查 为 绝对 收 莹 ,有 下 面 的 准则 , 即 

性 质 2"。 级 数 马 4。 结对 收效 的 充 要 条 件 是 也 | 4o| 
为 收效 级 数 ， 

证 明 人 先 设 总 4 绝对 收 化 于 是 , 存在 正 数 KK, 它 与 
六 .1 都 没有 关系 ,并 有 


> | 有 4| 过 站 《六 > 1 4， 了 一 十 ， 2 mn) 。 
烛 二 1 
因 之 1Anl< > i 
I= 二 1] 内 了 一 工 


故 袜 [4 为 政 伊 的， 
反之 , 车 法 14ml 收敛 , 刚 由 14m)s| 所 14nm)，(%, j 一 


1, 2,.…, nn)， 得 知 在 (6) 式 左边 培 个 数 项 级 数 中 每 一 个 级 数 
都 是 绝对 收敛 的 , 故 由 定义 2 可 知 级 数 ( 册 绝对 收 和 化 


性 质 3” 如 果 六 4 是 收效 或 绝对 站 效 的 ， 那 末 
局 PhnQ@ 也 是 收效 或 绝对 收效 的 ， 并 有 袜 Pd。Q-~ 
P (Bh)e. 
证 明 若 4 收敛 , 令 和 为 咏 于 是 车 Se ~ 总 4 则 
lim SxS， 根据 第 1 节 的 (3) 式 ,就 有 
PS:Q -> PSQ, 3 N->o0 时 ， 
这 就 是 说 学 P4w@ 是 收敛 的 ,并且 


s A03 。 


P40-P (Eh). 


再 假定 总 4m 绝对 收敛, 则 据 性 质 2" 可知 >\ 1Aml 收 
伍 ; 由 前 节 的 性 质 1"， 又 有 
1PAnQI se An [QI EK. | Anl, 
而 基 =m2|PIn1Q| 为 与 加 无 关 的 正 数 , 因 之 习 1P4.@Q 
站 敏 , 故 再 据 性 质 2" 得 知 已 4.Q 绝对 收敛 


有 了 上 面 的 这 些 预 备 知 识 ， 我 们 就 可 以 讨论 隶 阵 的 窒 级 
数 了 ， 下 面 的 定理 是 本 区 的 主要 问题 , 即 ， 
定理 如 果 且 之 所 有 特征 们 都 在 窜 级 数 


PC — Dl ona"™ (6) 
之 数 效 加 内， 那 末 短 仁 需 级 数 
吕 e 0 


有 是 绝对 收 鼓 的， 如 果 骨 之 特征 值 中 有 一 个 在 (6 之 收效 略 
外 , 那 末 人 7) 是 发 散 的 ， 


证 明 设 
A1 bk 
mar As， 
0 3 
为 种 之 约旦 标准 形 , 因 之 ja ,各 为 44 的 % 个 特征 信 ,因为 


AT Km 


0 A 
sD 


故 总 cmJ" 之 主 对 角 线 上 的 元 素 为 写 oo- 2,…, 内) 
如 有 某 [| 之, 有 为 (6) 之 牧 敏 半 色 , 则 马 ouag 发 向 

因 之 
DeonT” (8) 


也 发 散 , 据 性 质 3 即 知人 好 ) 发 散 ， 
震 每 | 和 | 生 吾 人 一 二 2 0 2， 则 必 可 选取 两 两 孔 算 之 
正 实 数 Wl Ce ns 使 


| oR. 
(1 #] 
青 作 矩阵 "| 3 ) 


于 是 J 了 故 JJ 人 mm，codJm | cm 人 
然 因 有 满 牧 矩阵 全 全 QTQ=D=diag{o, 1, wr} 


nh 
> |en | wT 
可 一 性 


故 立 lool.D"- 忆 Ioloz 


但 因 0<or< 有 B, 攻 总 om? 绝对 收敛 , 即 人 [oo|oy 收敛， 天 
之 lm 总 [om|D” 存在 , 于 是 由 性 质 3" 知 吴 |on| zw 收 全 
而 有 和 等 于 

Q( Denl D" )Q-», 
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再 用 前 节 的 性 质 8*， 叉 知道 

Dond™ 
收敛 ， 不 仅 是 收敛 ,而 且 因 五 女人 (oh 表示 把 之 每 元 换 为 
其 绝对 值 后 所 成 的 非 负 移 阵 )， 故 |cm1.TY<<1on| Tm 由 是 
总 1om1J? 收敛, 此 即 表示 


Soa” 
绝对 妆 例 ， 故 据 人 性 质 3"， 知 
> i Mi cn PI 于 天 

为 绝对 收 全 的 .证 完 . 

由 这 定理 即 得 下 述 推论 ， 

推论 1 车 竹 级 数 (6) 在 整个 复 平 面 内 是 收 雍 的 , 则 不 论 
各 为 任何 算 降 , (7) 总 是 绝对 收效 的 ， 

推论 1 还 可 直接 地 简 证 于 下 ， 因 对 正 整数 4%， 同 用 归纳 
法 ， 易 证 1471< (mn 14 人 ”于 是 ， 

SenA"l < lonl (nlAD"<EK, 

但 五 与 六 无 英 . 因 之 , 据 性 质 2°， 知 (7) 绝对 收敛， 

推论 2 如 果 骨 之 特征 值 前 莘 痢 小 于 工 则 级 数 

DA"= E+A+AtA +.. 

是 绝对 收效 的 , 生 和 等 于 (一 A 和)-1 

证 明 因为 六 x" 的 收 化 半生 为 1 故 由 定理 即 知 总 A” 
是 绝对 收 敦 的， 又 由 填 妥 之 每 特征 值 的 模 帮 小 于 1, 收 ( 召 一 
站) 下 存在 ; 于 是 , 若 令 


" dN » 


局 y 一 下 十 骨 十 时 ?十 … 十 是 

则 总 *，( 吾 一 骨 ) 一 吾 一 4 ， 故 
Sy— CE— AMN.E— A (EA A.(E— A)™, 
因而 

lim Sv= (E—A) "1— (im A*). (BE—A)-! 

一 (太一 同一 个 (再 一 由) 1:- (BE—A). 

证 完 . 

注意 ， 推 论 2 的 道 也 为 真 , 即 ， 

推论 8 车 袜 4 一 至上 全 二 全 二 由 十 … 政 喜 ， 则 妖 之 
特征 值 的 模 必 都 小 于 1, | 

证 明 设 为 , ha hx 为 用 之 个 特征 值 , 而 令 gpm (x) 
1 十 十 入 十 十 we”*， 则 语 , 一 如 十 丰 十 村 十 … 十 4 之 个 
特征 值 为 Pm Ch1) ， Pm Cho) ， ry Dm (A) ， 作 丰 之 纳 旦 标准 形 


1 条 
pap-( ， ) 
0 An 
后 , 就 应 有 


Pm (A1) 村 
Pis P= | Pm (ay | 


0 Pm hn) 
已 知 轧 4" 收敛， 意味 着 lim Su 存在 , 设 为 lim Sn 一 尽 于 
是 ， 由 性 质 3" 即 得 lm P15S。PP-1SP, 因而 lim pn(%) 


均 性 在 必 ==1， 2， 机 入) 即 序列 PitAi), palhr), “3 Pm A), “+ 
有 极限 , 即 序 列 1 十 和 ,I 二 和 十 短 ，…， 1] 十 和 十 季 十 十， 


有 极限 , 或 级 数 衬 Ni" 收 敏 , 故 有 [| <1, 证 完 . 
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第 3 节 矩阵 的 指数 函数 与 三 角 函 数 


在 汲 数 论 中 , 我 们 已 经 知道 : 
“一 1 十 二 -十 了 二 -二 ， 
cos# 一 1 一 序 2 二 一 ， 
sin z 一 z 一 训 2 十 训 节 一 ， 


都 在 整个 平面 上 是 收 黎 的 ， 于 是 , 据 前 节 定 理 的 推论 二 就 知 
道 : 不 论 有 站 是 任何 的 矩阵 , 级 数 


1 十 4: 
下 十 用 二 本 征 十 本 和 二 
1 i 
盏 -南下 十 二 和 一 
1 js 工 6 
<- 训 生 囊 4 


都 是 绝对 收 伍 的 , 故 都 有 和 ， 由 于 分 析 学 知识 的 启发 ,很 自然 
地 用 e*， cos 44，sin 44 分 别 表示 它们 的 和 , 即 


1 1 

6 一 是 人 十 于 
1 1 

心 丰 丘 有 = 到 一 二 和 十 AT 
+ J 1 bh 1 

sin 用 = 身 一 二 二 十 语 .下 一 …. 


这 样 , 利用 第 2 节 的 性 质 1*， 凤 可 捧 得 
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el 一 C03 对 十 i sin 出 ， 


cos 4 一 三 (ee 二)， 
(9) 
了 本 
Sm 入 一 有 必 }, 


Cos(—AA}=cos A, sin(—A4)=—sin4, 


至 于 给 定 了 和 矩阵 和, 怎样 实际 地 计算 e*、 cos 有 丰 、sin 44， 
其 方法 明和 名 有 不 同 , 但 车 能 把 和 4 之 特征 信和 求 出 ,往往 都 易于 
计算 ， 今 举 一 例 说 明 于 于 ， 

[例如 已 知 四 级 宗 阵 妆 之 特征 秆 为 rm、 一 ww 人 0, 求 
sim 通 、 ceogs 明了 及 ed. 

解 ” 因 4 之 特征 方程 为 AB 一 A = 一 ww) (N+ 和 = 
一 zw 一 0 故 A 一 mx? 因 之 ， 


。 4 1 1 _.._A_1 
号 IT | Ti | 374 


1 


+ 二 4 一 二 


天 dd 


加 i 1 1 , 1] a_.. 3 
A+({ Br + Br™ FI tgr”™ )4 
At 
pl a a IT a da . 
cosA4d=E 57 十 二 夺 可 上 十 一 , 


a EE 


6 3! 
” i 1 1 1 
-E+r(-3r+a Tr" + 4 


“A -EB 2x-A, 


A TP As 
+ 证 Cr 一 -1 

[ 例 已 入 及 ~diag {fh hx 求 ed 608 扯 与 
sin 4. 

解 ” 因 有 满 秩 矩阵 驴 全 STAS= diag {hi, hz, …, ha}， 


故 
SAS— diag{, M, 和 

这 样 ,及 1,f(4).S=diag{f (0), Fa CO) Fl2) 

是 * 之 多 项 式 ， 故 若 p( 信 = 如 cns" 在 全 平面 内 收 伍 , 则 

9(4) 一 六 oo4 为 绝对 收敛 , 因 之 , 令 py(40) = 究 cd 出 

有 Jrv(4 一 p(4) 当 六 一 co 时 ， 再 将 上 面 的 ffz) 用 py(z) = 

总 cw" 代 换 之 , 即 得 


Si.gu (A) ‘I= diag{pn Ch1), Pn (No), ”3 pn (hn)}}s 
于 是 ,从 lim pr (DPC 一 如 on 及 lin gx (dD)>p(Ad), 


+ 10 。 


则 得 
Sil.g(A):S—diag{yp (ha), PA) , "1, POAn)}, 
该 车 将 opfz) 分 别 以 6， sin 2 08% 民 入 之 ,就 有 
eld=S-diag{e*, e™, 7, "ST, 
gin = Sdiag{sin Ah, sinho, -+, gin AM} SI, 
c09 太一 号 :diag {cos A C0 he, ,COS hn} 7, 
从 例 2 的 启发 ， 易 知 6e4、 sin 4、eos 站 之 特征 值 与 态 之 
特征 值 冰 的 关 么 . 即 有 : 
定理 1 设 太 之 特征 全 为 为、 和 hs、，…、 hn， 则 ， 
i) | 学 特征 值 为 6 ， 6 和 ， a En 
ii gin 各 之 特 枉 值 为 Bin 和 M1 Sin ho，…，gin hn 
iiiy cos 硒 之 煌 枉 什 色 O08 1， C09 Xe，，…，coa hn, 


证 明 令 
M1 圭 了 
rae- hy 


0 hn 
为 得 之 约旦 标准 形 ， 由 前 节 的 性 质 3",， 有 
eo Pili.ed.P, 
即 所 一 ed4， 同 理 ， 也 有 sin J~ain 入, oo8 J~o08 几 页 类 之 
特征 值 与 e 同 , 于 是 只 须 求 出 叶 的 特征 值 就 行 了 ， 对 sin 盘 
与 oog 丰 , 也 类 似 ， 因 为 
HB+tJ+3 Tt J + Sm, 


全 二 收 mt 


对 
训令 Dr 之 


iy TE 


A 0 
J" 时 ， 则 因 ur 全. 均 为 
0 好 


(上 ) 三 角 和 矩阵 , 故 Sy 亦 必 是 上 三 角 和 矩阵 ， 


有 1 
Da * 
sto D1 
| 
A 
Sy 和 pa rl » 


国之 
™N 和 
lim ™ AT 机 
起 一 一 全 t 
3S: 1, 
7 lim 2 
~ lim S, Nf 
im 1 
lim ———hn 
0O 上 oo 全 一 而 net 


证 明了 e 《2 ) 之 全 部 特征 值 为 en，en，,-…， e»， 同 样 的 方 
法 , 可 证 替 ) 与 谤 )，、 定 理 1 证 完 . 

我 们 知道 , 在 分 析 学 中 , 指数 沙 数 ee 有 一 个 重要 性 质 ， 即 
“一 emew=emen。 在 和 矩阵 分 析 中 ,这 样 的 关系 不 再 成 立 了 . 


例如 , 设 
4-(: 1 a-( 让) 
0 0 | | 
刚 A 有 4， 一 加， 收 
A~ 和 A BB 
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sa e—1 
于 是 e -BE+e-D4-( 1 )， 


-再 BB- ' 
必 一 二 te 一 1) 一 0 1 于 


AB 6 | 
国之 SO ( 1 ’ 
| 6 《e 一 二 
四 -人 (0 1 ) 
2 0 
| A+B-(0 0 | 
得 {A+B:=2(A+B), 


故 归纳 地 可 证 (4 十 吾 )? 一 宅 -+ (4 十 盏 ), 由 是 易 知 
aiB 一 盏 二 工 res {f° 0 
这 个 例 就 已 说 明了 确 有 可 能 使 e413、e4,e3、 eBee4 中 两 两 也 
不 相等 , 即 关系 式 
e418 — 64.6803.64 

不 再 普遍 成 立 ， 可 是 , 当 4B~ BA 时 , 上 关系 式 还 是 成 立 
的 ， 为 此 , 需要 先 引进 矩阵 的 微分 及 积分 的 概念 . 

定义 1 车 矩阵 及 ( 旭 二 (Gy( 人 站) 之 每 元 Wy( 四 为 变量 +t 的 
可 给 函数 ,就 叫 矩 阵 ACt) 是 可 微 的 , 其 导数 ( 微 青 } 用 公式 

A = AG) (St) ) 
来 定义 .同样 ,用 公式 
[40e=([ nytt ) 


二 [| 切 


来 定义 些 阵 所 全 的 定 积分 ， 至 于 和 矩阵 是 (四 叫做 可 积 , 连续 ， 
或 有 乔 , 指 的 是 每 元 os (所 都 具有 这 类 伺 的 尾 质 ， 

定理 设 冰 (四 与 如 (是 两 个 可 答 算 阵 ， 且 积 并 (4 
如 ( 妨 有 意义 , 那 末 


SS {AW BO -AWBO+AW.PG. 
证 明 令 A(0):B(0 -PG)- (ps(D)), 则 
Py = DB oC) bul), 
故 人 的 = 瑟 | 全 ae 全 | 各 的 
+E | ), 
这 就 是 说 ， 
PO -A BOD+ACO. BO. 


关于 第 阵 的 指数 晒 数 , 有 : 
定理 吕 不 论 寻 是 任何 起 阵 , 常 有 


O04 二 左 .e:4 一 et 大 
证 明 首先 要 注意 的 是 
(e144)y = 之 二 ‘CA™)s, 


但 上 式 右边 是 # 的 罕 级 数 ， 起 # 为 何 值 , 它 总 是 站 人 敏 的 , 因 
人 有 


2 {Ce 让 一 bp3 re 【mt 


于 是 , 由 第 2 节 之 性 质 3"， 就 有 
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da 
ri 


= 1 a 
mA 


和 Cm 一 十 1! 


现存 可 证 明 我 们 所 需要 的 结果 , 即 : 
定理 重 若林 AB= BA, 出 
pA.p8— 8.634 eA+B 
证 明 由 前 节 性 质 3 ， 有 
e4.B- (> Am 


m0 了 


9 1 a -一 号 It™ ™ 
-mr nr 
9 te" mi 上 
上: 之 让 A = Be't, 
即 当 妃 吕 一 五 4 时, 有 
e4.B =-B.e4, (10) 
同 理 , 又 有 
和 ee (11) 
今 令 口 (入 一 e418, 有 oe 虽 ， 则 由 定理 2 及 3 可 得 
C1) = (A+B) eA+E .etd, eB 
erB ,ede iB ed+D) et —B)e-!s, 


因 丰 如 一 如 4, 故 丰 + 如 与 全 及 品 均 可 换 ( 关 于 乘法 ), 于 是 


由 世人 0 及 (内 则 知 上 式 的 石 边 等 于 
(4+B—A— Byett+B .eid.0 :Bo—0, 
因 之 CD) -号 CG =0, 
这 说 明了 七 人 实际 上 与 圭 无 关 , 故 有 
Cl) 一 二 (0) 


s 15 。 


但 C(O) 一 吾 , 故 (C (二 一 吾 ， 即 


c4+B。pr- de- 瑟 -=- 机 (12y 
同 理 { 据 有 4, 如 之 位 置 的 对 称 原故 ), 又 有 
eth.e Re ~—E. {13) 


这 总 表示: 当 万 司 一 囊 和 4 时, 有 ( 届 20 与 (13) 一 个 关系 式 。 因 
而 , 特 取 如 一 一 丰 , 由 (12) 及 (13) 即 得 
ee dod KR eedie ds=E 
但 四 = 二 是 显然 的 , 虑 对 主任 何 和 矩阵 年 恒 有 
e ed4 一 加 一 4 和， 
妈 e424=(e3) 于 是 (12) 与 (13) 就 分 别 变 成 了 
eA+R. Cet- (ep) -1 


与 e+8, (Ce) -1. (eA4y -1 PB, 
亦 即 eAtB— eB.e4 oA.e8 
证 守 恒 


在 证 定理 4 的 过 程 中 , 已 经 证 得 了 下 面 的 ， 

定理 入 不 论 风 是 性 何 和 矩阵，e4 总 是 满 秩 的 ， 且 (6-1 
= 上 
一 召 岂 时 , 从 公式 人 9) 以 及 定理 4, 可 知 


COS( 丰 十 By = 三 {er 有 + 十 e+ 中 一 于 {e4640-14.0-'9} 

-i (e144 eid) (eH + eB) 

2 2 

下 《et 一 8 性 【e 坦 一 6 二] | 

艺 

和 eB 十 8 要 a 人 时 sb 
一 
一 008 .cos B—sin A.sin BB 


* 0 


特别 珊 , 取 吾 =- 峡 时 , 就 有 cos24A=cos?A-sin? BB. 

同样 ， 当 有 BB~ 蝇 4 时 又 有 sintA+ BB) 一 sin 4 oos 加 十 
o08 二 Sn 如 , 故 有 sin 2 一 2 sin A eos 过 

最 后 , 不 论 有 4 为 任何 的 矩阵 , 定理 5 是 说 es 恒 为 满 身 
了 的， 至 于 sin 是 与 cos 时 也 党 为 满 秩 吗 ? 这 上 只 要 看 一 个 例子 
就 是 以 说 明 管 案 是 否定 的 ， 例 如 , 布 节 的 例 2 中 ， 当 某 一 个 入 
(如 和 9) 一 ww 时 ( 虽 且 为 满 秩 , 即 无 一 个 和 为 零 ), 则 sin 4 与， 
diag{0，sin hs,，，…，sin 人} 号 "1 显然 是 降 秩 的 ， 同 理 , 当 加 一 


豆 时 , cos A 也 是 降 秩 的 ， 


练习 三 十 九 
1. 试 证 : 址 论 盟 为 作 何 矩阵 , 常 有 sin? 4 十 ceosa 信 一 加 ,ex+3r 雪 一 4 是,5inf 才 
十 3 五 ) ain A. 
2. 试 证 ， 若是 是 实 反 对 称 ( 芭 厄 米 特 ) 第 阵 , 则 s4 沪 实 直 交 { 酉 ) 施 柱 ， 
3. 者 是 是 忆 米 特 矩 阵 , 则 e4 是 焉 矩阵。 并 说 形 这 结论 在 % 一 1 时 的 亢 习 . 
4 证 明基 系 式 


a me m1 a 
{nA} A 


一 般 款 成立。 及 ;在 什么 情况 时 , 它 才 成 立 呢 ? 
0 1 筷 


5. aa 人 0 se ain 对 及 cos 及， 
t 0 


第 4 节 在 微分 方程 组 中 的 应 用 


本 节 介 绍 怎样 利用 矩阵 函数 来 解 一 阶 线性 微分 方程 组 
完 研 究 有 常 系数 且 齐 次 的 特例 ， 再 研究 具 变 系数 且 非 齐 次 的 
一 般 情 况 ， 

设 有 一 阶 线 性 齐 次 ( 具 常 系数 的 ) 微 分 方程 组 


+ 7 ， 


FT 
一 让 11 全 二 全 as 十- 二 证 


re 


-也 i ee ee 


(14) 


P| 


de 
La 一 ni 十 全 no 和 2 十 “十 全 np 


式 中 蔚 是 月 蛮 量 ,同一 信人 是 二 的 通 数 全 = 1 2 …，9); 9 是 
复数 了 了 一直， 2，…，m) 


将 (14) 式 改 导 为 和 矩阵 方程 的 形式 , 如 


让 -SS a 一 A 四， (15) 
省 1 
B11 “1 
| : : )=ce, 甫 一 3 。 
El [9 mn 。 
Le 
今 假定 (1 和约 即 (415) 淇 足 初 始 条 件 国人 (0 一 C6 二 1 0)， 


C1 
并 令 一 | | 将 每 mel) 展开 为 马克 洛 林 级 数 
Cn 
wi) — wm ON Tat0) ti v0) “人 十 


式 中 必 (0) ~ 人 S| 


op, 
_0 3 tal 0O) et 


,，，"…， 因 之 就 有 


下 一 矶 十 意 ot 十 大。 本 十 (16) 
-a 4 
式 中 Xo dt | to a jo07 


但 从 {1B) 式 有 
J dx 2 a 号 dk 一 风 3 we 
于 是 有 一生 下 芝 , 一 骨 ? 下 太 。 一 起 于。， ss 
故 由 (16) 即 得 
四 一 有 十 他 W 十 识 三 十 … 
一 也 4 人 四- 十 … 一 4 加 (17) 


这 是 说 ， (1 的 解 一 定 是 站 之 形 ， 
反之 ,不 难 证 肖 ，(17) 确 为 (16) 之 解 。 事实 上 ， 从 (1 站 式 
而 利用 前 节 的 定理 2 与 3, 就 得 到 
f | 
次 -(- 04)- 生 64. 和 。 
一 (和 04) -于 一.o14 四 ,一 和 
于 是 证 得 了 ; 


定理 1 满 是 初始 条 件 句 (0) 一 V6(0) 一 6, 的 一 阶 
线性 齐 次 且 有 常 系数 的 微分 方程 姐 


有 且 只 有 唯一 个 解 ， 蛋 一 e014 夏 ,这 里 A 一 (ay)， 


mitt) 51 
x-| : 上 x-( : ) 
wnt) Cn 
我 们 知道 满足 初始 条 件 下 (0) =c。 且 只 会 变量 1 的 一 个 
函数 在 () 的 微分 方程 -5 下 (0 ~ 4+ 时 反 的 解 是 站 (一 


co。 国之 定理 工 愉 好 是 它 的 推广 ， 
- 419 ， 


好 
[ 倒 十 ] 解 Cs | 二 Way 
Sm — to 
0 —11i 
和 解 ” 这 里 ， 用 =| 1 0 ME 一 Al = NO +3), 
-1 一 1 0 


评 4 之 特征 代为 0 土 vV3i 再 求 出 分 别 对 应 于 特征 值 人 0 
~ 3i 一 M81 的 三 个 线性 无 关 的 特征 向 量 ,它们 分 别 为 


人 


其 中 w= 吉 ( 一 1+ MB) 为 1 之 一 个 弄 立 方 根 ， 于 是 


一 于 一 由 —0 
五 = 1 mm 四 
1 工 1 


为 满 秋 , 且 有 +P-+AP=diag10,， M3 计 , 一 ~V38 引 }， 站 由 第 


3 节 的 和 例 名 有 
ea= P.diag{!, es*, ovsr}. Pt. 


只 须 把 右边 窍 隆 具体 地 写 出 米 , 就 求 得 解答 为 


这 里 2， oa 08 是 独 让 参数 ,而 ,ws 的 都 是 二 之 图 数 ， 
:20 » 


解 这 里 ， | | ， 5 故 生 -至 43-- 一 过 ， 几 4 一 


E, A'~A, A:- 一再 ， A _A, 由 8 一 在 …， 耐 一般 有 


故 
i 1 1 
14 + 
eq 人 3 十 本 BT 二 十 ) 至 
1 1 5 1, …) 
cost sint+ 
cogt:F toint-A—( . ) 
—8Int conut 
由 1 CONt inie 
三 一 一 县， 一 FE 
于 是 ， (2 “ ? 人 全 
基 人 
一 — anttes cost. 


再 研究 具 变 系数 的 一 阶 线性 非 齐 次 微分 方程 组 : 


党 TDA 


(18) 


dr 
nt) ‘Bit nb) 


式 中 gy()、54t) 都 是 定义 在 区 闻 [a, B81 上 的 1 之 连续 函数 ， 
并 假定 (18) 满 足 初始 每 件 ma 一 cp wn(0) 一 Cn 一 一 当 
然 已 默许 了 区 闻 [o, 8] 含 0. 
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我 们 要 证 明 (18) 有 唯一 组 解 . rit), 机 wt) ， 当然 要 求 
ci (及 z(t) 者 是 定义 在 区 癌 [e，8] 上 连续 且 吉 惩 的 函 
数 . 
ditt) 
震 令 骨 人 = (esf 人 ) 为 如 级 给 阵 ， so- : 0 得 
wt att 
-x -( 为 元 列 向 是， 风 (: 避 趟 可 以 简 写成 人 
wn lt 
阵 的 形式 


节 = 人 -A 有 +B(). (19) 


于 是 问题 就 变 成 了 要 证 明 (19) 式 有 有 旦 只 在 唯 一 的 解 向 量 
是 (三 。 

未 证 明之 前 , 先 回忆 一 个 , 在 微分 方程 教程 中 , 一 防线 性 
微分 方程 


a) stlt) (20) 


有 一 个 积分 因子 (“oJ ,从 而 可 导出 (20) 的 解 为 
w= el ei “De ,rdt = F001, | OUOL NC 
子 是 , 由 (21), 很 容易 猜测 (20) 之 推广 式 (19) 的 解 为 
Kod, ote, Ba 
但 我 们 不 采取 这 样 的 思路 , 这 是 因为 , e4 定义 中 , 4 是 数 基 入 
阵 , 因而 妇 之 特征 值 爹 在 复数 域内 当 4 已 给 时 ,其 特征 信 
当然 全 在 整个 复 平面 内 ， 从 而 当然 在 等 级 数 ze 二 1 二 本 
+ 二 十 … 的 收 化 加 内 (其 收 敏 半径 为 co)， 于 是 至 二 人 
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本 42+ 豆 - 人 2 十 … 收敛 而 记 成 st。 根据 这 个 思想 ,ea 为 
恋 攻 ) 也 是 有 意义 的 , 因为 了 昌 是 次 量 ,但 14 之 特征 信和 为 纹 1， 
th "ny th 其 中 1; "sy hn 汐 9 A 之 转生 人)， 战 可 把 * 看 作 参 
恋 数 , 而 知 克 之 特征 值 碎 :，…, 议 , 也 全 在 复 平 面 内 , 随 面 可 
定义 #4,， 即 BR + 十- 直 A 二 一 可 十 … : 收 侣 ,定义 其 和 
为 e4， 可 是 , 当 B 人 一 《5400)) 为 2% 级 连续 矩阵 时 ， 其 特征 
值 一 般 为 变量 二 之 函数 , 已 不 在 复数 域内 , 而 应 在 由 一 茹 连续 
打数 所 成 之 丽 数 域 的 闭 扩张 域内 ,但 1+? 十 本 22 二 二 天 十 


… 一 灵 之 收敛 半径 (ee) 指 在 复数 域内 来 说 的 , 故 召 (t) 之 特征 
值 与 一 过 级 数 之 收 伍 半径 天 从 比较 ， 因 二 者 不 属 同样 性 质 的 
量 , 因 之 按照 上 述 定义 e4 之 方法 , 加 可 仍 定义 。4, 但 当 BG) 


为 1 之 nn 级 连续 佐 阵 时 就 不 便 定义 e309 了 , 由 是 el 之 总 
义 在 上 述 之 定义 下 就 不 明确 了 ， 也 就 是 说 按照 原来 的 方法 无 


从 定义 ej 4 ， 所 以 我 们 不 得 不 采取 另 一 种 思想 方法 ， 
由 于 (21) 中 第 一 个 式 子 的 局 发, 我 们 会 想到 去 找 一 个 % 
级 连 绪 矩 阵 卫 (t), 使 (19) 之 解 向 量 为 


X= CGO] FOU Bad. 
于 是 就 要 看 (21) 中 F(t) 具备 饥 些 特征 性 质 , 使 我 们 今后 的 思 
路 有 所 遵循 ， 因 了 Ct) =e 1 ， 族 
i) f(t) 一 ft at l= a :Ff0)], 


和 了) 六 0,， 对 t 可 能 取 芍 一 茹 值 ， 
这 性 质 吕 、i 对 于 解 (19) 有 很 大 的 和 启示 , 因为 据 此 , 我 们 就 
先 扰 认 有 一 个 4 级 矩阵 RQ), 对 之 所 有 和 值 满足 玉 () -= 

= 23 »， 


一 各 ( 有 "通信 且 | 二 (有关 0 然后 根据 这 样 一 个 五 (人 的 存在 
件 束 能 够 推导 (19) 之 解 的 存在 与 唯一 , 推演 的 步骤 与 求 (20) 
之 解 的 浓 算 步骤 大 致 彬 同 ， 详 述 于 下 ; 

先 假 定 仓 在 一 个 品级 连续 征 阵 下 (由, 使 对 所 有 t 值 都 满 


足 

FO)=— F(AU) (29) 
与 行列 式 

[FO | #0. (28) 
她 采 (9) 有 一 个 解 向 量 下 , 则 出 52 约 式 有 
看 } 一 太太 + F(t). 评 
—— FAG) .E+E {A .E+B)} 

故 而 (站 下 一 | Fw) Bldut FO EO), 


U1 
式 中 xo-( : ) 因 之 , 由 (238) 式 可 得 


Cn 
xX-F(t-.{f Flw) Bdut FOO) .XZ(O)}. (24) 
这 说 明了 ，(19) 如 有 解 ， 则 解 是 唯一 的 , 且 为 (24)， 
反之 , 易 验 证 (24) 又 碧 是 (19) 的 解 ， 事实 上 , 从 (24) 即 得 
F(t) "=| FQ) Bn dut FO ¥O), 
求 守 数 ,就 有 
FO -E+E :EF .Bt), 


再 以 (22) 式 代入 之 , 则 得 
一 下 (的 是 (有 :下 十 下 (有 让 一 机 ( "Bi), 


= dD4 


由 (23) 式 知 (让 ~ 存在, 放 以 所 (二! 左 先后 就 得 到 
一 (有 下 十 加 一 看 (有 h， 

则 记 一 4 人 :下 上 十 吾 ( 门 ， 这 就 是 (19) 式 . 

读者 可 能 还 会 提出 另 一 个 想法 ， 那 就 是 当 适 合 (28) 与 
(23) 之 下 (t) 存在 时 ， 则 (19) 之 解 存在 且 唯 一 ， 而 为 (24); 然 
(22) 之 思想 根源 在 了 (#) 之 性 质 让 , 而 了 (8) 之 性 质 旨 固 可 为 
一 一 "ob, 但 也 可 以 为 全 了 (= 一 g(t) 了) 
(22) 式 只 不 过 是 由 前 一 表示 法 所 启示 , 若 从 后 一 表示 法 之 
启示 而 使 下 人 轨 = 一 信介。 开罗 ,又 怎样 呢 ? 这 时 , 就 应 有 
{Et) ,在 } 一 下 (0 ,下 二 下 ( 鸭 , 息 

一 一 种 (看 ( 人 站 天 十 机 (人 -全 下 十 正 f 人 下， 

故 结 果 示 必 一 定 为 看 ( 中 BB(t)， 因 之 也 就 推 不 出 (24) 式 ， 这 
说 明了 后 -一 种 思路 火 败 了 , 得 不 到 预期 的 结果 ， 

注意 ，(24) 显然 是 (21) 之 推广 ， 

于 是 ， 剩 下 来 要 解决 的 就 是 要 证 明 满 足 (22) 与 (33) 之 
下 (六 的 存在 性 ， 

首先 来 谈 求 百人) 之 思想 方法 的 根源 ， 当 然 还 是 要 从 
f(D) -ea 之 性 质 来 谈 起 , 便于 发 现 问题 f(D) 除了 具备 
上 述 的 站, 舍 两 个 特性 和 外， 如 果 还 要 研究 0) 之 性 质 ， 就 要 
考 碟 到 分 析 学 中 常用 的 方法 ， 即 展开 为 无 穷 级 数 的 方法 ， 然 
由 指数 函数 之 展开 式 则 知 可 以 形式 地 把 F(t) 写 为 


ft) =— 1 一 | Qtydt 二 训 [| a at i 一 
ocala 


于 是 我 们 也 想 把 需要 求 得 的 具 阵 丈 介 当做 一 个 收 鼓 殷 阵 之 
435。 


和 , 因此 根据 上 面 的 f( 们 之 表示 方法 , 得 到 了 下 而 的 求 作 和 矩阵 
级 数 之 和 的 思路 . 
出 递归 公式 ， 
Foot) 一 五， 


F(t) = | Fo(w) A de, 
Foalt) -| F.C) ACu dy, 
即 Ful = | Fb) A du (k=0, 1 2, 1. 


了 而 定 六 到 (和 (Rt 和， 国 媳 全 与 理 o( 鸭 一 可 均 
连续 , 帮 站 at 也 都 是 连续 的 迟 =0, 1, 2, …), 于 是 有 了 连 
续 放 阵 的 一 个 序列 {二 (四 }， 每 个 五 不 仅仅 是 连 续 的 , 且 实 
标 上 太 是 可 微 的 ,而 有 
Fen = Ft) A, =—0, 1, 2,.%), 

月 作 和 矩阵 级 数 

PolD) — FD + Fat — Folt) + (25) 
时 ,我们 希望 级 数 (25) 收 化 有 旦 有 和 FO 并 适合 (22) 与 {28) 
式 ， 为 此， 背 光 解决 的 基 (25) 必需 为 一 致 收 人 证 的 {因为 要 求 
下 () 是 连续 的 ). 


用 归纳 法 , 可 以 证 明 
JAG OT 
{ 训 二 册 ， 1, 2, "0 (26) 


式 中 89|44( 介 | 表示 14 的 |] 之 上 界 一 一 因 44( 站 连续 下 
A) 之 上 界 存 在 . 

事实 上 , =0 时 ，(36) 显 然 正 确 [这 里 要 先 假 定 信 == 和， 
今 假定 对 某 大，(26) 式 为 真 ， 于 是 , 由 分 析 学 的 知识 , 有 
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i 


(FF) AC la | 


IF; ,| = 中 可 和 Ge 过 


BD AG -mar | DFCD)al A 
cn FO eA) | ene BD) Da A 
斤 代 入 上 上 式 中 ,就 有 
IF DE fn: LF | 62 A ode), 
因 之 , 据 归 纳 法 之 假设 , 以 (26) 代入 之 , 即 得 
FFD h | me Bd A TBI) A Frau 
证 | bau 
A LY 
{n° |t1 BALA GD iD 


-is brl EY y+1, 


| 


DT 
这 就 用 归纳 法 证 明了 (26). 
于 是 ,车 令 一 闻 -mB 加 |4(D)]}*, 则 正 数 % 与 t 无 
关 , 且 由 (26) 式 显然 可 知 上 ECD1<er t=0, 41, 2,…)， 但 
闷 a 为 指数 级 数 , 故 必 收敛 , 因 之 据 级 数理 论 可 知 (25) 为 一 
致 收敛 的 ， 
(9460 之 连续 =( 了 (GD)5 连续 瑟 1(Pita AD)a| 连续 习 


,ma | (FW) 4D))s| 连 续 玫 1 只 4Gw)! 连续 , 故 | Pa(O4(D aa 
存在 又 (F(A) < F.C) A = | CF A |< 


hl EL (A) la 因而 


由 Fo) AGWaul| en max | CHE) A Au <|[ ,Ce) A lou, 
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始 已 证 明 (25) 之 一 至 收敛 性 , 故 其 和 下 (tt) 为 连续 函数 县 
可 逐 项 微分 , 于 是 利用 关系 式 记 11( 引 = 到 (四 :入 (f) 可 知 
FO — Folt) -AC(D) + FO A) 
— Fo A + Ftt) .AN —... 
一 — {Fo — (+Ett) — Fs tt) 
十 下 的 一 一 FA 
(参见 第 2 节 的 性 质 3°), 证 明了 这 样 的 (1) 确 满足 (22) 式 。 
因 之 , 剩 下 的 问题 是 要 证 明 这 个 Fi 还 需 满 足 人 23) 式 ， 
为 此 , 用 递 妇 公式 
Go = 再， 
GD 一 | Al Gr Cd au, (k=0, 1, 9, +-) 


来 定 闵 {ro tt), Gt), 人 zf ， 与 上 上述 关于 {Ht 之 理 
论 完 全 类 似 地 ,又 可 以 推 得 序列 {@G,(D} 之 相应 的 一 些 结果 ， 
因 之 得 知 矩 阵 
G0) ~ GC) 
满足 关系 式 个 (一 委 () .GCH)， 于 是 得 . 
-的 加 的 一 站 的 他 全 十 下 (全 .的 


—-— FNAMEGDN+EDNADNGH =0, 
表 深 普 玉 ( 和 在 (加 与 + 无关, 因 之 不 论 二 为 何 值 常 有 
FDGD = FO) G0). 
但 下 0) 一 百 一 如 10) 是 显然 的 , 故 不 论 t 为 何 值 常 有 
FOG =E, 
这 就 证 明了 (283).， 至 此 , 问题 完 使 被 解决 了 .， 所 以 证 得 了 下 
于 的 ; 
定理 中 满足 初始 条 件 和 (0) 一 上， 0) 一 on 的 一 阶 
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rm "pt 


LP 二 


蛮 系 数 的 线性 非 齐 迷 微分 廊 程 组 


人 = al wt 二 Gas (的 的 十 页 人， 


一 Ee 【站 于 1 十 + wnn Ct) wn dt), 


有 且 只 有 唯一 的 一 组 济 数 后 ( 信 ，…, mu 人 的 为 其 解 ， 式 中 
Qt 让 ,0( 门 都 是 二 之 连续 雄 数 (%, 7 一 1,， 2 
yy Cr 是 任意 常数 ， 


测定 性 2 还 可 直接 推 得 定 还 1 事实 上 , 这 时 有 4( 引 = 及 = 
Ca) 为 常量 捧 降 , 故 本 从 = 至 BaG= 人 | (wav 4 


由 是 (=14, F(t) = 人 ,Fs() = <， 


» 全 ) ， 呈 Oy C2, 


"+*y 4) = 

工人 0 pd) Bc :一 lt 这 
0 0 

时 ,又 因为 有 召 人 ) ~| 9 故 | (2) Bw)du=| 0 | 于 是 
0 0 


霹 (24) 即 知 这 时 (27) 的 唯一 解 是 下 一 部 人 于 罗 0) 三 人 9) 一 
2 是 (0)， 此 即 定理 1 


第 5 节 ” 选 代 法 收复 的 条 件 
我 们 知道 , 线性 方程 组 
| 十 + 二 bi1, 


Cdl 十 2 十 - Um 一 dn 


B11 | Cin 


关 0 时 ， 有 唯一 组 解 . 


根据 死 菜 姆 定理 ， 当 行列 却 
Cul "" Cnn 


但 在 实际 工作 中 , 一 般 不 用 克 莱 姆 定理 , 原因 是 计算 工作 量 太 
大 ， 而 道 常 采用 消 走 法 . 消去 法 的 优点 是 ， 能 有 限 多 次 地 可 
得 到 答案 ; 解答 具 精 确 性 ， 但 缺点 是 消去 法 的 程序 复杂 , 即 在 
计算 机 .上 的 存 贮 量 较 大 .一 个 实际 间 题 为 要 在 计算 机 上 进行 
计算 , 就 得 尽 可 能 地 使 简 序 简单 ， 妈 是 使 存 贮 量 较 小 ， 为 此 ， 
通常 是 采用 迭代 法 , 即将 (38) 式 改写 为 等 价 形式 ， 


和 


| 2 一 G1 十 … 二 Gini 十 十 :， 
全 一 1 4- 十 Hr 十 bs 


或 写 为 矩阵 之 表达 形式 
三 一 骨 到 十 加， (29) 


全 1 bi ET Hln 
x ) s-| :) 4-( 3 ) 
化 = br nt "rn 
首先 ， 到 fa， 和 go 之 任 一 组 初始 值 (wei, wh, "ny wi) 
代入 (29) 之 右 喘 , 而 令 左 端 之 值 为 (8 各 ,wg ，…， we0)， 并 做 
第 一 次 挝 代 值 ， 再 以 这 组 第 一 次 选 代 值 (wf 全， ow 和， wD) 
代入 (29) 之 右 端 , 而 令 左 端 相应 之 值 为 (e 可 ，z2，… ao ， 
叫 微 第 二 次 这 代 值 , 继续 这 样 作 下 去 , 可 得 第 次 迭代 值 
wi 
(we 0 邻 本 加 一 用 济 , 则 下 et2 一 是 天 (十 
pt 
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Hi 
B. 在 lim 生生 一 下 二 8 ,BB lim w= 1, 2，…-， 1 
kr 机 KE 


Yn 
则 了 为 (29) 之 解 . 
这 是 因为 ， 从 下 4 一 信 焉 忆 十 如 ,两 端 取 极 限 , 得 了 一 
lim rn Alim ROO+B- AFTTB. 


于 是 , 接着 要 解决 的 就 是 极限 lim 下 存在 的 条 件 ， 如 


果 极 限 存 在 , 则 即 求 出 (39) 即 428) 之 解 ， 且 这 时 程序 也 简单 ， 
而 初始 值 (1 过” 25) 又 可 和 柱 意 、 这 是 过 民法 的 优点 
当 极 限 Hm 竺 "存在 时 , 看 实际 的 需要 程度 , 我 们 求 到 第 上 次 


达 代 值 《最 就 作为 (29) 的 解 (对 菜 一 个 适当 的 太 )， 
虽然 这 个 第 五 次 选民 值 (2 于 ,不 是 (29) 的 精确 解 ,但 
堕 着 下 之 增 大 ,生生 与 精确 解 之 误差 也 就 变 小 了 , 故 已 可 解决 
实际 问题 ， 因而 , 干 面 要 解 闫 的 问题 是 何 时 才 胆 Hm 党 中 存 
在 呢 ? 


内 
A R= pb 
下 有 和 十 是 有 十 如 一 是 (半生 中 十 如 ) 十 加 
一 破译 中 填 如 一 重信 
而 由 妈 钠 法 可 知 


至 四 = 让 时 四 十 全 1 十 个 ? 十 …… 十 看? 十 丰 十 加) 刀 
— A*X".t SB, 


局 一 A 十 如 ?十 册 十 事 . 
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于 是 , 因 半 “与 如 与 六 无 关 , 故 当 lim 卡 与 Inn gs 存在 时 ， 
lim 于 w 当然 存在 ， 然 lim S, 之 存在 即 说 明了 级 数 


> A EtATA A +... 


村 一 心 


是 收敛 的 。 我 们 已 经 知道 ， 当 信之 特征 值 的 模 都 小 于 工时 ， 
裤 如 收 伍 ( 第 2 节 的 定理 之 推论 2) 且 lim ,~ (如 一 4 
又 这 时 lim 4* 存在 且 为 0( 第 1 节 的 定理 2)， 于 是 ， 疹 人 内 之 
特征 值 全 在 复 平面 之 单位 圆 内 时 , 则 lim 及 中 存在 且 等 于 
(EBA).B, Miim FH (EA)-+.B. 

反之 , 车 lim 恒久 存在 , 则 因 初 始 值 及 可 任 取 ， 故 


特 取 于 一 0 时 ， 则 有 下 中 一 生 卫 中 + 全 BB 一 S,B， 故 从 
Hm 下 由 之 存在 得 lim SS 存在 , 即 


> A” 


二 心 
基 收 误 的 , 因而 据 第 2 节 之 定理 的 推论 3, 得 知 4 之 特征 值 全 
在 复 平面 之 单位 加 内 ， 
于 是 ,证 得 了 ， 
定理 1 当 旦 仅 当 趣 阵 入 之 特征 值 欧 攀 痢 小 于 1 时 ， 方 
程 组 438) 之 选 代 形式 (29) 不 论 初始 值 黑人 名 如 何 选取 注 为 收 
效 的 ， 即 lim 乍 中 存在 , 且 茸 于 (B 一 A)-1.B， 


定理 1 就 是 线 代 数 计 算 方 法 中 的 所 请 简单 迭代 法 除了 
简单 兴 代 法 , 还 有 所 请示 步 适 代 法 , 它 的 音义 是 这 样 的 , 即 以 
任意 初始 值 (wf 人， sw) 代入 (29) 之 第 一 个 方程 的 右 
辽 而 令 堪 端 之 值 为 zi 青 以 (0 go 代入 (29) 之 
“432 。 


第 二 个 方程 的 右 端 而 令 左 端 之 值 为 ww, 一 般若 2? 求 得 后 ， 
再 区 人 和 代入 全 9) 之 第 着 二 个 方程 
的 右 端 而 令 堪 端 之 值 为 ztY1,， 继续 下 去 ， 直至 求 得 1 并 以 
(Cw 入 C29) 之 景 后 一 个 方程 的 右 端 而 令 站 
端 之 值 为 a4"， 象 这 样 得 到 的 Cw， ，…， 9 ) 叫 艇 第 一 次 
姓 步 选 代 值 .如果 第 天 次 逐步 选 代 值 te 人 ， ow， 已 
求 得 , 再 以 之 代入 429) 之 第 一 个 方程 的 右 端 , 而 令 左 端 之 值 为 

wt ， 热 后 用 w+) 去 替换 Li 而 以 {wt we 条 pv 2 ) 他 
和 人 (29) 之 第 二 个 方程 的 右 端 并 令 左 端 之 值 为 嗓 fb, 继续 下 
去 , 直至 求 得 了 2 加， 再 以 (wg 区， ) 代入 (29) 
之 末 武 的 右 端 而 令 左 跨 之 值 为 e110, 这样 就 又 求 得 了 第 五 十 1 
次 逐步 奈 代 值 (wf 了 w+， gt)， 象 这 样 的 送 民 方法 
员 做 逐步 迭代 法 .采用 逐步 沈 代 法 , 可 望 收 敏 的 速度 快 些 , 即 
希望 用 较 小 的 天 而 便 第 产 次 逐步 造 代 值 (op，…，z) 
更 接近 于 精确 解 {4oi， 喧 ，…, 由) (车 存 在 的 话 )， 

今 将 上 述 逐 步 达 人 民法 之 步 台 归纳 于 下 ， 


| 人 全 = gi + i002 十 C145 入 ? 十 
+ nl 二 ob 
OE ap + aw + oat) 二 
十 - ,1D 1 十 one 十 Ba, 
datD oat pt 十 qi 二 
十 Ban 1 + Bante Tba, 
te Op ma 二 


i 
十 ,na 十 nt 十 已 ， 


改 号 为 昌隆 之 彤 式 , 为 
+ 433 。 


try 


电 TNp T—u ‘Tig 


UE yy 
HE 


tf 


0 


和 


0 
"0 


下 一 人 jy | 


I En BF CT) 


tu Tp ,oo, STD BT Tip 


| 


RT -th 
由 下 Wy TT aii | 


如 


T 一 “全力 
Ft py 


I—t "Th 


0 0 nT Tm pp tp 
0 0 carn | 0 TE oo Sp TD 
0 0 (ts | 0 0 … ff Wp— tp— 
0 tt lo 0 0 下 Wp 一 
下 
ts OO 0 心 工 
出 汪 
“0 
， 下 一 由 Li Tint 主 
‘tt tt 
:+ 0 0 0 ， 
: : ; Be TrT 
‘Bp 0 - (HT 四 一 人 TD — (creas 
Tosrgn 
etg sg 0 RE 和 一 人 本 
t 
(T+ 


sr TP 3TH Tig 


人 人 


或 (E— DX = VXm+B, 


pi Ea 
起 中 BP- ha ， bh 十 如) 
p oi 
0 0 0 .:-.. 0 
1 la ln jg 0 {) 
1 7 
P= , “2 和 2 为 上 三 角 阵 ， = a1 an DO 
0 0 1 am : ' : : 
En nz ni " 0 
为 下 三 类 阵 ， 显 然 , 五 一 寺 为 满 穆 , 故 双 可 将 上 和 式 写 为 
Ken (EB-DVXW+h, (30) 


式 中 P= (BL)-1B. 
这 说 明了 逐步 达 代 法 的 形式 已 转化 为 简单 选 代 法 之 形 
(30) ， 当然 ， 逐步 迭代 法 如 收 伍 ， 即 lim 下 省 存在 (如 令 为 


lim 才气 一 下 )， 则 当 注意 了 忆 十 了 一 和 后 从 全 0) 式 就 有 
征 *=]im 至 人 + 


此 一 oo 


= (E—L) -Vm XH+F 
FE 


= (ED-1.V.X*+h, 
即 
(再 -无 ) 大" 一 VRE DF-VX*+B, 
或 
= L+HB-AX+D, 

即 说 明了 点 * 确 为 (29) 之 解 ， 于 是 , 向 题 是 判定 逐步 过 人 慌 法 
的 收 襄 条 忻 , 也 就 是 判定 (4803 之 收 敏 条 件 ， 然 由 定理 1， 知 所 
求 条 件 为 


= 十 35。 


| 再 一 (再 一 大) 于 下 | 一 0 
之 根 全 在 单位 加 内 , 亦 凤 |X( 吾 一 局 一 PV 了 |=0 之 根 全 在 单位 
圆 内 ， 故 叉 证 得 了 ; 
定理 兄 方程 组 (38) 之 选 伐 形式 (29) 不 论 初 始 值 时 中 如 
何 选 取 , 关 于 过 步 选 代 昼 为 收 人 襄 的 克 要 条 件 是 多 项 式 


和 O11 R13 A i 
一 人 一 tas an 
一 31 让 一 tah tga ”nn =0 
一 站 sl neh 一 此 ,3 办 术 一 i 


的 很 全 在 复 平 面 的 革 住 国内 . 

附注 ” 某 欠 代 式 可 能 用 简单 远 代 法 收 伍 ， 但 用 逐步 迭代 
靶 则 不 收 化: 也 有 用 逐步 迭代 法 收 敏 的 ， 而 用 简单 迭代 法 却 不 
收 令 例如， 对 于 : 


站 


ga 一世 2 十 i wz 十 2. 


2 
 _1i 
2 生 s 
| jam 了 二 36， 其 模 一 1 故 用 
3 3 
简单 沈 代 法 则 不 收 襄 . 
但 这 时 


* 和 3 。 


1 1 

和- 于 主 | 

故 CE-L)—V|= ,0 
一 3 和 -去 | 


之 二 根 为 上 5 ， 它 们 的 模 都 是 十 ， 放 划 返 步 迁 代 法 是 
收敛 的 . 


ti CO 二 一 33 十 da 十 下 1 
而 对 于 | 385 
记 2 二 一- 人 二 一 市] 十 2m 十 本 3， 
一 1 
。 ~ ] 
nf 4-( B86 ,) 之 特征 值 为 -二 圭 其 模 为 


|<1i = <1， 故 用 简单 选 代 法 则 收 


三. 
0 0 —8 1 
日 无- VV ， 
但 (se5 中 | 0 2 ) 
合生 
A43 1 
E_D_VI- -0 
故 [IACE—L 上 ) | 385 385 ,9 
之 二 4 440_ I ag9006 
128 138 158 128 


之 模 大 于 f， 故 用 远 步 选民 法 则 不 收 委 . 

通常 , 在 线 民 数 计算 中 ,往往 将 所 与 的 方程 组 (28) 兰 能 变 
成 选 代 形 式 (29), 使 矩阵 和 4 之 每 行 (或 列 ) 各 元 之 模 的 和 都 小 
于 1, 则 不 论 初始 值 瑟 ” 怎样 选取 , 确 为 收敛 的 , 这 在 一 般 线 
代数 计算 方法 的 教科 书 中 均 有 ， 这 里 就 不 重复 了 ， 现 在 直接 
利用 定理 工 来 解 堪 这 个 问题 , 也 区 是 : 


本 37 


定理 8 著 和 经 算 阵 退 一 (ea 人 中 ia 十 ea 十 … 十 |@| 
< =] 2 9 或 |g 十 es 十 二 |o < 一， 
2，…， WB)]， 则 站 之 每 特征 值 的 摸 小 于 1， 

证 明 阁 入 为 生 之 任 一 特征 值 , 则 有 一 非 竹 向量 至 = 


阁 1 
( ) 使 A 下 = 入， 如 令 jzo| = max 《|m|，…，|ws1》， 则 
2 
| 关 0， 且 有 有 
Amh 一 11 十 Cada 十 十 Gin 
所 以 ; 
[ax| 委 | gz 的 | 十 jgxe| -zs |p | | 6 | 
(eri| 十 | wa + ee | | ) |g |, 
故 有 
| at 十 gal 十 十 as| 女工 
同 理 , 若 sir| 十 |eaj| 十 … 十 1eny| < 工人 了 一 2, ., m), 
则 存在 非 零 行 向 量 脏 = (ec za …， oo) 使 至 一 到 是 故 当 
[gx ~ maxt |z1|, », [zs1) 时 , 则 |sx| 守 0 且 有 At 一 aa: 十 
Caktrs 十 十 Gaxtn 因而 有 
| EAM EL 
故 人 | 裤 ex| 十 cas| 十 … 十 | ang| < 天 二 证 完 . 
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第 十 章 奋 于 问题 


本 章 将 讲 儿 个 特 贬 问题 , 如 直 积 , 复合 矩阵 、 特 征 值 的 估 
计 、 抢 阵 之 极 分 解 、 全 枪 阵 环 之 基 , 等 等 ， 它们 有 的 在 矩阵 的 
理论 研究 中 非常 重要 ,有 的 是 在 应 用 中 显示 了 价值 . 


第 1 节 矩阵 的 直 积 


先 从 简单 的 例子 谈 起 。 设 有 二 元 向 量 (em, ww) 与 三 元 向 
量 ( 久 ， ya， ga ,它们 分 别 经 过 二 级 算 阵 与 三 级 矩阵 
Bt ba hha 
4-(® 0 与 a boy > 
Tal ton 
Dasl das bss 
的 变换 变 成 同 量 (mi, 999) 与 C4, 纪 ， 瑟 ), 即 


(2 )-(® il 
0 Tol a9 Ta 


yy bl Dis Pa ta 
a 一 | Bar bus bg Va i. 
3 Dar Has Pap Ys 


现在 米 考 察 以 这 两 个 向 量 的 分 量 的 且 积 为 分 量 的 六 元 向 
量 (wg YW yl 2， W993a)， 经 过 怎样 的 线性 变 挤 
可 以 变 成 六 元 向 量 (w8， 入 级 ， 条 防 ， 台 玉 ， 哄 钥 吉明 ) 昵 ? 
由 假设 2 一 qt 二 wr (=1, 2), 
bn bt drys Cj~=1, 2, 3). 
.439 。 


Oy = Cdl + Gore) Cony boys t+ byag) 
= gbnvd tt Cubs t+ Cad tt ahs Ta 
十 tab yoda 十 tod io To, 
于 是 ,所 求 之 变换 的 扎 阵 为 六 级 征 阵 
Snub EBD313 bs : tiabl Tbs tibia 


| 
Siber Crbas tbss | ciobzr rabae Tiadog 

| 
tbal Subae Cidas | iadar Tian Tad gs 


五 -| -1.3 
好 21 心 11 old 2 Taps : aod11 Coobils treba 
GoDat toib2s alba3 | (Lao ol a Tost oa 
Roi adas Habys 和 aoblals Ugobag doabya 

有 有 全 

这 个 六 组 于 阵 可 简写 为 


PP- (人 2) 


wa qa 
加 做 站 与 品 之 直 积 ,用 记 导 4x 如 来 表示 . 
辣 样 ,变换 召 与 盘 之 直 积 
pi | 
=| pid Bad bood |=BxA 
Bod bd bs 
使 六 元 问 量 (wg ty， ，Toya，WiYs，Wogja) 变 为 {mf， 
Wa PI V2 WN WE). 
一 般 , 设 


Ht lin bu Gin, 
4-( : : ) 利 2 : : ) 
"1 中 二 nn Din ~ Hr 
分 别 为 级 和 mm 级 的 两 个 矩阵 , 球 末 
. 440 ， 


qu ooB “? «nn 

A Xe r = 一 uaB ga 机 ua 

dn ns 加 ” con 加 

| bad isi | 

和 和 BxA= EE | 


| | wii BunAd 
分 别 世 做 和 与 召 之 直 积 和 吾 与 4 之 直 和 可， 显然 
Ex En,— Em— E, X E,, 


这 里 的 吾 : 表示 级 单位 窍 隆 ， 帮 x 如 与 如 x 4 咏 然 都 是 
mn 级 祭 阵 ,但 它们 一 般 是 不 相等 的 , 即 4x BBxA. 

直面 来 叙述 有 关 直 积 的 一 些 基 本 性 质 . 

设 和 和 如 分 别 为 名 级 各 级 矩阵 , 令 吕 = 和 4xB， 考 
察 局 之 转 置 矩阵 P'.， 这 时 ,显然 可 以 看 出 , 不 仅仅 是 ao 与 
ox 的 位 置 要 站 相 调 换 , 阐 且 台中 元 素 所 在 行 与 列 的 位 置 也 变 
互相 调换 , 这 就 是 说 

ou’ oaB' oe dB 
Pi gaaB’ Ga 下 waB -A'xB' 


mB gm rm can 


故 得 : 

定理 1 设 了 P=-4xB, 则 P=4xB', (AxB)'= 
AxB' 

再 设 忆 = (co) 与 及 = (os) 也 分 别 是 %Nn 级 与 mr 级 的 朱 阵 ， 
并 作 


* dil ， 


a | pF “+r rd 
0 Cx pp co rood) wi co 


caD cmaD «omD 

于 是 PQ 是 wm 级 和 矩阵. 它 的 第 以 一 lnm 了 +i 行 第 (一 lym 革 5 
列 交 又 处 的 元 素 ， 等 于 卫 之 第 以 一 Dm+i 行 圭 诸 元 素 
Cdn, io 全 :3 和， Tbs "ey Can Di 分 
别 与 久之 第 一 mT 了 列 上 种 对 应 元 yy， eic 
Cap， 的 染 积 之 和 , 即 准 

{abe) Cond37) Ft Cadim) C4) +t 

+ {tamnd) Connds) Ft nd im) Conuclms)} 


™ Gdn fy 十 nny Fy 一 Gru fy 


这 里 fu -这 purdts, Bip ~ Ta 
即 AC= en, BD= (fF). 
因 之 ， 


eiB) eoBD we enBD 


PQ-= cBD eenBD emBD =ACx BD 


enBD gaBD “0 eanBD 

邦 叉 得 : 

定理 (AxB):(CxD-ACxBD, 和 但 和 与 忆 为 月 
级 拭 阵 ,加 与 副 闲 为 同 妞 起 阵 ， 

从 直 积 之 定义 和 定理 1 与 定理 2, 容易 推 郑 下列 各 定理 ， 

定理 8 设 十 与 召 部 是 对 角 拭 阵列 及 XxX 如 也 是 对 衣 
矩阵 , 

定理 看 设 凡 与 如 是 司 型 的 三 角 埠 阵 ， 则 对 Xx 如 也 是 
同型 的 三 角 算 阵 、( 同 弄 是 指 同 为 上 三 崩 阵 ， 或 同 为 证 三 
* 半 和 2 = 


角 阵 . ) 
定理 5 (AxB}xC=Ax(BxO, 


证 明 ”由 定义 易 烦 ; 


tu ,amnB 
cax mxc-( : : je 
aniB 本 maB 


人 .， | 


a (BXO) + am(BxO) 
=Ax(BxO). 

定理 车 三 .各 都 古 对 称 ( 尼 未 特 ) 拭 阵 , 那 玉 克 x 如 四 
苹 对 称 ( 厄 米 特 ) 的 . 

证 明 上 由 有 4 与 日 之 对 称 性 ， 据 定理 1 得 知 (x 8B)'= 
A'xB' 一 AxB， 即 证 明了 有 丰 x BB 也 是 对 称 的 ， 若 有 4'=A4， 
a'-B, MtAxB'~ (AxB)'—A'xB'-Ax B 即 证 明 
了 了 总 x 品 为 尼 米 特 的 . 

定理 9 设 必 之 个 特定 鸽 是 各、Aa.… hn 如 之 rm 个 
特征 值 为 H1、1Ms、…、Hmy 那 玉 通关 加 的 rpm 个 特征 值 是 
和 NE 一 

征明 ”存在 满 秩 第 阵 二 和 避 ， 使 

4 一 五 -4 与 B'-0Q-:B0Q 
分 别 为 和, 召 之 多 日 标准 形 , 如 
二 Lb 并 


0 世 oe, 
由 定理 2, 有 
# 本 寺村 * 


AxB-(PAP-) x (QBQ™) 
(PAXxQB) (PixQ) 
(PxQ@) (dx By).(P :x@), 
并 又 有 
(PxQ) :PP- ixQ N= PP ix QQ = BE,x 而。 一 五 mu 
后 者 说 明了 (CPx 和 @) 收 = 售 xQ@ ', 因 之 上 一 式 为 
AxB-(Px@ Ax BD): (PxQ)™,, 
即 丸 x 吾 一 嫩 xx 吾 :， 艳 巡 x 下 与 44X 下 ;有 相同 的 特征 佳 . 
由 和 再 定理 二 知 .44 x Bi 为 上 三 角 定 阵 ， 并 易 看 出 其 主 对 角 线 
上 上 元素 为 和 0 人 一 工 | 2 P= 二 1 3 所 巡 下 之 
特征 值 为 ju， 证 完 . 
又, 在 上 证 明 过 程 中 ,者 取 行列 式 , 则 有 
[AxBl=|Px@|l:|AxXBl:|PxeQl =|AxB,| 


一 1 Cu) 【让 ll (Artos) 


= Ghar ™ (Tw) =1A1"| B®, 
读 又 得 . 
定理 入 设 考 为 nn 雇 超 阵 ,如 为 m 取 拭 阵 , 则 | 村 xBli= 
4" |Bl*. 
由 定理 8 以 及 定理 7 之 证 明 过 程 中 , 又 有 
定理 8 及 x 如 为 注 牧 的 充 呈 条 件 是 且 与 如 者 是 满 秋 
的 ,并 有 (AxB) =A xx 下 1 
这 样 , 当 4 与 如 都 是 直 交 算 阵 时 ,有 
(AxB)-A'xB'=A-!:xB-!1-(AxB)-:, 
而 当 和 站 与 喇 痢 是 丁 秆 阵 时 ,就 有 
(AxB'-- (AxBY'-AxB'- A'xB-! 
= (x 五 ) 一， 


名 过 村 二 


故 及 有 : 

定理 阳 设 凡 与 好 都 是 直 交 矩阵 (或 西 抢 阵 )， 则 全 X 怠 
也 姨 直 交 矩阵 (或 西 超 阵 ). 

定理 8 是 说 明 ， 当 囊 仅 当 寻 与 召 都 是 湛 秩 上 时, 丸 关 吾 为 
满 秩 的 . 这 时 万 x 召 之 秩 等 于 本 之 秩 n 与 恕 之 秩 mm 的 胶 
积 mn， 一 般 地 说 ， 有 Taxg 一 "74a"rB8。 事实 上 , 因 有 满 牧 矩阵 


JH, KK, 上 ,用 使 
| — HA.K, 加 = 上 LBM 
这 里 = diagti, 1, 机 1, 0, ”3 0}, 
A 
4 个 
Bi—diag{l, …, 1, 0, :+…, 0}, 
Me 
fs 个 


再 利用 定理 2 ， 得 知 


(HxD-.(Ax B)'(KxM), 


故 由 二 x 上 与 着 x 弄 是 满 秩 的 ,可知 ydxB) 一 人 dx 但 
有 x BB 是 mom 级 的 对 角 算 阵 , 其 主 对 角 线 上 (由 直 积 之 定义 ) 
愉 有 ?aa*9B 个 元 为 1 而 其 它 元 全 是 零 ， 因 之 rig x80 一 ?47p， 
故 又 得 ; 

定理 所 roaxey = TA'Ts 好 过 xx 加 之 秩 等 于 4 之 我 与 
晤 之 秩 的 积 ). 

前 面 已 说 过 ,及 x 如 与 旦 x 所 一 般 不 相等 ， 即 Ax BB 
如 xA, 但 44x 召 与 请 x A 有 怎样 的 关系 呢 ? 所定 理 7, 可 
类 人 xx 加 与 好 < 全 有 相同 的 特征 值 , 因 之 它们 有 相同 的 特征 
多 项 式 . 起 外 ,还 有 别 的 英 系 虽 ? 

由 定理 2, 可 知 4x 品 =(4xEnw)'(E,xB). 但 


画作 二 本 。 


通关 本 一 | | 


| En | | 由 


调换 它 的 行 , 且 同 时 也 调换 它 的 同 序 的 列 , 易 使 它 变 为 


| ct am | 


i | 
[| 
这 样 调换 的 结果 无 异乎 是 说 有 满 秩 斥 阵 六 使 
F-1i.(Ax BN):FP- BxA. 
同 理 , 把 刚才 从 用 x 玫 , 恋 成 琶 , x 态 应 调换 的 行 及 列 的 
调动 方法 施行 在 矩阵 到 ,x 请 上, 就 能 使 
Ee 
Bin Bom 
BE. x 及 a 
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bi | Dim | 
ba | | bim 
变 成 ee, —_-BxE, 
| i 
| bm1 ; : Poor 
| i 
bma | : bnm 
因 之 又 有 F-1.(E,xB.F- BxE, 


于 是 ， AXB=(A4AxE.)-:(E,xB) 
EF.tE,. x 是 ) 再 -有 (四 xx 再 有 1 
一 下 (再 x A).(Bx ER).F-! 
-FB Bx AE):F:~F.(BxAY.F-, 
说 明了 有 4x 召 ~ 如 x A， 故 又 得 
定理 芭 及 x 惠 ~ 如 x 及 ( 因 之 它们 有 相同 的 特征 多 项 
式 与 最 小 多 项 式 ). 


练 习 四 二 


1 证明 下 列 各 式 ; 
DD AxBoAx MBNtd x BY, 为 任何 数 : 
iiy CA+B) “C=AxC+Bx*O; 
ii) Ax (B+O}=AxB+AxO. 
2. 两 个 反对 称 ( 或 反 尼 米 特 ) 矩 阵 之 直 积 是 对 称 (或 让 米 特 ) 的 ， 世 对 称 (大 
米 特 ) 与 反对 称 ( 反 厄 米 特 ) 答 隆之 直 积 是 反对 称 ( 反 厄 米 特 } 的 ， 
3， 从 满 秩 短 阵 , 说 明 { 术 x 瑟 4 一 X 卫 * 一 般 是 和 不 成 立 的 ， 


第 2 节 复合 矩阵 


给 了 级 矩阵 4, 我 们 知道 有 伴随 矩阵 4*, 它 的 元 素 是 
447 。 


4 之 各 元 在 行列 式 | 寻 | 中 的 代数 余子 式 , 所 以 ,除去 正 负 竺 号 
不 计 外 , 它 的 元 素 就 是 4 的 一 切 n 一 1 级 子 式 ， 一 般 地 , 对 于 
以 人 之 一 切 天 级 于 式 当做 元 岩 按 照 某 种 方法 排列 所 成 的 抵 
阵 , 即 有 ， 

定义 一 个 ”级 矩阵 4 中 所 有 的 天 级 子 式 总 共有 

mY ! 2 了 -全 证 

, 一 [二 个 , 全 把 它们 按照 下 面 的 方法 排列 成 
为 一 个 (| 级 的 矩阵 da， 

1 凡 由 有 4 之 某 记 个 行 所 组 成 的 的 了 记 级 子 式 为 新 矩 
阵 中 同一 行 的 元 素 ; 

i 凡 思 由 之 革 五 个 列 所 组 成 的 ( 个 到 级 子 式 为 新 
矩阵 中 同一 列 的 元 素 ; 

iii) 新 年 阵 之 第 -一 .直到 第 (2) 行列 ) 都 是 依 
恨 套 典 式 的 次 序 来 排列 的 . 

为 了 说 明 条 件 1) 中 “依照 辞典 式 的 次 序 来 排列 ” 这 名 话 
的 意义 , 今 举 一 例如 下 ， 设 所 为 4 级 矩阵 , 则 由 和 4 之 第 一 三 
两 行 所 组 成 的 一 切 2 级 子 式 必 须 排 在 由 4 之 第 二 . 三 两 行 ， 
或 第 一 四 两 行 , 或 第 二 、 四 两 行 ,或 第 三 .四 两 行 各 种 情形 所 


组 成 的 一 切 2 级 于 式 的 前 面 。 同 样 , 对 于 列 也 是 如 此 ， 因 之 ， 
如 果 


[和 


则 
a1 lg | T1141y 好 12 Hi4| 0a fg 
| 
Cal tog Cal Hoy ye U4 3 全 34 
11 Wis R11 + {1g 14 i C14 
(By 
肪 D31 Cd 31 a3 他 33 a4 ys Ga 
Cal Cag | rn E34 Fay a4 
41 a2 B41 ag Was a4!l jaa (ag 


象 在 定义 中 这 样 所 形成 的 网 级 矩阵 _ 400， 叫做 退 之 


复合 自 阵 ,更 详细 或 确切 些 叫 做 二 的 第 上 上 次 复合 拭 阵 . 

礁 复 合 盾 阵 之 定义 ， 易 知 ， 难 下 的 主 对 角 线 上 的 元 素 都 
是 区 之 不 级 主子 式 ,不 在 及 中 之 主 对 角 线 上 的 元 素 都 不 是 碟 
之 站 组 主子 式 . 

肌 ， 从 及 中 之 定义 ,也 易 知 及 = 及 ,A443= | 和 4|， 

关于 单位 宪 阵 .对 角 怎 阵 、 纯 最 所 阵 的 复合 矩阵 ， 
有 : 

定理 1 i) EO=B or 吕 组 单位 起 阵 的 第 右 凑 复 


合算 阵 为 (3) 级 的 单位 拭 隆 ; 

ty 著 芒 = diag{hi, ho hn} Wy DD diag {pi, Pa, ***, 
DC): 其 中 2 为 上 个 和 的 来 积 : 

ii 著 办 =eE， 惠 DoE,,. 

这 者 可 由 定 久 宜 接 推 得 ,读者 和 月 行 守 出 证 明 . 

现在 来 研究 有 4 的 性 质 、 首先 问 (和 7) 一 ? 

为 明显 起 见 , 令 

.dd49 。 


Fl Ha Taz an 

， 
Eni Ens fn 
好 11 a 三 1 

Ril | 2 Ce ”ga 


个 1n on 机 Win 
若 有 4 之 第 二 行 第 了 了 列 姓 的 元 素 为 
CA = dA)， 


Et _, k LT 
则 CA 

I fs i 
| 

_。 ,Be i tii 
| | 
i His Tin 
他 让 hf ij 

un {ie 


[es a 
= dA) = A) 
即 说 明了 两 矩阵 (起 )' 与 (人 之 对 应 位 置 之 元 都 相等 , 故 
得 
定理 | [1 x CA 人) 
这 样 , 当 4 是 厄 米 特 矩 阵 时 ( 即 人 4' 一 4), 因 (A) = 全 人 
吉 ( 有 四) 一 (有 Dy' 一 《4 中 一 A49, 说 明了 4 基尼 米 特 的 ， 
局 样 ,车 4 为 对 称 的 , 则 A 记 对 称 ， 但 当 4 为 反 厄 米 特 抵 
懂 加 《机 一 难 )， 则 有 
,450 。 


【0 (Gy 一 (A) {— A (— 1) K 电 183 
-1 48”， 当天 是 偶数 时 | 
一 竹中 ， 当天 是 奇数 时 . 
对 于 反对 称 炖 阵 , 也 有 次 似 的 结果 .这 就 证 明了 : 

定理 是 著 和 过 是 厄 米 特 ! 对 称 ) 拒 阵 ， 则 信 吕 也 是 后 米 特 
《对称 ) 算 隆 ， 若 如 是 反 尼 未 煌 { 反 对 称 ) 趣 阵 , 则 在 吕 是 局 米 
竺 或 反 丘 米 灶 (对 称 或 反对 称 )， 完 全 由 石 为 司 数 或 奇数 来 决 
定 ， 

革 于 4 为 直 交 系 阵 或 酉 矩阵 时 ，4 又 怎样 呢 ? 再 问 
峡 ? 之 秩 与 信之 铁 问 有 什么 关系 呢 ? 这 些 问 题 ， 都 有 赖 于 两 
个 给 阵 之 积 的 复合 第 阵 之 构造 . 

没 卫 =AB., 震中 之 第 5 行 第 7 了 列 处 的 元 素 是 

Pa Prys), 
则 据 复 合算 阵 之 定义 ， 即 知 有 4 中 之 第 上 行 各 元 素 都 是 
dA 名) 的 形状 ， 如 中 之 第 3 列 的 请 元 素 又 都 是 d(CBpst) 
的 形状 ， 且 当前 者 为 4 中 之 第 二 行 第 芋 列 处 之 元 时 ， 后 者 就 
一 定 荐 如 扫 之 第 直行 第 了 列 处 的 元 ， 但 从 P= 人 又 知 
CE 
而 有 边 之 之 显然 是 及 中 Bm 之 第 i 行 第 j 列 处 的 元 en Be, 
上 呈 PD B= (CAPBY),, KM 
Pm J { ABY 3 A BD 

再 由 好 纳 法 , 可 知 上 式 对 任意 多 个 矩阵 也 成 立 ， 于 是 证 得 了 ， 

定理 和 设 4， A，，…，A4 为 同 级 的 矩阵 , 则 有 

(AA A DH APAL... AP, 
这 样 , 当 呈 级 第 陈 三 是 满 秩 时 , 从 44 = 吾 ,， 即 得 
E,,, 一 Bt. CAA- YD A. CA 
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艳 又 笃 ， 

推论 工 若 如 为 满 秩 的 ， 则 及 下 也 是 满 秩 的 ， 并 上 
CAD = CD, 

一 般 , 若 生 之 秩 为 +， 则 有 有 二 个 满 秩 阵 忆 与 @ 使 

PAQ = Ddiag {1, 1, 1, 0, .…, 0}, 
”个 

因 之 了 DD"- POA4M8m， 然 由 上 推论 工 ，Pm 与 @" 是 满 秩 
的 ， 故 rpm 一 raw。， 据 定 理 I， 四 是 对 角 陡 ， 其 证 对 角 
线 上 之 元 是 总 中 下 个 对 前 线 上 元素 的 积 ， 故 当天 > 了 时 有 有 
有 Di 一 忆 因而 4 一心， 但 在 有 < 时 ， DS 之 对 角 线 上 林 为 
零 的 数 都 是 从 7? 个 二 中 取 包 个 ,因而 其 个 数量 为 


人 和 ! 
(5)- 下 1 一 帮 ) 1 


即 Dm 之 禾 -( 
随 而 有 9 之 秩 一 ( , ) 
帮 又 得 ， 


推论 外 著 帮 之 铁 一 fF， 吊 当 站 才 时 ， 届 ( 之 次 为 (所 
而 在 天 2 时, A 中-0. 

注意 ，1， 由 复 台 矩阵 之 定义 , 易 知 推论 2 中 Am 二 O( 当 
>+ 时 ), 因 这 时 是 中 任何 大 级 子 式 (人 >) 都 是 零 

2. 特别 地 ， 当 是 是 满 悉 时 (r 一 内， 由 推论 2 知 7 = 
(7) 即 4 中 是 满 秩 的 , 这 说 明了 推论 1 之 前 半 是 推论 2 的 特 
例 ， 可 是 , 应 注意 的 是 , 在 证 明 推 论 2 时 ,还 要 以 推论 工 为 代 
据 ， 


=” +. 


挫 论 土 只 是 说 当 有 4 为 满 秩 时 ， 有 4 也 是 满 秩 的 . 至 于 
有 丰满 秩 时 , 骨 之 秩 怎 样 呢 ?实际 上 , 据 排 论 2 当 有 4 之 秩 
时 4 之 铁人 1<r<n， 故 从 de 之 满 秩 性， 知 

名 .、 入 
Ka (mr 

nl "| nl nn)! 

lin—g)! Bltr—E)!’ rl 一 
故 mm DD m1， 
于 是 , 若 mm”， 则 因 上 式 之 左右 两 边 和 都 有 由 一 * 个 因子 ,并 且 

和 > 各 一 站， 一 二 > 中 一 下 一 天， 十 工 让 十 工 一 克 ， 

部 及 有 

nm) rm on 1A rti—b), 
显 与 上 式 韦 盾 . 因而 只 能 是 %w=?, 有 即 4 是 满 秩 的 ， 于 是 , 再 
当 推 论 工 合并 , 叉 得 到 了 ， 

定理 站 由 为 满 秩 的 充 要 条件 是 对 为 消 牧 的 ， 

由 推论 2 可知 , 当 过 之 竺 一 ”时 ,退守 2 因 
之 丰 " 中 任意 二 级 子 式 等 丁 零 , 即 

dA ddotst) 
的 
dA CA) = dt dD) 
于 是 ,车 有 4 为 实 对 称 时 , 易 知 
GA) — AA) 
( 因 它 们 互 为 转 旱 的 行 询 式 ), 故 由 (1) 凤 得 
[1 
由 Ya 一 六 知 必 有 革 Cd) 关 0 因而 据 上 式 , 有 
0 


= 453 + 


如 通 为 提 米 特 的 , 则 
dd) ~ dANe), 
因而 (了 D 式 则 变 为 
dA dC AFF) = dA A ) > 0, 
当 Gd 生生 ) 天 0 上 时. 
这 上 就 证 明了， 
定理 名 毛 米 煌 (或 实 对 称 ) 拭 仁之 鞭 如 为 了 则 它 必 至 消 
有 一 个 7 姐 的 主子 式 不 守 于 零 ， 且 性 两 个 非 替 的 ?了 诅 主 于 式 
汉 有 相同 特 部 ( 即 ,或 绕 为 正 数 ,或 绢 为 负数 ), 
如 果 站 是 反 厄 米 特 的 , 容易 验证 ， 
dc 人 了 
区 (人 《一 CE 
这 谨 明 了 及 厄 米 特 窍 阵 之 7 级 主子 式 为 实数 或 纯 虚 数 ， 全 由 
f 为 偶数 或 奇数 米 决 定 。 若 及 74= 二 7 时 , 并 设 (三宝 沁 ) 去 0， 
则 从 (DD) 式 又 得 
dA dC ARE oC— Daddy 
故 QC) 与 和 引 扣 在 7 为 偶数 时 是 具 同 符号 的 异 于 
零 之 实数 ， 而 在 7 为 奇数 时 是 虚 部 具 同 符号 的 异 于 零 之 纯 虚 
煞 . 赤 又 得 
定理 了 反 厄 米 特 延 阵 之 秩 若 为 7, 则 它 玉 少 有 一 个 ”组 
主子 式 不 等 于 零 ; 有 卫 任 两 个 非 堆 的 站 争 主 子 式 在 了 为 偶数 时 
乱 具 同 条 呈 的 实数 ， 而 在 9 为 再 数 时 是 庶 部 具 同 替 号 的 纯 庶 
数 ， 
若 站 为 实 反对 称 的 , 则 知 ， 
一 【一 区 
因而 dtAnee) = {—1) "aA 
这 说 明了 丰 中 奇 级 主子 式 便 为 零 ， 战 车 ， ?A 一 下 时， 则 当 
+ Ss 


Gd: 人 ) 关 0， 就 失信 式 麻 有 
人 一] 0 
即 主 于 式 QCAescs) 与 4: 习 ) 都 不 等 于 零 , 故 有 7 为 偶数 ， 

因 之 Gd 与 dA 和 2 和 ) 同 号 ， 即 又 得 
定理 8 实 兵 对 称 和 矩阵 之 牧 Y 必 为 偶数 ， 且 达 有 一 站 刀 
主子 式 不 等 于 零 . 又 , 几 非 替 的 了 级 主子 式 皆 同 号 ， 
胃 , 若 允 为 酉 矩阵 ， 则 有 44' 一 本 ,:; 利用 定理 4 与 定理 2， 
就 有 
Em A™. (AN i 过 >， (em 一 .407 ， 
即 A A) = Eo. 


A CADY 一 机 


(£7 * 
于 是 及 证 得 了 : 
定理 旬 再 和 姬 ( 直 交 矩阵 ) 之 复 含 答 阵 还 是 夯 埠 人 降 【 直 
交 矩阵 )， 


再 研究 三 角 矩 阵 ， 只 就 上 三 角 和 矩阵 竹 = (wy) 来 考虑 (对 
于 下 三 角 和 矩阵 , 也 可 类 似 地 讨论 ), 于 是 wu=00>> 从 。 故 若 令 


且 中 = (ov), 其 中 
_ tude: PLEa ty, 
aca (Sec ct 
那 束 , 当 2 了 时 由 定义 已 知 cw 不 是 三 的 下级 主子 式 , 因而 天 
个 等 式 1 = 71, 2 一 12y 机 bp — jy 不 可 同时 成 立 . 今 假 定 
1 el Bj lth), 
则 因 守 >7, 政 由 复合 矩阵 之 定义 必 有 名 汪 训 ， 再 利用 iw 一 0 
{之 j 风 ), 本 得 
a dD * 


Hi "i Ui fs ~ 


1 也 旧时 [中 性 和 [i 
CH= CA) = ih be tn tafs 
EP 人 总 人 


位 二 中 局 0 ht 昱 中 国 于 宇 训 


人 辣 机 tr se | (ter ” 合生 


i Rp ue 
〔【 因 gs 一 一 和 一 人 此 即 表 未 这 时 是 也 是 上 三 角 惩 
阵 ， 及 因 4 之 主 对 币 绕 工 每 元 都 是 骨 的 下 级 主子 式 , 破 它 
是 有 之 主 对 角 线 上 上 个 元 案 的 乘积 .于 是 又 证 得 了 ， 

定理 10 三 希 起 阵 帮 之 复 会 起 阵 竹中 也 是 同型 的 三 角 
矩阵 ， 其 主 对 角 线 每 个 元 束 车 于 是 之 主 对 角 线 上 再 个 元 素 的 
来 积 . 

有 了 定理 10， 容 易 解决 及 的 特征 值 与 4 的 特征 值 之 
间 的 关系 ， 事 实 上 , 有 涨 秩 和 矩阵 姑 使 也 了 A4P-=D, 担 


0 内 
为 上 三 角 矩 话 ( 例 如 过 为 是 之 约旦 标准 形 ), 于是 和 ar，Xa，…， 
加 是 委 的 mm 个 特征 信 ， 于 是 ， 
Do (P+AP}Ym CP- Ym AP 
~ (P™) -1, A Pew) 

说 明了 是 后 全 有， 故 抽 DD 之 上 三 佣 性 及 其 主 对 角 线 上 各 
元 等 于 从 和， hp， 和 中 往 联 于 个 之 积 ( 定 理 10), 期 知 态 售 
之 特征 值 等 于 从 入， hz 和 中 取 任 记 个 之 积 ， 也 就 是 证 
* 60 


得 了 : 
定理 11 A 之 (2 个 特 慧 慎 中 每 一 个 都 等 于 从 丰 之 


中 个 特征 值 中 取 下 个 的 乘积 . 
再 据 这 定理 11, 易 求 由 "之 行列 式 , 因为 矩阵 之 行列 式 
等 于 它 的 所 有 特征 值 的 乘积 , 故 众 定理 11[ 即 有 
[| = TI ON he ), 


这 里 A hp *"""y A 是 和 从 1 hay A 中 任 取 天 个 的 一 组 ， 
而 J1 表 款 这 样 一 些 组 的 乘积 ， 朵 之 在 乘积 [[ 中 但 个 出现 


一 工 
的 回 数 相 周 ,都 是 【 ”1 ) 次 , 故 
AD | = hyd,) GD) 4 GD 
即 又 证 得 , 
定理 8 设 骨 为 由 级 矩阵 ， 则 | 400| 一 | 人 | 全 2 


练习 四 十 一 
1，。 证 明 : 
DL 1 
iiy [7 门人 一 《的 【人 的 3 人 有 全 六 7 
323. 若 刀 之 有 最 小 多 项 式 无 直 根 ,证 明 4 之 最 小 密 项 式 也 无 重 根 。 


1 1 0 
8. 设 a 0 1 中 求 do。 再 求 及 与 4 中 之 最 小 多 项 式 , 并 由 此 说 
0 0 0 


明 上 账 的 道 定理 是 否 成 立 ? 
对. 设 峡 是 正定 厄 米 特 矩 阵 ， 试 证 4to 也 是 正定 的 。 车 和 4 是 负 定 的 ， 则 
4 或 为 正定 或 为 负 定 , 完全 由 天 为 偶数 或 奇数 来 决定 。 


第 3 节 特征 值 的 估计 
在 微分 方程 的 稳定 性 理论 中 ， 决 定 矩阵 之 特征 值 的 实 部 


6567。 


(或 虚 部 ?全 在 复 乎 面 的 左 半 部 或 右 半 凡 是 一 个 很 重要 的 间 
题 ， 这 里 , 对 夭 阵 之 特征 值 的 估计 作 一 个 简单 的 介绍 ， 为 斤 
述 简 便 ， 今 后 恒 用 符 导 羡 W) 与 工人 分 别 表示 复数 和 的 实 训 
与 虚 部 , 即 符 一 4 十 Di 5 是 实数 ), 则 
再 (向 一 TO 一 
关于 实 华 阵 之 特征 值 , 有 下 而 的 
定理 1 设 骨 一 (ae 是 鸭 级 实 谍 阵 ,并 全 


工 
MM= max 二 1 一 Ger| 
和 二 党 


车 关 是 人 骨 之 任 一 个 特征 值 , 册 
/nn—1) 
I <M Was 


并 1 
证 明 令 x-( : 为 4 对 应 于 X 的 一 全 特征 向 量 , 即 
人 4 下 一 和 于， 不 尖 一 般 性 ,可 限制 富 ' 守 -位 志 w 一 工 
胃 ' 慎 一 和 证 四 一 1 有一 (要 用 古 ) 一 总 下 四 -天 4 下 
故 和 A 一 入 一 26* 了 (%) 一 剧 必 入 一 碟 个 琉 
为 纯 虚 数 ， 和 但 


2i. 了 (和) 一 时 (4 一 4) 是 = 六 (4 一 4)Bw 
各 ,有 二 了 
一 | 2 (ra 一 Cr 20 十 > (Car 一 {rs) wi 
-六 (ee 一 oa) .到 (Ge 一 o 硬 ) 


中 各 项 (oo 一 oo) 本 (到 es 一 om 寞 是 印 襄 数 ， 故 取 绝 对 值 
即 得 
$s 过 避 启 于 


217GD < 阅 到 :Tas 一 oo| |B 
<M: DT Bw mrsl, (9) 


出 于 性 7 个 实数 Viy Vay "sy Wms 疏 有 
(二 
邑 


(ot (3) 
故 利用 (3), 从 {2) 式 就 得 知 
4T(0)?< M1,( > EF 
Mann Bim ml (9 
另 方面 , 因 


| Tris — mrt! = (re — Dr) (Roth, — Prt) 
= (Tm — Wry) Vrs — TriDs) 
= — (Xp — Da + Wi) 
=2|%|?* |w,|?— res — eee, 


帮 
天 | 1 2 3 DT 
各 ar 加 ra- 襄 二 让 
=—2°3 lol el? 210. Tle 
= 苇 去 时 六 到 上 且 一 二 
一 2 一 21#|?: 去 2， 
这 里 1 一 总 台 (因为 于 |z.|? 一 En; 一 1)， 因 之 ,从 ( 蕊 式 就 得 
到 了 
TA Mn(n Oo 1) 2, 10)*< Mean 


定理 1 证 完 ， 
450 。 


注意 ， 当 是 为 实 对 称 拓 阵 时 , 则 型 =0， 下 NA) 一 0， 即 
六 为 实数 ， 这 具 另 一 个 前 度 又 证 明了 实 对 称 定 阵 的 特征 值 郝 
基 实 数 . 

至 于 复生 阵 的 特征 值 , 则 有 下 面 的 

定理 2 设 各 = (wo) 是 nh 级 复 矩 阵 , 并 令 p 一 max |gre|， 
C DR 于 ar 十 |， 下 一 1 EE | . 则 问 之 篆 个 
特 芷 值 六 必 满 是 下 列 关系 式 ， 

| sp， 下 人 Sng, lO lns, 
证 明 不 论 C= te 为 侍 何 复 给 阵 , 若 令 |er] 志 x(7， 8 一 


1 2 则 , 则 当下 是 复 单位 向 量 ( 邯 立志 or 一 工 )bj， 就 有 


| 至 "下 | > CraTrts 


<x 3 lot le 


-人 le . 
哥 利 用 (8) 式 就 得 到 了 
' 芋 'C 玉 | ne | | 2 = yn, (DD) 
由 假设 知 确 有 一 个 复 单位 向 量 至 使 有 下 = 和 A 尺 ， 邦 义 一 
县 ' 有 4 夏 ， 因 之 利用 ( 辐 式 得 知 |%| 一 | 下 :4 王 | 二 pn， 
区 因 和 二 悍 ' 娘 ' 吾 ， 珊 
2. 忆 (AN) 一 A 十 二 宣 '( 四 十 A) 蕊 
2i* 了 (A) 一 入 一 和 二 天 人 人 一 世人 下， 
于 是 习 利 用 (5) 式 就 得 到 i 和 RG 和 | 所 gn 及 |I(A)| 志 mn， 证 完 ， 
注意 ; 当 如 是 厄 米 特 从 阵 时 ， Cys {gr, 贿 二 习 , 教 
十 是 0c=0， 有 如 (2) 二 0， 可 为 弛 虚数， 这 从 另 一 个 角度 又 
am 6D » 


i 


PET 1 ty 


证 得 我 们 过 去 所 熟知 的 结论 . 
关于 复 和 矩阵 的 特征 值 , 还 有 下面 的 ; 
定理 8 证 过 一 (ar 是 各 级 复 趣 阵 ， 
mr Dasl, (Fh=1, 2, 由， 
则 姓 之 每 个 特征 值 入 至 少 在 由 名 个 不 午 式 
[zs—axx| Spx 《下 一 2, 1, %) 
所 决定 的 名 个 圆 中 的 某 一 个 的 里 面 或 上 面 ， 


| 
证 明 sx-( : ) 六 对 应 于 的 4 之 任 一 个 壬 证 和 
Wn 
其 ， 则 并 是 一 入 是 ， 矿 
《大 一 Ge 各 一 Dl are, {T=1, 3， 本 1). (6) 


Eh 
今 今 | 中 | 一 Inux( | 及 上， | ze | ， "py lx | )， 则 wy 玫 0 故 从 (6) 式 
得 知 


本 了 
[六 一 gl * er | 了 之 tnt > [xs| | 号 | 
Hn 


= lw | 之 | Gr | 一 Pr| ex|， 
He 


因 之 ， | 一 Ge| py, 
证 完 ， 

推论 1 苦 名 级 起 隆 骨 一 (ar 由 之 主 对 角 线 上 每 个 元 素 的 
模 大 于 它 所 在 的 后 上 其 他 各 元 素 的 模 之 和 , 即 


[axx | > 之 | eps | (=1, 2， 机 1)， 


Ci a 
囊 和 是 满 秩 的 ,并且 每 个 特征 值 入 至 少 运 合 吕 个 不 等 式 
<。 461 。 


| err | < | er | (二 1]， 2, ” 忽 ) 

中 的 一 个 . 

证 明 这 时 ， py | | CF=1, 2， "yy %)， 玻 由 定理 3 肥 
知 丰 个 不 等 式 

[A — rx | < ge| 

中 至 少 有 一 个 成 立 , 即 证 得 了 推论 1 的 后 半 . 

既然 有 一 亡 合 1X 一 Bpx| 二 ,By1， 战 入 六 0 这 表示 了 遂 的 
特征 值 无 一 为 零 , 因而 用 是 洲 秩 的 ， 证 完 . 

推论 号 设 才 = (gs) 是 人 级 实 拒 阵 ， a> DD | ez， 
(8 一 1， 2，… 各， 则 允 之 每 特征 值 部 在 复 平 面 的 右 下部. 

这 只 要 证 明 每 特征 值 和 之 实 部 RG) 是 正 数 就 行 了 ， 今 
邻 和 二 9 二 如，4 一 五 以 )，5 二 TH)， 据 推论 1, 至 少 有 一 个 
使 


[A— a | arr, 
即 | Ce— grr) + Bi | < airs, 
故 (Ga— tr) + 0 < 
因而 at+ b?< O00,,, 


即 有 sarr>0. 但 rr 中 所 以 a= ROG) >0, 证 完 ， 


练习 四 十 二 
1 设 1 和 oe rr A 是 是 阵 痢 一 Cow) 之 个 特征 秆 ， 试 证 : 
Dans 
| oe (TG 2, 
9 汶 2001P< 名] 


Or 一 (ar | 
总 中 


i 畦 1TooDbs 畔 


= 462 。 


-一 


2 满足 定理 3 之 排 论 1 之 条 件 的 托 阵 站 不 仅 荐 满 秩 的 , 下 有 daet 杂 的 模 关 


dd -ins 了 但 所 一 | er| 一 之 | [ars|, {一 1， 2 wit | 从]} 。 
于 一 
朋 吧 是 


第 4 节 矩阵 的 极 分 解 


我 们 知道 ， 竹 一 个 非 零 的 复数 a 得 可 写 为 & 一 p* {cos8 十 
sim 肋 形 ， 式 中 (>0) 为 a 之 极 径 ( 或 叫做 模 ), 6 为 “之 晒 
角 ， 且 这 样 的 天 写法 是 唯一 的 ( 除 幅 角 相差 2r 的 一 个 倍数 
外 )， 这 就 是 所 谓 数 之 极 分 解 ， 注意 P>0 表明 p 可 视 为 一 级 
的 正定 矩阵 ， 而 so08 8 十 isin8 得 视 为 一 级 的 西 短 隆 、 极 分 解 
的 委 念 调 以 推广 到 矩阵 上 去 .说 具体 些 ,， 任 一 满 秩 矩阵 4 恒 
可 只 一 地 表 写 为 骨 一 豆 已 形 ,好 与 已 分 别 是 正定 厄 米 特 甜 阵 
与 斩 短 阵 。 为 此 , 先 叙 述 一 些 预 备 知识 ， 

引 理 1 设 站 .如 是 两 个 正定 毛 米 料 起 阵 ( 或 正定 实 对 次 
起 阵 ), 且 有 "一 "(Cm 是 正 整 数 ), 划 有 一 BB 

证 明 万 .如 的 特征 值 都 是 正 数 ， 故 令 且 之 wn 个 正 特征 
值 依从 小 到 大 的 次 序 来 排 而 为 为 所 hs 所 … 翅 和， 同样 如 之 
个 正 特 征 值 为 碳 志 jy 所 … 所 Lr， 由 于 4 之 特征 值 为 千 专 
二" 之 特征 什 为 1 了 所 7 孝 从 于 "= BB 
就 有 和 一 上 从 而 和 一 (一 1 2， …， nm), 

于 是 , 存在 适当 的 西 短 隆 加 厂 ,, 使 得 

AU=C, UBH=C, 


和 11) 性 
c-( 上 和 , 
心 和 人 


A 和 A i 生 办 ， 《可 为 单位 阵 ). 
四 加 ,hr 中 互 异 的 令 为 入 和 9，( 注 意 : 当世, 如 为 
中 生 四 3 


实 对 称 丑 , 可 选 如 及 0 都 是 实 址 交 的 ,) 
由 过 一 ITC B= UCU7', 得 

UO -i A*— BB"— UVC"), 

故 Fri-Cn 一 m Ud, 
OE PE 
即 与 c-{ , ) 祖 飞 可 交换 , 故 从 
i Dt 

CA mp (ADIm(GET 时 ) 就 知道 


DD 0 
re 
0 1, 
形 之 矩阵 ， DD 与 有 中 出 级 , 因 斋 当然 也 必 有 
Ui oC.070, 
即 有 LO 有 = 嫩 , 证 完 . 
引 理 有 设 过 为 正常 反 米 特 拭 阵 ( 或 正定 实 对 称 姬 人 阵 )， 
则 有 唯一 个 正定 后 米 竺 拒 降 (或 正定 实 对 称 奶 阵 ) 亚 ， 使 
下 "一 生 (m 为 正 整 数 ). 
证 明 有 西 秆 了 泗 杂 使 
U-iAU= diag {MM, , hv}, hi>0, 
并 令 至 Udiag {和 :如 则 
"diag {fh -7, Mp El, 
U1E"0 = diag {hs 7, hn} = -1AD, 
大 入" 一 4 又 下 显然 是 正定 厄 米 特 给 阵 ( 当 有 4 为 正定 实 对 
称 和 矩阵 时 , 可 选 !: 为 实 直 交 和 矩阵, 因而 下 为 正定 实 对 称 的 )， 
到 于 天 之 唯一 性 , 由 引 还 工 即 得 ， 证 完 . 
引 理 号 厄 坟 煌 算 阵 本 为 正定 或 半 正 定 的 充 要 条件 是 
有 一 满 容 埠 阵 或 降 秩 超 阵 凡 使 机 =.44C 或 H=A4') 
» 404 。 


证 明 ” 先 证 充分 件 ， 令 


家 工 27 
二 nm Yn 


并 令 于 一 自卫 则 

二 'HR- A'AR- FY. C7) 
然 当 在 为 浇 秩 时 ， 于 二 0 是 在 和 且 仅 在 上 演 =0 时， 故 由 如 ) 部 部 
及 交合 恒 使 三 ' 王 脏 二 0, 因而 耳 为 正定 的 .得 在 和 4 为 降 秩 时 ， 
有 基 脏 关 0 却 使 了 一 0, 因 之 捐 ( 门 式 有 某 卫 0 使 及 ' 开 =0 
而 一 般 什 有 在 :五 下 >0, 说 明了 百 为 半 正 定 的 . 

再 证 必要 性 ， 圣 设 在 为 正定 的 , 则 有 满 秩 阵 信 全 
Q'HOQO—E=diag{l, -…, 1}, 
破 H- 0Q) QQ: A'A(A-@ DN, 
再 设 豆 是 半 正 定 的 , 于 是 有 满 秩 矩 阵 他 = (gy) 使 
HQ' :diag{l, :, ID 1 人 和， 7<n, 
一 一 一 一 


因 之 ， 
Gaa “7 dri rr, 机 Bi 


* 50 


入 中 由 生 时 时 四 


rl rn 

对 一 
但 Oe 0 
Oe 人 


最为 降 特 的 ， 证 完 . 
推论 ” 实 对 称 埠 阵 访 为 正定 或 半 正 定 的 充 要 条 和 件 是 有 
实 浇 黎 碟 实 降 秩 埠 降 人 使 启 =44( 或 一 dd). 
现在 可 以 解决 矩阵 之 极 分 解 问题 , 即 ， 
定理 1 《和 纯 阵 的 极 分 解 )， 任何 浦 牧 超 阵 起 必 可 表 为 
i) 好 一 再 末 , 理 是 正定 捷 来 特 的 , 末 是 商 拭 阵 ; 
或 形 
ii 有 允 = HH, 且 , 是 正定 厄 米 特 的 ， WV 是 西 起 阵 ; 
和 县 门 或 i 访 之 表示 法 都 是 唯一 的 ; 又 ,站 与 这 中 的 本 一 正 ， 

证 明 由 引 理 3 知 下 .A' 有 4 嘎 正 定 的 , 故 由 引伸 2 知 有 有 
正定 尼 米 特 和 矩阵 了 H,, 使 44 = 下 =H3; 再 令 En = .485 则 
Di (HIY AAHT'- (H.-HIH? 

-HiHIH7-E, 
说 明了 下 为 西 矩 阵 , 故 全 = 本 瑟 ， 基 证 明了 i}. 
. 同 理 , 根据 引 理 3 ,44 是 正定 的 ; 极 据 引 理 3, 又 有 正定 
的 再 使 得 丰 4' 一 甩 ?， 再 令 U=H-14, 则 
D'U=~A'(B)-HiA— A'H-?A- A'(AAN-1.A 
= A'. (AN-1.A-1A-.E, 
表示 了 已 是 酉 矩阵 , 故 如- HU, 即 证 明了 了 
又, 蕊 有 -HU HH 为 正 息 厄 米 特 的 ， en 为 西点 
阵 ), 则 互 o= 丽 世 E HV 了 一 性 56: 为 西 眠 阵 , 于 是 有 
* 466，。 


Hi HH -HVYF'H'- 再 FT 再 = HEH- HH, 


由 引 理 有 王 = 于 , 因 之 6=U， 即 证 明了 让 之 表示 的 只 
一 性 . 同 理 可 知 过 之 者 示 的 唯一 必 ， 


最 后 ,从 让 有 A HU= UUHU- UH H- UHU 


为 正定 的 ， 交 由 i) 之 唯 一 性 ， 三 到 民 一 (La 一 UHiN, 证 
理工 证 完 . 


癌 样 ， 丸 有 . 
定理 党 任何 实 满 秩 算 阵 对 恒 可 唯一 地 表 写 为 昌 一 后 于 


( 岛 为 正定 实 对 称 ， 舍 为 实 直 交 起 阵 )， 又 可 唯一 地 表 写 为 
并 一 了 (TD 为 洋 直 交 , 六 为 正定 实 对 称 拭 阵 ) 且 和 = 人 


证 明 留 给 读者 当 练 刁 题 . 
关于 降 秩 矩阵 之 极 分 解 又 怎样 呢 ? 
今 设 并 是 降 秩 (wn 级 ) 的 ， 于 是 ， 由 引 理 83， 而 ' 为 半 正 


定 ， 故 有 半 正 定 的 吾 使 A4'-H?( 与 引 理 2 之 证 法 完全 一 
样 , 且 吾 还 是 唯一 的 )， 由 于 有 西 矩 阵 信使 


VH Y= diagt{p, "Dr; 0, 2 0}, Pi>0 县 了 < 


Et ln 


则 


Cni 本 电 血 | 


> C11 2, Ou si 之 Cdns . 
CaiCit > Coit gs “ CatCn 


bp Bonita: Wi F ct 


Cl 13 Cn C1 Cn "nl 
a | 1 Cas +* Con Cg Caa :Ens 
Cnl ng Ye Cun Cn Cn nn 


dT ， 


=(VAP) .TAP ~ VAA'V-1- VH V1 
一 《下 开关 Ddiagt{p’, “s Pr， 0，…， 0}, 


放 全 orgu 一 名 (+=1, + 人 ， 
立 cex 一 0 (8 一 站 十 ]，…'， WY， 


产 CAC 一 0 (A 内) . 


出 crc- 0 《8 一 人 二 于， ,1%) 
得 每 C—O {s 一 个 十 1， ys 和 和 
再 令 CA pr = Ais (t=1， 本 二]， 四 n)， 
就 得 到 


diag {pr7, "ey pr 1, …-， 1}， VAP™ 
Ca Cs ii di 


0 0 .., 0 
其 中 前 ”个 行 满足 关系 式 


> (t=1, "+*, rr 


太 d=0 (A, = ”有 是 入 


闵 而 , 以 这 他 个 行为 一 丁 和 矩阵 本 = (oo 人 的 前 了 个 行 作 首 矩阵 
附 《 这 样 的 瑟 当 然 不 是 唯一 的 ), 且 由 于 
~ 468 。 


VAV ~ diag Ap1, "pr; 1, 机 i} " 


—diag{p1, "yy Pr, 0, Ss 中 


di1 ia "din 
ch ra i tpn 

虽 
如 外 
20n1 Li sie TO 


diapg{pr, pm pr 0 7 OF WW = FHTVYTIW, 

又 有 有 = 二 ,WF HUCU= 六 1! 玉 玉 为 丁 炬 阵 ). 

从 及 =HU=UV:U-1HU=V- 惠 ,HU-LHU 上 蕊 是 半 
正定 的 ， 这 就 证 明了 降 秩 夭 阵 站 恒 可 下 为 

= HU 或 A=, 

但 于 与 于 都 是 半 正 定 捷 米 特 代 阵 ， U 与 0 都 是 西 矩 阵 . 

又 ,车 妇 4 一 HU HoU。 (CH 与 Ho 篆 为 半 正 定 的 厄 米 特 
和 矩阵， 与 Po 都 站 酉 矩阵 ), 则 如 ,=HR(CR UUs 为首 由 
阵 ), 放 H3 一 有 百 ,HRR'H' -及 了 1' Hs 再 与 证 引 开 1 
完全 一 样 的 方法 , 可 知 Ho。 一， 这 说 明了 分 解 4=HU 中 五 
是 唯一 确定 的 ,而 U 则 不 然 . 

故 得 知 有 : 

定理 任何 降 秩 拒 阵 六 和 恒 可 表 写 为 组 一 可 相形 ， 或 可 
表 写 为 二 = 机: 形 { 再 与 可 ,是 半 正 定 的 ， 下 与 科 为 本 起 
阵 ), 且 奸 与 天 次 唯 一 坊 定 ,但 如 与 i 则 不 类 


#3 


对 实 和 矩阵 , 又 有 有， 

定理 笃 性 何 降 特 实 起 阵 时 恒 可 表 写 为 总 T 形 总 
姓 一 夺 忆 | 形 ,， 访 与 访 都 是 半 正 定 实 对 称 答 阵 , 而 了 与 了 者 
是 实 直 交 起 降 ，、 且 六 与 筷 ; 都 唯一 确定 , 而 守 与 于 则 不 执 . 

册 拖 话 之 极 分 解 ， 可 看 出 正定 ( 半 正 定 ) 厄 米 特 定 阵 与 画 
罕 阵 在 和 拖 活 中 的 地 位 因此, 下 面 再 对 正定 厄 米 特 和 矩阵 与 盏 
矩 许 自身 的 属性 作 进一步 的 探索 (当然 , 厄 米 特 上 矩阵 与 西 生 阵 
的 一 些 基 本 性 质 , 已 在 第 六 .、 七 .从 章 里 陆续 好 叙述 过 了 ). 

在 下 面 的 讨论 中 ， 我 们 要 用 到 Hilder 不 等 式 ， 设 aa， 
Way 组 修正 数 ， 列 有 : 

Coa "+ Ba: EB.)*" 
< {ot Bi) (oo Be) Cant BY", 

县 等 号 “一 当 向 一 wii 人 一 1，……， Mm) 时 成 主 . 

证 明 用 数学 归纳 法 来 证 明 . mn 一 1 时 显然 成 立 ， 再 设 
刘 二 2， 来 证 明 ， 


(oars) # (B183) 二 < {to Bi) (a +Ba)}s, 
上 式 左 , 右 两 端 平 方 , 得 


人 ES 十 3 十 2(qaasB182)s< (ou + Br) os + £9), 
即 2fonasBGG2) dg,8, 十 oa ， 
国之 - [082) 3— (esB1) > 
而 这 是 显然 正确 的 , 说明 n=2 时 Hilqer 不 等 式 也 成 立 ; 且 等 
导 当 县 仅 当 sd 有 3 一 2 邵 B= ra = 1, 2) 时 成 六 . 再 设 
时 成 立 , 面 利用 这 归纳 假定 , 就 有 
{(o 二 BC 二 ED (st Bo) (oO 


机 


一 《oa 十 《es 十 于 "lo (Gt Bnt1) mT 
* 7D» 


> LCasen) $+ BiB BT TT, (mas Ba ) THT 
{Tocae0n) + (BsBaeeB) "YH Cant + Bnt) HF 
> (00+ BaBa ee Bo) THT (oma t Bats) TT 

~ {Cau0a ras + B12 Br) (ons + Bass)} TT 

= {[ (easee0, + BiBo .Ba) (ants + Bess) ] 2} mtr 

> {6g eon) + (Bs Boar BoBnss) } TT 

>{[ (e000 rs) + (B12 Bsns) 1 } HT 


> {mae Geo 十 有 13 .BT 
好 证 明了 不 党 起 在 部 时 成 立 的 归纳 候 定 下 在 m%+iIL 时 志 必 成 
立 . 义 , 明 显 地 可 知 不 等 式 中 “等 导 " 当 房 =xa 时 成 立 ， 
下 面 研 究 正定 厄 米 特 和 矩阵 , 为 此 , 先 证 ， 
引 理 条 设 丰 、 柜 为 尼 未 特 矩 阵 , 且 正 为 正定 的 , 则 育 在 
行列 式 等 于 二 的 拭 阵 各 ,使 得 


六 1 Hi1 
PaP-( 本 ) 及 Papp-( . ) 
AA Hn 


( 因 之 为 此 为 实数 ，j 尝 为 正 数 )， 
证 明 据 第 八 章 第 4 节 的 定理 ， 知 有 一 满 著 窜 阵 忆 售 
可 "4Q 为 对 角 阵 , 且 三 吾 Q = 再 ”再 令 
二 一 《Ladet 全 )” 人 全 为 得 之 级 数 )， 


则 显 有 det P=| 了 二 可 ) -det =1, 


且 必 "4P 是 对 角 阵 , 及 
吉 站 Ta 


一 A 
Par-( 4 ) 
As 


实际 上 , 也 ' 坟 P-cB 为 纯 量 上 种 阵 (e>0) ， 
现在 就 米 解 决 关于 正定 厄 米 特 矩 阵 的 -一 些 重 要 结果 ， 基 
有 下 列 定理 ， 
定理 5 设 凡 办 为 加 级 正定 顾 米 特 拒 阵 , 则 
IAlW"+t IBli"< A+BI!", 
且 竺 号 在 如 一 wx 和 时 成 立 . 
证 明 ”由 引 理 4, 知 有 满 秩 汗 阵 号, 使 得 


上 全 
Pl 十. Far-( ) 


0 a 


Bt 0 
Ppp-( ., ) 
0 局 。 
这 时 a 与 记 都 是 正 数 ， 由 是 就 丰 
[4 = Hi "ny | 起 | 一 所 :Ga pp 
[IA+tB|=1PA+DP =I!P'AP+P'BP 
= (0 A) Cs Ba) Co Br), 
于 是 据 Halder 不 等 式 , 即 证 得 定理 5. 
定理 6 设 妥 . 妞 为 nn 级 正定 万 米 特 起 人 阵 (n>1Y， 则 
[4l+|B|<|A+B|. 
证 明 ”由 定理 杞 知 | 是 jp* 十 | 好 [ms 全 十 如 [ye 由 于 
| 有 44 及 | 如 | 都 是 正 数 , 故 将 上 式 两 端 w 乘 宕 后 , 即 得 
141+|BI<|A+B|. 
定理 了 设 凡 加 为 王 个 正定 【 同 组) 厄 米 特 埠 阵 ,a 为 正 
a 避让 


2 


实数 ,过 合 0<a<T 则 
laA4 (i-0B'>|A"1B|:, 
且 等 号 仅 人 限于 站 = 如 时 才 成 主 . 
证 明 ”注意 a 与 筷 一 自如 也 部 起 正定 厄 米 特 人 第 阵 ， 于 
是 利用 定理 5 中 瑟 之 存在 性 , 就 有 
lad+(ti—m B= |P'(A+ (~ BP 
=1femt (1—) 6]; 
另 方面 ,又 有 |4|*1B|l:"- 让 tet. 
然 con 十 在 一 的 有 时 Bi 且 等 号 仅 在 局 一 上 时 成 立 ， 定 理 
7 获 证 . 
定理 名 设 4 由， …p， 如 是 下 小 加 组 正定 局 米 特 拭 
阵 , 则 有 
pe: a Pe .td 
且 辩 号 仅 在 总 , 者 为 某 炬 阵 如 之 司 式 时 成 立 ， 
证 明 用 数学 归纳 法 来 证 .=2 时， 由 定理 $5 即 知 其 正 
确 性 ， 今 设 汪 3， 并 归纳 地 假定 对 不 超过 上 一 + 个 结 阵 时 定 


t+ 这 实质 上 是 算术 平均 与 几何 平均 之 关系 。 一 般 , 若 多 与 为 正 数 , 则 
(pr a (PTD rn) Mt, 


了 i 
证 明 训令 pro A 则 [ pio 1 一 A 且 0<A<I， 因 而 疝 题 变 成 下 


3 一 yy 再 两 映 除 以 ,并 令 t 卫 ,其 有 MT (一 庆 
> 所 着 sy, 则 将 上 式 两 清除 以 ,并 邻 区- 世 ,而 令 pm 了 , 因 之 
了 一 1 一 就 变 成 了 研 十 工 一 办 空 t 认 , tl1， 臣 之 ;我们 的 问题 就 变 成 灰 
证 明 : 车 Daeil, tr1, 则 蚂 有 

对 十 人 一 入 党 宙 ， 
如 令 7 的 一 计 十 代 一 妈 一 帮 则 六 的 一 一 2 和 一- 二 >0, 故 ZG) 


妆 $1 时 为 + 的 增 函 数 ; 但 AU) 一 0 故 t 工 时 和 有 7 坟 芝 太一 人 征 毕 ， 


*# 和 


理 $8 是 成 立 的 , 于 是 因 4 十 4 十 … 十 征 - 亦 为 正定 的 , 故 由 
定理 6 及 由 结 法 的 假定 , 得 知 
[4 十 … 十 人 十 各 3 
全 | 起 十 … 十 | 十 | Aej1* 
:ee 
其 中 等 号 限 在 4 一 4 二 … 十 1， 及 =oB(Gi=1,，…, 
一 孔 时 成 立 , 因 市 态 ==c. 昌 Gi 一 1,…, 一 1, 机。 证 完 . 


定理 8 设 村 == (ep) 为 正定 龙 求 特 拒 阵 { 人 了 一 工 0) ， 
二 一 1， 则 
i rtl,rtti rii,n 
: 二 闻 | 好 | 
全 ri rr | EE, 长 中 工 ns 
证 明 令 
了 。 f 心 
P- ” ， 
一 下 有 -了 中 
“一 1 
则 瑟 =P= 户 ', 故 
| se ir rr "in 
apa 4 cr 一 和 rt 一 


为 正定 的 , 且 有 |1B8|=|A|. 
» 474 。 


本 中 四 — tlr 


"nr 


Cn, r+ 


于 是 , 若 令 


Cr 下 tr 上 1 *" 


Hi lr rilrtl "rriin 


== 


Hrl Hr 
则 显 有 [4 十 召 | =2"-4， 雪 而 
14 十 五 te 一 2 


r+ "nn 


由 定理 5 及 有 
A+BIi"> | Aj B 21), 
六 玉宇 | 及 | 因 之 4 4. 证 完 . 
定理 10 设 成 = (5) 与 如 一 (8w) 为 王 个 吕 组 正定 尼 米 
并 算 阵 ， 刚 盟 < 召 = (asp 人 亦 为 正定 厄 米 特 趣 阵 . 且 当 甫 .天 
中 有 一 为 半 正 定时 ,网 o 召 亦 为 下 正定 的 。 并 当 退 与 严 都 是 
正定 时 又 有 
| 人 = 如 | bb BB |B)). 
证 明 内 至 正定 ,由 引 理 3 有 五 = 王 Q, Q@= (ge 是 满 
秩 的 ， 于 是 
by — DG gn. 
再 令 
Vl 3 i 
-| | | 2), 
wo ye Gus 


于 是 当 三 站 时 , 闻 !,， 了 2, …， 症 , 中 至 少 有 一 个 不 为 洁 ( 因 若 
不 热 , 扼 五 = 五 =… 一 卫 ,=0, 则 当然 有 


Po (= 1, 四 9)， 
如 @@ 王 =0， 故 由 人 对 之 满 秩 性 得 二- 产生 了 矛盾 ).。 因 之 ， 
当 及 #0 时 ， 


和 二 


F(A-B)E = SC opie SD ol S Gugu)ze 
tr1=1 +=1 


一 Y 和 > Gt jt 让 ~ > (> qu yy 
KE=1 了 二 二 4 一 工 


一 S 到 4 了 0 
Kl 


这 就 证 明了 44- 吾 是 正定 汐 . 
站 果 加 (5 例如) 为 半 正 定 ， 则 上 面 的 妇 是 降 秩 的 ， 故 虽 
下 站 而 但 是 =0 之 可 能 性 中 有 的 , 亦 即 了 了, -…， 于 ,都 有 可 
能 为 零 疝 量 , 因 之 当 于 类 0 时 , 可 能 是 
TR' (AB)F— > FAY,~0 


这 说 明了 好 "下 是 平 正定 的 . 

于 是 , 剩 下 只 需 解决 [|B | 宇 BnDaar'*bun| 村 | . 

现 用 数学 归纳 法 来 证 ， 当 n=1 时 蚌 显 然 的 , 今 假定 对 
一 了 级 算 隆 时 上 不 等 式 成 立 。 于 是 , 令 C=AcB= (ey), 0 = 
ayby, 则 cu 在 C= 有 oc 如 内 的 代数 余子 式 为 


taa Ca "” Eon 


ee 必 Ey = 
Oun=d 《CC 起 2 ") 一 3 3 3 


信守 on 本 Onrn 
放出 归纳 的 假设 有 Cit 主 022…BbnAdn, 其 中 A 一 2 CA 


再 令 
G4 一 | 奏 | /看 1 TI fin 


4 -一 个 321 aa on 


Eni ng i Le 
名 | 4o| 一 0, det(Ayt 站 全 汪 0C7 宇 2)， 攻 相 汶 半 正定 的 大 
米 特 答 阵 ， 因 面 4o* 恕 是 半 正 定 的 ， 随 之 有 !.4o 呈 | =0， 即 
9 70 * 


4- 吾 | 一 名 Da 一心， 故 


[4 如 | = -| 各. bu Cu 3 [A * D11B2a'* :bnndd11 
11 11 


— PDDbae' brn A, 

定理 10 证 完 ， 

推论 及 与 如 部 为 正定 或 有 一 为 半 正 定时 , 则 | 翁 o 召 ] 
产 1 有 441|Bl. 

证 明 当 著 . 召 中 有 一 是 半 正 定时 ， 上 不 等 式 之 左 在 两 
站 都 是 零 , 显然 成 立 ， 故 只 需 考虑 息 、 吾 都 是 正定 的 情形 . 

由 定理 10, | 是 = 瑟 | 演 Daaizas pg 全 |; 但 由 吾 之 正定 竹 ， 
利用 定理 外 到了 一 1)， 就 得 到 

dos +: bon 
| 如 | bhi: : : 


中 - 


Buy Dn 
再 反复 利用 定理 9( 总 是 到 7? 一 1), 就 可 知 
bay + ban baa Ban 
BI<b | : : : 
Dna Bo 
PET ET, 
于 是 ， | B| p16 Db,,* | 二 | 实 如 | * 4， 证 完 . 
在 证 推论 工 的 过 程 中 , 还 证 明了 : 
推论 2 车 且 一 (aw) 为 正定 毛 米 特 算 阵 ， 则 必 有 144| 去 
S11 Nm。 


定理 11 证 Pm1, Ty wm) 二 各 'A 百 莹 正定 万 米 特 齐 趟 ， 


< biibaa 


buns ~ Don 


站 1 到 = 
且 时 任 x-( : ja ye (一 玉 ' 昼 )， 则 
人 


必 | 是 | 失 1， 一 般若 中 (op， 细 ) 一 下 ' 加 在 也 是 正定 厄 米 特 
和 


弃 式 ， 且 恒 有 (2 0) 写作 1 

证 明 设 骨 之 m 个 特征 值 为 如 ，x，…，)， 则 14 一 
2， 但 对 任 一 特征 值 x， 取 相 应 的 任 一 特征 向 晶 训 后 ， 
就 有 

PAC 

故 再 据 题 设 wp(e，…，m) 就 有 和 至 ' 下 二 重 ' 下 ， 因 币 就 必 有 
41 于 是 | 是 | 一 和 2 

一 般 , 据 引 理 4 知 有 满 秘 变换 下 =F, 使 |Pl=1 且 


PRL pn 一 站 ' 肝 下 一 PP'APY- > hw 
及 Web ,oo) = RB BE- YP'BPY- Sy 
即 P'AP-—diag{M, hs, *, Mn}, 


re 


PBP= diagpgt{w, Hzs "**) Lon}, 
A 与 jw 都 基 库 数 ， 帮 特 联 


V0 
而 取 %=IL 之 了 ,这样 所 得 的 
=- PY0, 


因 之 对 这 样 的 及, 据 题 设 应 有 
PR Wn) = = pa 
这 说 明了 必 是 为 专 jm。 帮 
|44| AMAA ee tn— | Bl. 

定理 11 证 完 . 

关于 大 和 矩阵 , 志 有 一 些 结 果 是 很 有 意义 的 . 

首先 , 才 及 = (tam) 为 丁 窍 阵 ， 则 Get 有 4 之 模 为 1， 4 当然 
是 满 秩 的 .但 西 矩 阵 骨 又 具 下 述 性 质 ; 
- 478 + 


r Qi * Fen 十 was 有 Cia 十 =" 二 Gn: Ean = 0, 


关中 呈 昨 自由 只 业 四 击 导 站 业 间 四 着 二 四 下 由 由 因 中 时 省 呈 业 呈 基 关 呈 有 基因 由 站 才 生 如 中 叶 中 中 四 遇 


i 11” hau 十 i ke 二 一: 二 而 ni 了 0, 
Cat A Gio Be + ~ + tin Fim — k, 
t+ 1 1* Edi + Em bi i kaa 一 0, 


和 


Hint “Rail 十 好 as Karia 十 … 十 Co En 一 0, 


心 
tan 0 
即 A 和 |=-| | 一 ( 第 纪行 ) 
kam) |0 
0 
=B,, 


ai 
式 中 六 二 det 起 ， 这 说 明了 方程 有 及 = 加， | : ) 但 显 
A kin 
然 4 是 一 囊 有 解 | “| ， 故 由 于 det 4x0 俐 锯 克 莱 姆 定理 
之 解 的 唯一 性 , 就 有 
hay— Ay (été, j=1, 2, .+, n). 
特别 地 , 当 所 为 实 直 交 时 ,一 土 1， ay 一 ah 于 是 证 明了 . 
定理 贡 琴 答 阵 和 一 (Gy) 中 每 元 4 的 代数 侠 子 式 A 总 
是 生子 辣 列 式 14 磁 以 加 之 共 亏 G4。 特别 ， 实 直 交 卸 阵 媚 
祥 每 元 之 代数 余子 式 或 恒 莘 子 访 元 或 恒 等 于 该 元 之 反 号 ， 全 
由 忒 为 正常 或 非 正常 的 来 决定 ， 
一 般 ， 老 不 仅 限于 廿 矩阵 (ww 级) 之 每 元 ay 而 考 虞 
+* 79 。 


凡 = (os) 之 任 一 个 余子 式 (? 级 )， 又 怎样 呢 ? 根据 第 2 节 ， 以 
有 4 之 一 团 7 级 子 式 为 元 素 作 女 之 第 7 次 的 复合 矩阵 人 4"， 则 


Am 是 ( ] 级 的 抵 阵 各 令 人 ={” ) 则 


A = al tag ** Cut 


C11 Gta Ct 
每 oy 是 和 站 的 某 个 7 级 的 子 式 ， 由 复合 矩阵 之 定义 可 知 态 们 
之 每 行 中 + 个 元 素 都 是 从 和 4 的 某 " 个 行 中 所 下 的 t= ( . js 
作 级 子 式 ， 人 记 如 令 Cily Cs rs Ot 是 俯 碟 的 第 1、 a Tr 
(人世 轨 二 去 评 ) 行 所 作 的 二 个 人 级 子 式 ， 而 令 m 在 入 中 的 
代数 余子 式 为 型 if 因而 是 过 中 m 一 ?7 银子 式 磁 以 (一 1) 的 基 
笑 )， 由 拉 普 拉 斯 定理 (在 列 式 展开 ) 得 
cd t sg 二 二 Mr =—0, 


四 


uM on at "eM bh, 


as Mo enMa 一 全 ， 


但 关 一 detdo= | 41420， 另 方面 , 入 为 本 所 阵 也 保证 了 4 
是 西 和 矩阵 (第 二 节 的 定理 9)， 故 


O11° Eta t C19° bes 十 Cat 一 站， 


C11" Ec oi, FE kc.n 二 人 ker 一 0 
Ga" Fog + om* Kris 二 Cer ko = E, 
Cul 1 RCH O04, 2 Os ipt Ets = 0, 


tom" hon Crm Beg ton kc = 0. 
* dD » 


0 


0 


说 明了 4A". 于 -一 | 上 | 一 (第 5 行 ) 
0 
oj 
Be ii 
有 解 bea | 与 | Me) 
he, Me 
故人 从 dof 态 中 0 而 据 克 莱 姆 定理 就 有 


hey= Mi (¢, j=—1, 2, "…, +1), 
特别 地 ， 当 丰 为 实 直 交 时 ，44 亦 实 直 交 ， 矿 det 和 中 = 
土工 ， 且 ey= oy. 于 是 又 证 得 了 
定理 19 n% 级 百 起 阵 是 一 (auw) 中 每 ?级 子 式 村 的 代数 
余 予 式 入 等 于 | 扩 | 信 了 来 以 于 之 共 纯 数 酌 ， 特别, 实 直 交 
乱 阵 丰 之 每 子 式 或 恒 与 其 代数 余子 式 相 等 或 恒 与 其 代数 余 
子 式 反 号 ， 


第 5 节 全 和 矩阵 环 的 基 


我 们 知道 ， 设 Cw 表示 第 了 行 第 ， 列 相交 处 的 元 素 为 耳 
其 余 元 素 都 为 0 的 ?级 和 定 阵 ， 那 末 叫 个 矩阵 《of f=1, 
3 "yy ) 具 有 性 质 ， 
人 Cu, 当 了 一 大 HH; 
Ce lo 当 了 二 时 . 
* AAPL » 


现在 提出 这 样 一 个 问题 ， 如 果 有 二 个 % 级 夭 阵 二 ;(% 
7 一 工 3，…， 钊 也 具有 类 似 于 (洒洒 具有 之 性 质 : 
Ry, 当 j= 全 ; 
FuFa~{ og 当 了 六 大 时 ， 
那 末 嘻 个 天 和 时 个 Lo 的 关系 嵌 样 呢 
首先 , 若 有 某 局: 二 如， 则 对 任 记 了 应 有 
B= 二 
这 说 明了 关 个 Fy 中 车 有 一 个 为 堆 矩 隆 ， 则 ww? 个 Fy 都 是 夫 
滤 隆 ， 因 而 , 今后 可 假定 每 Fy* 吕 . 
今 考 虑 1n 维 向 量 空间 多， 取 其 一 组 基底 e662 各, 


并 令 2 表示 对 应 于 这 组 基底 之 矩阵 为 Bi 的 出。 之 线性 变 
换 , 即 


好 1 民 3 


OF Gj=1, 2, ,mn). 
e， e。 

碎 到 关 全 及 b= 知 Fi 为 宰 等 从 阵 , 故 特征 什 有 
1 及 0，X(% 一 1) 为 零 化 多 项 式 又 说 明了 所 ;之 最 小 多 项 式 无 
重 祖 , 因而 所 1~diag{1,…, I，0,…,}, 县 至 少 有 一 个 二 出 
现 ! 否 则 将 导致 到 ,~0, 显 非 所 许 )， 局 时 也 至 少 有 一 个 有 出 
现 ( 和 否则 有 Fu=E, 随 市 O=— FF = FB — Fo, 也 不 部 
许 )、 这样, 可取 和 ,的 某 适 当 基 底 ， 使 Fi 对 这 组 基底 之 矩 
峰 即 为 这 对 角 阵 diag 位 ， …， 二 0 …， 从， 故 若 令 此 基底 的 
第 一 个 岗 量 为 廊 , 则 当然 有 所 #0 下 态 .7 一 户 . 

同 理 ， 考虑 as, "ys By 就 会 分 别 有 向 量 fs, "*s ff 使 


?JFu— Py 


1 这 个 问题 由 我 校 江 数 研究 生理 的 同志 们 共 问 讨论 衣 决 的 ， 他 们 解决 得 很 
好 , 今 摘 录 于 下 ， 


“8 


fF 4 一 无 且 天 头目 全 一 了， 有) ， 

这 就 找 出 了 器, 的 n 个 非 零 的 向 量 无 , fz, …, fn， 下 面 
来 证 明 无 ， fs, 了 是 线性 无 关 的 ; 因 知 万 , 万，……， I 线 
性 相关 , 则 有 一 《例如 万) 可 写 为 fs,…', fi 之 线性 组 合 , 如 


fi Dh 
于 是 
六 一 (8) 
但 注意 到 ?2 时 ， 记 iy 琴 一 0, 放 Fy 全 亲 , 之 每 向 量 都 变 
为 零 向 量 , 内 而 有 万 Y 2 一 (GZ 一 万 (9 HG 有 =0 ， 因 市 
再 诡 (3) 式 得 所 =D0， 这 就 和 毛 关 0 矛盾. 
fi fs, 本 I 既 线 柱 无关 ， 说 明了 i， Ff;, 四 I 可 为 
Ji 之 一 组 基底 . 且 由 上 面 一 段 之 证 明 , 得 知 
fF i =f frF n=0 ( 当 了 时 )， (9) 
这 表明 对 于 基底 万 , 天 ,…, 乒 , 线性 变换 Fh 所 对 应 之 祭 
阵 为 Cn， 显然 , 不 论 石 , 和 …, 是 任何 nm 个 非 零 的 数 ， 
则 二， fo 为 之 一 组 基底 ， 目 (fu= 
(if 及 (而 万 )7 5 一 0( 当 ji 时 ) 又 说 明了 线性 变换 .F5 所 
对 应 之 矩阵 (关于 基底 五 无 ， 如 fo，…, 刀 f) 仍 为 Ca 
再 来 讨论 线性 变换 5( 当 4) 时) 对 基底 所 ,万 , …, 了 
的 作用 ， 显 热 , 当主 3t 时 有 
frF y= f(T wy) = (fr FT =F y= 0, C10) 
但 若 令 fr 就 有 


PISATII DIO TI DOP Ty 
~ PCF) = MF GD 
瑟 必 信也 避 ( 否 刚 ， 了 束 有 .3 使 户 ， fs, “ 了 表 变 为 霍 ， 有 愉 而 
和 过 全 下 站 


2 5 一 她 显 非 所 许 ). 
合并 (9)，(10)，(11) 三 个 式 子 , 可 概括 写成 
fF =myfs mys0 } 
fr = 《站 上 区 肘 )， 
式 中 $j 了 一 1 2 …, %， 而 与 7 相等 与 否 是 元 关 的 ， 且 有 
m= 二 二 ， 于 是 有 
a hk =—fi CF i jp) 一 (fF Tm 
= mofT ax— mmf EK; 


(12) 


不 得 不 有 
TE Mnvik, 
且 特 有 | (13) 
mms = ma = ], 
因而 矩 姓 
WI Mg Mi 
MM TA bas bis Winn 
Ta jt ”nn 
中 任 一 个 二 级 子 式 ( 利 用 (13) 式 ) 为 
Th a 
二 一 A 
Th ET 


Th Dn = Mpa — Pugrg = 0, 
说 明了 用 的 秩 等 于 1 故 必 有 二 组 伞 非 零 的 %w 个 数 二 ee ……， 
on 下 pg 5, 使 nw 一 6， 于 是 == m6 表示 着 
d= i. 

再 令 久 一 下 扩 ， 故 将 页 看 作 上 述 的 名 则 nn 个 向 量 1, 
六， 构 矶 Ji 之 一 基底 ; 且 关 于 这 组 基底 , 线性 变换 .Fh 
所 对 应 之 矩阵 为 Cat 上面 已 谈 过 ); 但 在 时 有 (利用 (1 
式 ): 


+ 9 


gr DfrF y=0, 
而 J bf y= br f 了 二 bbsf i 
又 说 明了 有 所 对 应 的 矩阵 是 Ca( 当 7 也 时 ). 
这 说 明 了 、 关于 bi 之 基底 好 1， 1; mp Fn, 线性 恋 换 Fg 
对 应 之 生 阵 为 Cy 3 一 1，2, 和 拉 、， 关 从 ea en 到 
i Ho 和 之 灾 换 矩阵 为 PP 最 
gi puen 
则 喇 一 (pw) 是 满 秩 的 , 公有 
好 1 #1 
2 eh 92 1 


Fn Hn 


#1 愉 3 柜 1 
但 ( : je 人 : jz Pel : 上 
oh | = 各。 
2 Bl 
-ae 人 
on 2 
故 必 Th- Cyb, 
即 Fi=P CP Cs; 3 二 1， +, 3 
如 困 肥 有 浦 秩 矩阵 信使 
Fi=8 C8, 


则 下 一 
即 7 与 1 因 之 与 任何 算 阵 林 匀 可 交换 ， 故 人 @P 1 为 纯 
量 上 矩阵 ， 因 击 健一 关于. 
这 就 证 得 了 ， 
定理 设 有 吕 个 各 需 超 了 了 一 1， 2 9 屠 末 吕 
» 1485 。 


个 于 满足 美 系 式 
和 ， 当 了 一 站 时 ; 
PoPe-to 当 j 关 时 
的 充 要 条 件 是 太一 满 特 抢 阵 下 使 得 
FPC PP 
并 且 玉 除 相差 一 常数 因子 外 还 唯一 地 存在 . 
下 面 介 绍 上 述 定 理 的 第 二 种 证 法 . 首先 , 着 中 个 人 uy(i, 7 
一 4, 2,…, %) 中 有 一 个 为 零 ， 那 末 这 二 个 Fi 必 全 都 是 零 ， 
这 与 上 证 法 一 样 ， 故 今后 可 很 定 每 Fj 大， 
其 次 , 仅 先 考 开 个 Fa 一 1 2 下 . 了 一 上 说 明了 
六 (有 一 五] 一 OQ， 可 以 证 明 本 :一 殖 基 如 今 用 反 证 法 证 之 : 若 
2 一 吾 , 则 了 二 时 有 如 一 本 5 一 和 5 再 一 是 因而 Fy= Fy 
一 他， Fa= FFi= OO, E-F~= FF;—0, 此 即 了 矛盾 (或 直接 
得 到 器 == 雇 ; 后 说 明了 矛盾 亦 可 )， 这 说 明了 任何 Fu#O 〇 及 
,一 巨 关 0, 故 由 其 积 为 零 则 知 一 二 为 降 秩 的 , 于 是 (一 
博 ) 了 0 有 非 零 解 ， 取 其 任 一 非 零 解 于， 就 得 到 了 mm 个 乓 元 
列 向 量 及 (4 一 1，-…, %), 它们 具有 下 列 性 质 ; 
是 当 J=%2 时 ; 
Fx-{o 当 了 二 时 . {14) 
事实 上 , 当 7 了 = 时 的 结论 是 由 于 ,之 取 法 而 得 的 ; 当 j#$ 时 有 
FA,=— Fu hn) 一 (Pub,s) 0A,=0. 
今 可 证 明 站 1， 焉 :，…， 疏 。 尖 名 性 无 闫 的， 因 从 
a=0 
之 匹 右 两 端 这 用 天 可 去 左 乘 面 利用 (14} 时 , 就 得 
{0x 站 一 习 ， 
因 下. 关 0 从 面 有 一 005 一 1，2，…, ny)， 即 于 ,证 ,，…-， 瑟 ， 
-400 =» 


| 四 


线 件 无 关 . 由 是 得 知 任 一 个 % 元 列 向 量 都 可 号 为 下 1, 下。 …， 


下 ,之 线性 组 合 . 
据 此 ， 可 以 征明 天 ,下 一 下 之 解 空间 是 一 维 的 ， 邢 Tr) 一 
nn—1. 事实 上 , 若 


F= > pp 
是 它 的 一 和 解 , 则 利用 14) 得 
> ME YF- FiF— Fu SMX -hE 
即 py 
全 


故 由 下 8 (人 所 让 <m， 大 天 们 线性 无 关 即 得 入 =0TfT< 丰 雪 风 ， 
从， 可见 本 ;时 一 政之 解 只 能 是 于 = 入 , 形 , 即 解 空间 为 一 


维 的 . 
骨 作 注 秩 短 阵 于 = Ci， …， 了 0) 之 个 列 和 疝 量 到 
使 具有 下 述 性 质 
下 当 j= 下 时 ; 
Fy Fr = 
af 0， 当 j 和 时 . (19) 
具体 作法 于 下 ， 


洁 令 了 一 下 +， 然后 由 Py = 一 
(了 一 2 "ny n) 而 据 上 而 一 段 所 云 得 知 有 一 后 及 ， 并 可 断言 
0 于 0 { 因 不 然 就 有 所 ;下 / 一 呈 沪 胡 /一 所 是 ;一 ny; 玉 ;一 0， 序 
质 )、 因 而 ,可 令 于 一 二 怀 (j 一 4， 2,…, my 但 规定 01 一 了 
由 并 1， 是 3， Wy 如 线性 无 关 即 知 了 :， 上 >， Ty F, 线性 无 关 ， 
故 有 渍 秩 窍 陆 天 一 【和 ， ¥,, ys ¥). 且 据 了 ,之 作法 易 知 

FY;— IY 《一 呈 ， “i, n), 

且 . Fu,= 于， {一 十， 2, mm). 
| 


从 而 , 可 以 验证 ; 
FF ;= Fn T= Fu 
mor 一 天 一 ¥,, 当 了 一 芋 时 ; 
FyFw EQF—0, 当 Jj 关 时, 


即 (15) 成 立 . 
由 直接 验证 又 知 
POs= CF, Po, YO — (0, 17°, 0, ¥, 0, 1…, 0), 
和 包 了 刊 
及 


FP Fe (¥,, =， | ¥,) = CR, Fy¥,, “""y Fu ¥,) 
一 【0， 和 0, 了 ， 0, ve 0) 


笋 了 列 
\ 后 者 要 利用 人 15) 式 )， 故 
PFC;= FP, 
邯 C= PEP. 


印证 得 了 定理 中 所 之 存在 性 . 

下 面 给 出 第 485 页 定理 的 第 三 种 证 法 . 辣 个 盏 ;中 如 有 
一 为 堆 , 刚 个 8 必 都 为 零 矩 阵 , 证 法 一 样 。 故 今后 可 假定 
每 个 五 本 全 

先 讨 论 所 1， 五 ss，…， 五 这 站 个 矩阵 ， 因 sIFR 
= 人 ~ Fyn 且 每 Fi 又 与 对 角 和 矩阵 相似 而 对 角 线 上 的 数 不 
外 乎 是 工 与 以 因 2 一 五 说 明了 五 之 最 小 多 项 式 元 重 根 且 
特征 值 只 能 为 1 与 0)， 故 必 有 一 满 秩 算 阵 到 使 Fi, Fs, 
Fm 同时 变 为 对 角 和 矩阵 1, 即 
1 一般, 有 者 41， As,-…， A 是 个 两 两 相 驱 为 可 交 挤 的 策 际 , 即 4 


并 ,和 ， 生 每 机 又 与 对 和 角 几 阵 相似 ， 那 未 必 可 用 同一 个 油 穆 给 隆 也 使 
P14P 为 对 前 形 习 一 I，…,%) 这 稚 备 在 后 面 作为 一 引 理 络 以 证 明 ， 


,寺中 后 和 


PiF.P~ diag {8, $0, .+, 6}, 
人 每 9 一 1 或 0G 一 1, 2,…, 由， 由 于 
D0= PFP.P iFP 
~ diag {08 办 后 全 全 ， -ve BSP ， 
则 知 卫 了 时 对 任 一 天 一 1 2 网 篆 有 505 外 =0, 于 是 名 ， 
BP，…，869 中 只 能 有 一 个 且 只 一 个 等 于 区 对 尾 意 的 不 一 小 
2,…,%); 为 简单 计 且 不 损 一 般 性 , 令 3 一 1 各 一 一 0 一 外 
HE HP = 0, 82 = 1 HP 0 =1; 
即 一 人 人工 ， 2, "rs nm). 
再 考虑 也 了 FPGi 关 让， 令 局 P= (fy), 易 知 
Pi1iFP— PiF, P.P iF,PP FP 
-CP 1iFuP.O,, 


0 
-| fufe fs Joie, 
0 
页 由 柬 5 关 从 知 记 子 0 这 说 明 对 任何 的 j=1， 2,，……+， nn 
民有 . 
PaF, P= MC, (TG) 
A 日 Au 一 
由 于 PFEPP TF P= PFP= CM N= Cn, 
又 得 Map 一 T=au 且 一 般 有 hwhnt 一， 令 书 之 nn 个 列 向 量 
为 天 1， 有 下 2 天， 即 己 一 《于 ,以 s，…, 天,), 则 从 (16) 式 得 
下 一 和 后 CO， O, £,, 0, -…, 0), 
| (第 了 和 刑 ) 
[2 (当下 天 7 他)， 
FR hi (Ci, j=1, 2, +, 1). 


从 而 有 
(C17) 


+ 9 


办 11 hi3 机 hin 
hol hog ?Nm 一 
于 是 由 | 各 "| 中 任 二 级 子 式 
Mnl 办 na hnn 
Mik Mi 
Nm Ny 


二- eA A = 页 汪 而 下 一 六 OE 语 HA 于 


= Mm — hh = 0, 
知 使 My 二 ai5; 成 立 的 两 组 不 为 零 的 个 数 m，o，…，m 与 
bj … 6n 是 存在 的 . 故 令 于 一 庆 瑟 人 -二 … 册 时 , 则 以 
于 -…,， 为 nn 个 列 向 量 所 作成 的 矩阵 Q@ 一 CF, 也 ,….， 
了 ,) 是 满 秩 的 , 且 因 ({ 和 用人 47) 式 ) 
玫 下 
Fy¥,- 训 Fo 和 = 本 ju 天 


下， 
- 霹 rp Gi — 二 一 一 Y, 


到 天 ,全 一作 Co 或 QFQ = C0, 这 也 证 明了 定理 中 忆 之 存 
在 性 . 

子 基 , 为 完成 第 三 种 证 法 , 还 需 证 天 下 引 理 . 

引 理 设 由 4，…， xz 是 无 个 两 琴 相 来 为 可 交 神 的 
起 阵 (44 一 秆 di)， 且 每 出 又 与 对 角 趣 阵 相 似 ， 那 来 存在 同 
一 个 满 秩 蛤 阵 己 使 P34 为 对 前 矩阵 (i 一 1,2,…, 训 ， 

证 明 先 讨 论 天 一 2 的 场合 , 即 万- B44, 县 A4 与 且 都 
与 对 角 和 矩阵 相似 . 因 有 满 秩 和 窍 阵 人 @; 使 

QT AQL -ing {MB, MoBa, , hE}, 

A， 位 引 涟 一 1,…, 拉 ， 因 而 
和 早生 = 


六 ni- 为 A( 妇 ) 之 级 数 ,下 从 @71BQ 与 Qi'4AQ, 可 交换 
得 知 
B, 0 
QB ~ Bb: 
0 B: 

为 对 骨 分 据 宗 阵 ， 电 |! 是 mm 级 的 . 

由 于 加 与 对 角 第 阵 相 做， 知 》 吕 一 召 的 韧 等 因子 都 是 
的 一 次 式 ; 但 5, 一 起 ， 之 四 等 因子 (¢=1, "sg £) 的 全 诊 即 为 
》 玫 一 吾 之 初等 因子 ， 故 每 AB 一旦 ! 的 初等 因子 也 是 和 的 一 
次 式 , 因而 每 号 4 一 1 太 也 必 与 对 角 祭 阵 相 似 ， 即 有 二 
=1， 2 四 使 Er BR, 为 对 角 阵 ; 于 是 ， 令 

Re 0 


0 8B, 
RiBR, 0 ) 


时 , 则 有 

FQ Bt -( “, 

0 RriBR, 

为 对 角 和 矩阵 ， 至 于 

7 QT A Qs = diap {hE May, 0, hlB,} 
是 显然 的 .。 这 说 明了 也 = 他 ty 的确 可 使 及 .如 同时 化 为 对 
角 掉 阵 ， 邮 证 明了 上 =2 时 引 理 成 立 ， 

组 归纳 地 假定 引 理 对 天 一 二 个 矩阵 是 成 立 的 。 现 在 来 考 

虑 引 理 中 的 天 个 矩阵 dd …， 二。 周 为 44 与 对 角 和 些 阵 
相似 , 故 有 使 

CAC=diag {hE MB,, -, MBE), 


s 91 » 


入 > 入 (了 时 )， 由 于 CC 与 CC 相 采 可 交换 
地 决 二 ,而 
人 0 
C+ = 提名 _ 


0 人 
9 与 可 ,是 同 级 的 ， 从 4A.G 一 92, …, 及 相似 于 对 角 和 矩阵 知 
A 一 存 ; 的 初等 因子 为 和 之 一 次 式 , 因而 XE 一 AA1? 的 初等 因 
子 亦 为 入 之 一 次 式 , 邦 而 ?与 对 角 秆 阵 相 侯 ; 但 从 CTAdC 与 
C014C 相 放 可 交换 (2%, 了 一 2,…, ,得 知 
人 A (j=1, 2, «+, BY, 

于 是 ， 对 每 一 了 = 1， 9, , t, AiD, .MR = 通 记 这 上 个 
矩阵 适合 直至 中 的 条 件 ， 故 据 归 纳 法 的 假定 ， 得 知 有 一 个 满 
秩 矩 阵 嘴 ; 使 对 一 2，8,…, 五 都 有 慑 站 A442?Rj 为 对 角 上 矩阵， 
再 作 


R, 们 
R= 如 , 
o Rh, 
则 五 基 满 秩 的 , 且 显 然 有 
Rr AVER, 0 
CC 下 ~ Rr AAR, 
0 Rr'APR, 


为 对 前 和 矩阵 ， 即 -2.4P 为 对 角 寂 隆 全 一 2，3，…， 58， 五 = 
CR) .至 于 


» 93 » 


rr AP-=- RIC TACR 
EE 
gr A 有 


A 
Az Bs 


EF, 
为 对 角 阵 是 显 见 的 ， 于 是 引 理 完全 获 证 . 
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练习 题 管 案 和 提示 


时 5 一 13 
量 


练习 一 1. =—d, Yd, £0, 下. “—1) 3. 辕 非 芍 的 元 案 少 于 ， 
而 每 项 式 必 有 焊 个 元 , 改 为 受 。 
练习 二 1， 将 第 一 列 . 第 一 列 分 别 乘 以 100 及 了 0 后 再 加 到 第 三 列 上 ， 2. 由 
下 一 行 减 上 面 的 行 , 可 知 结果 等 于 等 。 $. 利用 行列 式 的 性 质 3, 可 将 Ds 分解 
成 加 个 nn 级 行列 式 之 和 , 再 利 用 行列 式 的 性 质 23 的 推论 2, 得 知人 一 0 nm 二 39， 
但 六 一 (2 一 (一 241)， 一 将 行 判 式 之 每 元 ar 代 以 1 即 知 ，5. 考 虚 转 
置 行列 式 Dr; 可 知之 每 行为 Ds 之 行 的 反 写 , 故 ( 一 了 "一 
练习 三 1， 经 行 的 互 换 ，(i} 可 化 为 范 得 蒙 行列 式 , 辣 果 是 

(一 Dy” 2 
;从 ti) 之 第 行 提出 公 因 于 一 I 3，…* 和 十 1 得 结果 


mh 


5 
和 加 a [ 一】 一 
(ao oant1 ,aH ( dy ) wsdl Car Bs). 


B,D Dh gh DD abl a M0 Disatb, De (sth absatpabths 


(iiy 万 一 2eoa6. 了 1 一 卫 sD0000 Sin Sntn 1) sin(ntl)e 
ain Band in 


入 ， 用 B21 去 和 行 刚 试 之 第 三 2 一 1 如 列 , 然后 统统 
加 到 第 一 列 上 ， 再 依 第 一 列 乞 开 。 下， 尝 系 式 为 巧 一 GD 1 一 De 在 a= 
十 pe 时 易 证 了 ,一 1 十 Pe 十 B03 十 … 十 bmn。 号 将 所 月 的 列 都 加 到 第 一 齐 上 ， 吻 
看 出 行列 式 青 因子 #， 即 原 行 列 式 为 


mn+1y 
3 nl) 


ty 
1 “3 2 0 对 一 生 0 … 站 
1 zd 大 - 
x| . 。 。 .|= 六 | 0 v0 ert, 
1 Iy I 让 一 矶 ， 上 中 : 
必 性 人 .za 


圳 . (iy 令 行 列 式 了 司空 第 3. 3、 i 攻 列 分 别提 出 全 因 于 2， 23, "Fp 站 后 ， 得 一 个 
由 级 范 酸 于 行 到 式 , 故 廿 = Gn nm nd 1 1 


4 利用 第 名 节 中 的 性 诺 可 将 行列 式 卫 分 解 为 加 个 nn 缀 行列 式 之 和 ， 但 
其 中 凡 有 两 列 同 为 由 数 和 所 组 成 的 显然 等 于 零 , 故 结 果 可 知 


昌林 日 昌 


np 时 忠和 La 


陡 
卫 一 tA 
Qnl “an 
Hl AIn 
向 DD; 是 将 | …-………… 之 第 芋 列 换 成 数 1 所 成 之 级 行列 式 ， 因 之 Di 一 A 
Gnl *'* Onn 
十 如 十 "十 二 ms 于 星 有 
者 
D= 4+( 六 ， 4ujz， 
Hi “本 1h 
44i 济 用 三 "| 中 元 gw 之 代数 合子 式 ; 
CE 
Ui) 由 如 之 省 行 减 去 第 1 行 ,得 
1 入 n 和 
一 一 {nin 一 23) D “0 0 
Do!n-1 性 一 tn 0 0 
n 一 + 0 0 a _1 0 
冲 一 必 心 -和 站 


一 《一 】)mYT 中 一 DD TDD! 
-ll nts 
fi 由 第 二 行 减 第 一 行 ， 再 由 第 三 行 减 第 二 行 ，…， 一 直到 由 第 % 行 大 第 
着 一 工行 ， 则 得 原 行 列 式 


41412000 
01323 90 
00 1 2...0 0 

也 一 iD 0 0 1..0 nl 一 li 
00008--1 2 


0000“%0 1 
7) 念 上 由 表示 给 出 的 级 行列 式 ， 刚 出 一 人 十 0 41 一列 ,4 故 机 
一 但 1 十 可， 一 1 十 各 十 以 款 可 递 推 得 出 一 1 十 好 
十 Ti 十 二 wn， : 
练习 四 1， 利用 克 华 姆 定理 得 Dx 一 妃 , 有 将 Di 可 分 解 为 三 个 行 丽 式 之 和 , 其 
中 有 二 个 为 这， 另 一 个 为 G 慷 ,， 卜 了 一 避 。 同 理 ， 有 Y= Eee。 3 设 着 菩 Cot 
十 er-1 十 十 gz 十 和。 具 性质 lw) 0 一 J 2 ry 二 和) 且 G1 9 …， 


和 对 日 


ons rn41 两 两 吾 寞 ， 则 得 具 nm 十 1 个 未 知 量 co 2 rs er 的 1 二 1 个 齐 次 线 
性 方 和 的 方程 组 ， 共 系数 之 行列 式 为 范 得 蒙 行列 式 ， 于,,《% 一 %) 姑 0， 故 必 
一 上 一 
原 习 五 1. 如 先 得 展 并 为 ma 个 行列 式 之 和 , 如 

Hi At 


De=™ Mou Fis re Uh, beibeor be ns 


ns dh 

再 去 掉 站 …* 加 中 有 相同 的 那些 项 , 可 得 
De (BE(— Deb bn) "Di = DD, 

2. d= atit+eta etc) (ed+c— 直 fo 一 bc 十 人，3., 护 第 一 、 
二 .立行 利用 拉 普 拉 斯 展开 式 , 计算 的 钳 果 为 一 27。， 帮 .提示 : 可 地 仙 一 一 4， 
一 一 ， 于 是 原 行 列 式 为 
coafoa 一 Geoaftod 一 5) toatm— rms) 
coafoa—om) east 一 5 costog—ey) 
coma— a) PDB 一 0 coalos— oa) 


9301 Binad 有 


ODS Coa CO 
各 | enata gainas 站 | [Sim ez Sno min 
人 0 0 | 
当然 也 可 以 直接 展开 ， 倒 如 以 oo8 向 王 c08t 全 十 的 } 代 六 之 去 计算 。 有 令 左 边 
3n 级 行列 式 表 以 卫 , 当 As 时 , 则 将 呈 之 第 1、3、-… 7 别 均 习 以 u, 再 将 它 的 


第 # 十 1、 mn 于 2、…、 Bn 列 都 乘 以 一 % 后 而 分 别 加 到 第 1、23、…、 nn 列 上 ,得 
TPN ni binh Be Bin 


一 人 心 


ogy inas 0 


pn 1 dn — Pnld 站 hn 一 和 bint ™™* tn 


0 I 心 中 ， 0 


0 0, 
GTH— BitA in Pin 


ni On 
着 w=0, 直接 验证 . 
练习 六 1， 不 一 定 ;线性 沁 关 。 全 ， 不 一 定 。 8， 都 不 一 定 。 上 .， 道 不 一 定 成 
立 。 5 可 能 有 , 可 能 有 , 没有 。 ， 秩 为 全 时 选 思 均 为 0， 秩 为 1 时 尾 两 行 线 
"06 。 


性 相关 , 不 妨 设 for 不 为 全 则 
Cs re i 1 nn) {1 
取 册 一 J 二 1 -… 。 
练习 七 、1. 和 壮 1、 一 2 财 广 准 --- 解 ;% 二 1 时 有 无 穷 争 解 ;二 一 2 时 无 解 。 2. 如 
有 解 , 易 知 翌 本 一 信 反之 , 若 吾 员 一 加 易 关 方程 组 的 个 行 向 暴 线 性 由 美 , 系 
数 矩 阵 与 增 广 矩 阵 的 巷 邦 层 站 一 1 二 存 解 ， 解 前 基 一 工 个 方程 ,得 : 
nl nl nn nn 
Ti 二 十 
3， 冉 假设 易 知 系数 算 阵 与 增 广 矩 泗 有 等 秩 ，。 地. 设 由 ,如 分 别 为 系数 矩阵 与 
增 广 和 矩阵、 因 1 二 YA 二 ?B38 YB 一 Ta 起 PB 一 ?4 二 1, 郁 有 五 种 可 能 . (一 }7r# 
一 ”4 二 4 时, 三军 面 问 -一 点 ; (二)7g 一 3, 了 4 呈 2 和 肝 , 三 盏 而 中 性 二 平和 之 变 缆 与 
男 一 平 蝇 平行 ， 或 三 半 面 中 有 二 个 平行 ， 而 男 一 个 与 它们 各 交 一 直线 } (三 )?8 
一 +4 一 2 时 ,三平 记 [ 这 于 -一 直线 (可 能 有 有 二 个 平面 重合 }; (四 B= 一 2, raA 一 ] 时 ， 
三 平面 互 半 行 (可 能 有 二 个 重合 ); (了 L}78 一 74 一 1 时 , 三平 徊 重音。 革 ， 浆 一 点 
时 ,应 有 
a He 
炸 一 


bp ¢o aol- tteto am t -t+ (0) , 


+ 四 


TT 看 允 全 由 
起 站 十 在 十 CE 人 友之 ， 2 十 bc 一 从 时， al， © ,| :aa 
oo a bb 0 本 


练习 八 工 车 宝 catawD) 一 0 令 qoti 一 i) ， 则 


Cnt oat et ra tat 二 一 一 
姐 基 二 一 一 1 一 {一 D206 2 一 一 17lomd 故 训 一 0 因 之 全 pl 
= 名， 诛 方 程 组 与 治 加 而 二 下 bsen 一 站 进去 所 得 的 方程 组 同 解 , 因此 它们 
系数 矩阵 之 秩 相等 ， 故 行 向 量 (C64 9 为 前 面 信 个 行 岗 量 (dyGaa … In) 
的 战 性 组 言 tt=l，… 3 直接 代入 去 检验 ， 名 秩 一 2, 是 基础 解 系 


含有 3 个 无 关 的 解 。 5. 车 有 不 全 为 0 的 为 , ja …, 加 使 高 hm 一 0, 则 令 |2g| 
一 maz(| 和 |，…。， ||) ,就 有 %p*0, 县 由 高 xm 一 0 之 第 了 个 分 量 可 知 


襄 %aw=0， 

故 heaps 一 一 立 xp+ 上 之 即 香 iopp| < 它 冯 
fh frr 

数 引 阵 t) 之 向 寺 Be2 十 因 解 其 中 *+ 个 
= 07 * 


[a | 所 宫 las| , 巴 大 子 。 和 有 系 
Ee 
至 


方程 ， 且 可 使 hn 十 8 一 {六 中 个 未 知 喇 牧 至 方程 的 安 端 作为 常数 ， 再 利用 殉 莱 好 
定理 。 7， 移 蔬 后 变 成 了 站 个 未 知 量 和 入 的 个 线性 齐 次 方 得 的 方程 组 ， 
而 系数 行列 式 


1 1 1 
但 去 上 角 的 #~1 级 主子 式 一 人 一 1 3 芯 革 秩 =%n 一 4， 人 而 得 任意 解 为 
(3 和 "时 A) 形 . 
练习 九 ”1， 增 广 算 阵 


a 1 1» 六 十 人 二 十 号 有 十 才 十 全 
B=|1i zl qi~|l 1 在 1 时 b 


1 1 ww +r/ 1 1 邮 他 
当 口 十 入 二 避 日 上 ， 
1 1 Dt 
1 1 1 .837 - 他 十 委 
Be et 0 Ge-1 0 i kd 
~ Ii a 1 好 三 十 对 
寺 ia 和 _1 (er 一 P 一 9 十 全 
如 心 可 一 二 A 
和 , 当 一 10 时 ， 有 
1 11 fi 0 0 Stp-o—r7 
全 十 台 1 0 (2 ta—1} 
Ba|l 0 1 0 -rt | ln on nh ma 
(q+ 2 (toa—1Y 1 0 {oata—1y 
0 0 1 TD~d+t* JD 十 * 
(rae ‘0 0 1 crea- 
于 是 ,在 人 十 助人 一 1 村 0 时 ,方程 纤 有 唯一 组 解 
we PLP I 一 起 十 妆 一 + Cr -月 一 好 十 们 


TCR 
在 49+3=0, 站 十 人 十 学 时 个 时 


0 0 oor0 0 0 0 
ac 一 2 i og { 一 名 1 家 
1 1 ~2 rr 0 一 和 "一 站 
0 0 0 0 0°00 0 0 
2 
[il -3 1 4 1 0 -1 二 
9 1 1 a/ lo 1 1 2 


坟 卫 届 名 品 


EE TT FEY 
一 一 


这 时 方 幅 组 之 解 是 了 yt 任意 ). 用 41 时, 车 29 一 2 


27 一 p 十 9， 则 2 一 p 一 9 一 2(y; # 任意 )。， 此 外 一 切 捕 册 方程 组 都 万 解 . 
2. 分 2° 型 成 3° 型 两 种 行 初等 变 欣 的 情况 ， 来 证 明 ) 、， 寻 和 的 对 应 分 世 的 线 
恰 关 系 }。 3 先 把 第 1 行 加 到 第 j 行 上 , 并 以 一 1 乘 第 了 行 加 到 第 # 行 , 叉 把 
第 + 行 加 到 第 ?了 行 ,最 后 以 一 1 张 第 i 行 。 嬉 凡 即 为 第 刘 了 两 行 互 换 。 
霸 习 十 1 设 固 = (wis 一， 
品 一 基 十 下 一 融和 殉 普 攻 一 人 各， 使 环 一 十 Tt8 一 J 则 

BO— + No on na), 
故 当 和 As 都 在 区 间 上 0, 1] 肉 时, 易 证 0<AG 二 0) quel, 
练习 十 一 ”1， 选 gg, os 之 方法 很 和 多， 只 要 由 二 全 一 1，2,， 8, 和 为 行 向 量 之 行列 
式 中 0 如 可 。 号， 诽 数 一 2， 
穆 习 十 二 1，(1) 入 二 人 一 多， 平面 了 En 一 的 (8) 二 四 象限 之 分 角 线 如 
一 纪 ， 平面 二 Y 一 0 人 (一切 。 旦 -应 : 门 过 s 庆 0 说 明 有 EE 门 多 g， 郁 = 
+ 一 0 二 SG 之 表示 式 非 叭 一. 反之 , 若 今 1 门 儿 2 一 0, 则 从 人 一 寻 十 gg 一 及 十 及 得 
一 咎 一 由 一 二 客 ! 仆 名, 不 得 不 有 = 和 i G9， 3， 由 gdiE 攻 1， 全 人 谍 3 
和 Ag 疾 1， G2 忆 EE2, 即 得 oa 十 本 区 号 tf 一 1， 2)，。 间 ， 设 两 个 于 空间 坊 1, 您 s 之 
维 数 分 别 为 和 wy 字 忒 1 门 术 a 之 维 数 一 98, 则 后 1 全 。 之 维 数 一 8-+4, 藤 再 击 全 
1 人 ) 知 每 加 一 9 或 一 9 十 1， 内 此 二 个 可 能 ， 当 P= 时 ， 医 
它们 一 42， 则 必 区 1 一 各 :站 区 一 名 9， 因 之 名 :品名 ge 让 :一 瑟 ; 一 外; 门 您 1， 与 区 1 
Us 之 维 数 呈 41 相 抵 , 故 得 于 类 子 是 知 ; 知 中 必 有 一 为 a, 另 一 为 8 二 1， 
敌 习 十 三 1 直 ， 设 三 一 (et qe 为 时 之 基 认 侣 =1 2 ry 了 邮 , 考虑 线性 


方程 组 nl 2 7 + 作 它 的 一 组 基础 解 系 b= 【Bit， Pre*": 1 im) , 
(一 1, 2， sn 一 队 ， 易 知足 即 为 方 积 组 六 3% 一 0 之 解 向 量 空间 .2. 设 


春 B 及 一 之 解 空 间 为 尖 , 和 一 日 之 解 空间 为 绒 , 则 驶 和 和 0; 又 dim 一 一 re， 
im 一 rB, 大 +AB 一 7B 之 充 了 时 条 件 是 钢 一 外 ， 9. 由 二 题 可 知 BAX 一 0 
必 导 臻 攻 下 一 9， 内 而 号 4C 有 一 和 又 必 含有 媳 人 其 一 帮 ， 故 再 南 上 题 得 de 
一 THAC。 和 利用 上 题 ,将 骨 、 加 、 安 和 癸 别 代用 和 A, 4. 


炼 习 十 四 1. Ea-D'-0 可 还 沈 型 得 到 | Le cn-a=0, wi ci, be] 


二 0， 又 Fa) = 号 全 (ze 一 二 ga@zr 说 明 mx=2 za- 巧 , 即 有 有 


"加 法 "的 道 运算 “法 潜 ?。 定义 1 中 条 件 只 易于 检验 ， 取 性 何 正 实数 点 后 , 出 对 
尾 正 实数 9 窝 & 二 民 DO4 二 此 成 关 之 条 忻 是 Elog vo. 


链 习 十 五 1. 训 加 B=0 可 顺 次 得 到 太一 0, 胃 一 0, 加 一 0, 丙 一 0 所 求 之 是 阵 为 
«409 。 


一 1 -1 i1 2 
-2 一 4 3 3 
-1 —9 9 4: 


CONID 于 sin8 
8. 1 但 tg89 一 一 证 ， 


部 El SI 
练习 十 六 1. 设 芝 = (4) + 虽 由 了 着 一 下 瑟 可 知 GT 时 及 4 
一 0。 和 ,条件 风 为 4B- -B44， 4 入 一 (qiy), BB 一 (51) 一 A 一 BA 之 证 对 角 
线 上 元 的 和 为 凌 oub 一 bows=0. 5. 由 姑 阵 乘积 之 定义 即 得 ， 
练习 直 八 由 定理 8 知 寻 …( 时 一 (4 一 将, 故 (4 一 (+， 利 
用 4 一 | 得 [ -41 可知 dr 人 09 一 [间作 .| 414 1 人 .4 
一 呈 , 即 ( 寻 -7* 一 (人 导 真 接 利 用 件 随意 转 营 之 意义 可 证 CA CAA. 
2 .适合 媒 芝 = 世 之 天 存在 的 充 要 条 件 是 和 于是， 
对 和 餐 个 j 有 7 个 方程 Wary By (i=1, 2 组成 的 线性 方程 组 ， 有 和解 之 
充 瑟 条 件 是 县 之 每 列 为 有 4 之 列 的 线性 组 合 。 3 引 ， 仿 上 题 , 线性 方程 组 
D aur =By eT, By n) 
有 和 解 之 充 要 条 件 是 县 之 第 了 别 为 用 之 个 列 的 线性 组 合 。 者， 先 将 尼 写成 从 
块 之 形 。 5 当 是 为 注 秩 时 , 从 4C 一 Cd 得 | 因而 由 
基 
(ca g)(6 D)- -(3 oq Dp- GAAB) 
而 取 行 列 式 可 知 
4 -|A4|.1D-CAB|- IA(D- CA-B}- | AD-_CBI. 


当 并 为 降 秩 时 , 考虑 霸 十 2 到 (x 为 未 定 元 ), 因 必 有 一 常数 亡 使 2 汪 时， 是 十 xz 至 
短 为 满 芍 的 , 于 是 由 于 { 几 十 4 豆 )C 一 焉 (人 十 > 本) ,而 据 上 述 可 知 

过 十 rz 召 吾 

cc DD 

册 于 这 是 甘于 区 的 恒等式 , 故 以 =0 代 上 之 ,得 


|- ;ap+zp-cal， 


过 以 
[4 B14p-en. 


练习 十 九 4， 作 = Fo(Po 之 刘 义 参见 第 177 页 )， 故 为 一 CC 
(Cu 之 意义 参见 第 1 和 再 ); 再 从 用 -PEQ-PCnQ+ … 十 PCwQ kL 及 


ss 号 人 De 


FPO 必 一 1 即 得 ) 22. 设 寻 一 (9 站， 再 一 人 0 与 亲 在 过 玉 呈 网 的 代数 作 巴 
趟 分别 为 芒 5 与 吾 ，， 刚 P—AB— anbs, 故 Pr 一 (1BY* 之 第 于 行 半 列 处 的 


TE by 之 代 允 条 子 式 一 一 it4- PL: 3 全 "9 
一 《一 t+ Bat 1 tt ny -aE 3 和 ny) 
一 卫 ( 一 Dma ld jk) 
‘CC-1):'md( BY 中 1 

A 
之 第 j 行 与 A4* 之 第 i 到 各 相应 元 之 积 之 和 ， 即 (4B)* 一 B"A*， 即 证 得 了 
一 2 时 的 正确 性 ， 然 后 , 王 用 归纳 法, 推广 到 上 为 考 个 的 情形 ， 
练习 二 十 1， 初 等 因子 为 一 加 与 和 一 9, 不 恋 因 子 为 1 与 你 一 和 0 以 一 0), 标 
准 形 为 { 0。 0 4) 2 初等 因子 为 4 各 ,4 一 24,0 一 7,0A 一世 
不 变 因 子 因 证 为 1， 3 一 1),， AC 一 1 X20 一 1)3. 8. DA CO) .DA CY) 
— DA) DAO TELO) — DECGOM DALOY :TAGY: g(t) = [DARN Tp 人 
4 先 将 肛 ( 和 之 第 4、5、6 列 都 冬 以 % 一 a, 再 分 别 加 到 第 1、 2, 3 列 上 ; 再 将 所 
得 之 新 挫 阵 的 第 1、 2、3 行 都 用 % 一 a 去 莱 形 分 别 加 到 第 4、5、6 行 上 ;最 后 又 和 将 
所 得 矩阵 之 第 4、5、 6 列 与 第 1、2、 3 列 分 别 互 换 ， 即 得 在 (%) 一 Bh)， 有 再 利用 
定理 6, 易 知 和 4() 之 初等 周子 与 三 级 -矩阵 


a} b2 1 性 
PC) -| 0 a2+ 1 ) 


0 0 0+ 
的 一 致 ， 又 , 易 知 了 人 一 1, 政 DP (9 一 1, 但 
DF OS= TO s+ Ch (ob (a—b], 
天 于 (生理 O11， 于) 一 DPF) , 因 之 PU) 的 初等 因子 为 [XA 一 C4 二 5 


与 忆 一 如 一 J], 于 是 1 


过 人 A 时 


1 
[人 一 区 2 十 33]3 
当中 0 时 , 至 于 be0 肘 , 于 碎 ) 一 以 一 875, 标准 形 仍 为 .上 形 ( 令 3 一 的 ， 恰 初等 
因子 只 有 以 一 6 一 个 。 5， 删 去 县 ~ 丰 之 第 一 列 及 未 行 , 得 一 个 2% 一 1 级 子 
式 中 0， 而 )% 瑟 一 站 | 一 [以 一 0)3T69"， 上 改 不 变 因 子 为 1 1 工 [你 一 的 3 
24 一 1 个 


让 OT * 


十 9 初等 因子 权 为 俯 一 4 十 语 )" 及 以 一 2 一 记 )"3 约旦 标准 形 为 


让 一 有 1 
邦 -- 协 1 
如 一 钠 1 
立 一 由 1 
a—iwm 1 
从 十 广 鞋 
如 十 证 1 
习 二 证 1 
是 粘 1 
疗 十 访 

练习 二 十 一 1. 3EE 一 强 记 也) 一 1 录 扩 一 亿 一 1 一 2 对 4 一 耳 市 
加 此 ， 可 令 


1 0 2 Os 
my- 3{%—1) ) NO-| -30-2 1 
sa 1 2 


但 注意 王 人 与 多 (0) 的 非 叭 一。 号 ， 与 证 第 3 节 定 理 1 完 全 相仿 . 
练 可 二 十 二 1, 0 matHM pa 0 oma do) a di} ac) 
pIPM TE A A pd) pd rp 
PO FN) a pAd} Fi) A rr 
CD) re ,于 由 ( 认 知 680%) 为 非 上 之 常数 ， 即 pt4) 与 
34 五 质 ;反之 ,应 有 
PA GA TP) MALN) S11pra dd) = EE: 

Ee a 时 成 立 ， 

在 用 则 纳 法 人 i> 时评 成 并 , 国 而 
Aim At (CA? EY ANT2E A EE) = A 49. AE) 


1 0 0 
一 | 50 1 0 
50 人 1 


3. 过 之 特征 值 为 A 的 举人 1， 于 车 
振 思 一， 则 用 十 区 满 我 , 因 之 OO 二 [A4 让 (A— EE=>A-E, 4, TMY hE 
无 重 根 及 Pd 一 0 人 无 重 根 ， 总 ，AL2 之 特征 值 为 

对 an 
电 上 SD 各 


8， 由 半 攻 一 % 定 Ar 玉 一 A 牙 ( 用 归纳 法 }y 坟 7CD XX 一 FOR 7. tCAX)=0 
> 2 QH 一 由 二 地 一 ] 而 其 它 zy 一 0 时 就 有 as 一 0 和。 8. A2—nAd=mat?) 
一 2 一 nh, 收 奸 之 特征 值 只 能 是 0 与 共 。 但 ”4 一 1 光明 之 特征 值 有 基 一 1 个 赂 及 
仅 一 个 nw。 办 fA 一 2>44( 和 = 加 一 癌 C20 一 1 .hl 十 (A 由 一 初级 主 于 式 
之 和 3 一 jn 一 证 nc 二 但 

1 乳 一 才 如 一 媚 

-a=| 室 总 十 py 这 十 全 全 十 i 上 1 
1 1 1 
=) nan 1} + 2) (1) (en)+…+1'2.3] 


nn 1) nt 
1 


故 
工 
4 人 = - mtD]. 
10. zoo | 五 一 二 | 一 各 一 5 十 7 了, 而 
1 


虑 由 x( 有 一 0 得 
Ci Sd:toAd+tAd -3-1 td ED-! 


1 —l1:~1 
= 3 -3( 1 1). 
， 姓 之 特征 儿 项 起 为 2 一 Jj1E 一 A 一 (+D 0 一人) 以 一 芭 ' 襄 令 
MmmaTt A) a 
时 ， 应 有 
[eet 


lo—a—bhi+e, 
pin er 


解 之 得 5 一 0 a… 诗 (2 各 一 了， 6 一 一 十 (2" 一 4) ,于 是 
Am {m1) A (9d) E). 


123， 有 满 秩 算 阵 也 昌 , 使 


五 ， OO 
P+AQ ={ o) | pert, ) 
n= 了 了 . 503 (be 


rh ee hE 2 
一 Cs 20) lv, c -人 人。 | 


2 | 人 nr 
| 人 4 人 | 四 


| } 
本 在 让 志 | br 
/ eR fe 二 ， 了 加 
下令 frT 2 ( PiP, 六 1 E, 记 ty1 | 局 : 字 ( mm Ey 2? | 
P| : ,| 一 | 1 ] 
h : Pp \ > Qs ， A 。 | | 
五 人 


可 著 
E. 0 FE 0 FE 0 

( 0 0) oP( 0 "一 0 0 
小 入 忆 十 全 :Ps 一 忆 ., 因而 又 有 Tt 人 记 ) 寺 trtBsPy) ,又 因 全 有 trCAB) 
一 tr， 过 一 了 
统 习 二 十 三 1. jp 一 2 一 1 无 重 椒 ， 电 OO | 人) 2. pC) =O, p(n) 
一 让 天 信人 一 直人 季 寺 { 和 说 。 三 他 十 久 一 8 巨 重 根 : 放 wh 记 无 重 
根 、， 有 0) 于 |2 下 一 用 ,有 二 个 不 同 的 实 捐 、， 吕 p 人 一 和 0 一 加 元 重 根 ， 
之 根 只 能 为 09 与 1 由 通 与 对 前 矩阵 相似 , 又 从 


E. O 
一 了 一 
Pp-iAP | 
1 2 五 OD 
1 -一 本 
P-itA+EIP PE 小 


哉 | 矶 十 二 | 一 27，。 间 ， 人 下 一 还 | 之 四 个 根 为 生 一 让 贡生 一 ,为 1 之 
一 就 半 方 根 ),， 故 PTAP-diagfi， 一 人 如 ，U， 胡 半 一 在。 7 有 了 鸽 PiAP 
一 iag{hn ja nl 并 有 有 P14AP.P-1BP-PIiBP.P-:A4P, 上 直 由 于 
和 pp Mn 两 爽 扎 异 , 因 之 PI1BP=diagfir po, inf 参看 练习 站 六 第 题 )， 
再 利用 拉 糖 户 日 内 捕 法 ， 知 有 了 肉 一 个 % 一 次 的 名 项 式 了 (人 0) 使 了 OW) = 
(f=1 2， … 9。 于 是 
PAOD Pding{f (0), TOD ns FO = diag{iy, Har op Hn}, 
和 .固有 漠 秩 算 阵 于. 地, 使 
Fo 


P4Q-(o D)=-Cc(S)， 
则 名 一 和 .于 是 是 一 电站 让 人 一 五 -全 CC 一 他 CQ C= 或 
则 一 三:- 人 -1 Ca iP, Ci= Cy. 
曙 、 允 与 召 均 相 似 于 间 一 个 对 角 抢 阵 ， 故 有 满 特 阵 日 使 Q-14Q:-B， 因 之 
人 -4 一 BOQ-I 一 品 . 
练习 二 十 四 ”1. 及 之 短 零 性 沪 有 之 个 特征 值 为 一 … 二 加 0, 故 约 日 标准 形 


0 1 
| ja 1 J ara 号。 册 斩 习 十 六 
站 


特 放 1 


s DD 生 * 


之 第 5 题 得 知 # 级 约旦 卸 阵 了 一 学 CT 故 易 证 J 于 Oiwz， 于 是 一 0, 
用 ， 
而 4 “ 外 六 8， 抬 寺 ， 各 Tt 这 一 频 基 底 诸 + 内 Dr! 
J 


一 一 这 
00 0 0 0 


1 0 0. 0 0 
p-l° 30 | 
0 .00.. 0 9 


站 0 0.. nl 0 
国之 | 中- D1 hr 海 所 求 特征 他 项 式 ， 由 DD 之 时 苞 性 即 得 DD 不 与 对 角 和 矩阵 相 


似 。 肝 ， 容 易 看 出 
% i 一 
| -1 % | 
~1 —1 和 


中 DDE1, DE 二 二 1， 了 8 人 一作 二 D 人 一 全 ， 故 
TARY 1 2 
—1 已 
因而 丰 之 有 理 标准 形 为 0 g | 5 易 知 *EE 一 委 中 
U 1 1 - 
DA = DA =1, DRO) — 1), 


| 
由 是 入 尼 一 碟 只 有 唯一 个 初等 因子 以 一 1)3， aaa 1 中 
0 1 1 
1 V+ 
练习 二 十 五 4， 提示: (DiTo TT) 一 2 十 2， = 人 中 
区 3 


1 -1 0 2 0 8 
Qi 0 lsp-2A 2 me= YBY, B-|o -3 -1 
0 1 3 -1 0 


| BL 吝 0 -三 
A. 煌 2 jm Sr [» := 0 ] ge 也 码 - 2 一 
由 1 


Ya | 0 


s HO » 


1 
到 1 
襄 疆 -2 一 2ZCZ, CG-| 0 -3 -1 I=-QBQ, 再 人 | % |=-@sl | 
由 


9 Ee ta 
1 一 3 
1 们 必 
= 1 1 1 < 1 器 加 了 ~ = [ba 
@ -| 0 ~ 一 吾 | 一 训 疼 - 豆 旨 - 旨 为 典型 式 ,变换 矩阵 为 
必 [UD 1 
1 + 
豆 豆 一 
= 一 1 _ 工 _2 
电 FE 
0 二 1 
2. 提示 ;AB 一 (48)'~B'4'-BA.， 3. 提 东 A 一 B+C, 84 全 ， 
站 六 一生 


3 一 说明 了 存在 性 ， 若 多用 BCAAB=Bi, C= 一 1 则 呈 一 号 
一 一 已， 在 海 对 称 ， 生 为 反对 种 寺 (B 一 BD) 一 BBB (8B-Bl'=B-B, 
一 和 和 提示 ，0 一 GO i 


tn tr 
夭 习 二 十 六 i, 提示; 六 十 蚤 wr 与 也 一 入 一 ? 足以 说 明 r 与 8 同人 懈 同 亲 ， 且 


一 r<ssr。 3、 提 未 ， 由 条 件 得 知 韭 负 整 数 了 一 二 、WW 一 -3 是 存在 的 ， 
且 已、 中 至 少 有 一 个 为 正 整 数 ， ”3. 提示 : 有 满 秩 线性 变换 时 一 和 Q 各 使 
十 二 一事 41 一 -一 By ， 于 作 满 秩 变换 =v (i=1, ny 
ry, pt Bptiti 1, rp MN), PNT EN Te ns 即 得 ， 2. 提 
示 : 油 秩 变换 区 一 及 1Y 变 


pd el 四 


TOT KAN TAA YY AN YT Lu dubs. 


5. 提示 : 内 得 有 满 秩 变换 革 一 QoY 使 三 met 一 ai 赴 … 十 和风; 再 作 洁 秩 
变换 
1 
~ 


+ 


YT, QQ 一 二 ， 
VN 
1 EE 
， 
可 得 各 休 记 4 一 综 十 和 十 外 ; 再 作 和 一 Vv ay 并 2 寺 二 
Pe 


已 全 立 qi 各 2 一 at 十 十。 看 . 提示: 设立 9 (oTI 二 十 En) 
(Bi 十 -十 Boga 由 于 疾 一 人 0 让 生 们 ， 知 1 en 不 全 为 0 同 理 由 ,有 
不 全 为 0 ， 今 识 中 荐 0， 并 车 ai 呈 十 汪 十 np 与 十 十 Br 线性 幅 基 ， 则 
有 有 PP 使 记 一 puti=1y -和 因 之 户 于 由 Dasma — oto ttn 故 满 
穆 蛮 换 册 王 四 到 十 十 a2 本 一 彼 信 二 2 已 局 立 ap234 一 Pi 证 肯 了 


oa hf, 
二 0, 则 满 穆 变 
局 


换 的 呈 半 20， 流 一 卫 记 区 一 和 一 一切 V2， 而 满 秩 变 换 
一般 一 咎 ， 二 一 十 各 y 一 各 侣 一 各 7) 使 于 iy 一 给 一 昭和 一 各。 反 
之 ?为 二 个 相 
关 一 次 因 式 之 积 . 若 下 是 一旦 典型 也 为 王 帮 JE 二 业 十 验 ， 满 秩 变 的 于 二 十 iyz， 
Sy 一 且 易 知 训 与 各 沈 关 ,7 了. 提 
示 ; 由 下 面 的 行 减 上 面 的 行 得 


1 
让 间 辐 工 ， 浅 四 夺 十 十 EnTn 与 向 而 十 下 十 如 wn 元 闫 ， 令 


1 加 3 4 
1 1 1 1 
过 一 1 1111 = 
1 1 1 1 
RA 十 5 二 7 十 a 
可 由 泣 穆 赛 换 执 一 向 十 2 十 3 十 4 了 讨 一 和 人 一 2 3) 夫人 司 于 A 十 业 ， 得 
一 一 1 一 2 一 4。 于 是 清 
秩 变换 全 一 的 ， 的 后 一 摘 一 2 一 六 克 一 姑 ! 所 一 霹 使 江 ' 入 革 呈 给 一 虹 ， 符号 其 
一 站 , 夏 可 他 解 ， 且 有 及 直 革 一 (一 2 [51 十 80) 一 {tp 十 B02 十 Sg 十 T2040) (十 属 十 
牧 十 xz ， 再 归纳 地 假定 症 一 二 嫂 矩阵 成立 ,于 是 对 站 级 过 有 
基建 其 一 [区 十 323 十 608 十 … 十 【29 一双 2 全 玫 十 区 二 十 区 雪 
十 284n (十 和 0 十 十 wT) 十 386 [2 二 328 十 … 十 (一 2) nz] 
十 位 m 一 了 0 
= {mr Bet 2 (0 十 2 十 … 十 各- 人 
十 季 人 十 3 十 3323 十 ,十 人 一 下 区 -相干 (2 和 -1 所 
= Em 
+an[at 
一 [十 B28 十 :一 十 (2 一 74 的 十 徇 十 … 十 加,)， 
四， 提示 : 设 轴 之 正 久 性 性 指数 分 别 为 天 与 ?， 即 有 满 特 线性 变换 纹 一 qt 十 
na 是 满 秩 的 而 有 jt， = 十 十 … 十 塌 一 
据 吕 一 一 一 沽 由 ， 训 果 站 >D， 则 甘于 个 未 向 量 硬 ; …; ft 的 线性 方程 组 
Li Lp 0 有 非 雪 解 ， 由 是 从 站 tI -2 一 上 ?十 


» SOF 。 


一 ZH 一 
po~ 训 误 - 雇 恕 + 
必得 Pr "mE wn) 六 从 二 Mir +a 中 至 少 有 一 个 示 等 于 0) 1 蜡 相 节 盾 ， 故 必 
KP。 同 理 FS 人， 
笑 习 二 十 七 1 提示: 74 一 1 和 侍 有 二 次 为 叶 与 一 且 , 一 般 rA 一 万 了 时 有 十 1 个 
类 , 改 齐 式 之 类 数 一 2-+3-H… 十 人- -= #ra 十 的。 方程 之 类 数 在 ra 一 1 时 
为 1, 在 ?4 一 3 时 为 8 Y4 一 8 时 六 为 8， 一 般 74 一 忠 时 有 六 十 1 个 类 ， 在 4 一 
2 十 工时 访 有 六 十 1 个 业 .于 是 m 一 gm 侍 ， 
类 之 总 数 一 1 十 2 二 2 十 3 十 3 十 -十 放 十 局 十 (位 十 匡 
一 8 人 十 号 十 下士 十 六 十 更 一 请 (人 十] 十 久 一 
和 一 2 二 时, 类 之 总 数 
了 十 号 十 呈 十 归 十 号 二 十 【十 1 十 人 十 卫 ) 
一 十 2 十 8 十 十 员 十 十 1)] 一 1 
nn 一 工 
区 时 


中 [十 生 7 。 
并 5 


一 《4 十 二 (全 十 号 一 工 一 


8 提示: 央 典 型 系数 可 限制 为 1, 玻 齐 式 之 类 均 为 1 不论? 为 1， 2，…， 旬 之 
任何 值 , 因 之 齐 式 之 类 的 总 数 一 n, 方程 之 类 数 放 为 四， 
妖 习 二 十 六 1， 提 示 : zr; 一 着/' 民 及 中 
笑 li 2—2 
a 0 1—% ) 


2+2i 1 0 


1- —1i 0 
令 =, -| 1 1+1 中 
0 0 1 
笃 li 5 
出 RAX- TBY, B= os 一 此 2) 
5+§ 9 0 
青 令 十 (+5 一 Dy 29 一 We， 
4 
则 Y=h2Z, = 0 1 履 ? 
习 0 1 
站 "总 和 = 六 荆 ， 


* SOR 


1 
二 必 
3 站 
C-0BQ—| 0 -5 -3+5:b 
0 gd - 守 
区 窜 于 | 一 总 好 一 一 旦 ma 一 fa 一 呈 让 za， Ha = Fg, 
1 Tk 2 
1 0 0 
2 .1 
号 . 
9 9 1 
| 0 0 
出 AE='DU, 五 = 已 和 总 :一 0 -三 0 |， 
0 0 4 


故 塞 换 捧 阵 为 人 人 Qa 2. 提示 (4)' 一 有 Ai 一 BA. 3. 提 


从 上 人， c- 4 二， Mi EB, C—OC A-8+， 若 又 


对 一 了 二 中 证 一 到 1 一 一 化 站 ， 则 其 一 晴 一 人 一 i, 故 两 边 取 共 示 转 置 后 可 
得 如 一 电 = 避 | 一 忆 , 轨 之 CCB 一 Bl、 又 由 二 一 64 得 Gy 一 一 Gy 即 G4 
为 寻 弄 数 或 D4. 提示 : 令 B-i4. A' 一 A=B'i= id'=~B 4' 一 一 甩 
全 再: 一 一 ; 古 一 各。 又 若 天 一 一 则 ， 则 | 型 | 一 | 一 和 [一 人 (一切 9 人， 即 | 生 | 一 
《一 1 | 三] 二 | 总 | 一 [ 肛 | 或 一 一 | 肌 | 由 + 为 偶 或 奇 而 定 。 (AD 二 (A)*~ 
(一 二 (一 D4 有 5. 提示 : 站 = (aqw), A' 一 有， 4 一 Tan Gt 天 0- 玉 0 一 
tes Ts 
| 
外 提示 : 有 :一笑 及 | 有 #0 一 CD)' 一 (1 一 二， 同样 可 讨论 反 厄 米 特 . 

7+， 提示， 和 参 晋 红 习 二 十 六 的 第 4 盯 ， 名 .提示 : 参看 练习 二 十 六 的 第 3 则 ， 
穆 习 二 十 九 ”1、 提 孙 ， 从 行列 虑 之 羯 别 方法 即 得 。 ”2. 提示 : gp{z yn) 
一 下 /胡琴 , 是 之 正定 性 全 和 0， 04 29) 一 nTnIw 六 0 当 疝 和 于 0 时 qnn 沁 0， 并 


pO Ls Os En 1 Ln) = (Hn_1s En) ‘(a 机 2 )>0 yy ( mt) 


示 : 邻 吾 一 


一 Get — tT 当时 


pl hl 


直人 时 二 >0, 继续 这 样 下 去 ,可 知 
nm-1 ut] 
ther Gin 
: >0, 
Tu = nr 


和 BOD * 


条 付 之 必 要 性 闭 证 。 再 假定 一 1 级 矩阵 是 成 六 的 (证 充分 性 时 用 归纳 法 }, 于 是 


关于 一 工 经 矩阵 
A oan 
sa-{ 
Hm tnn 


满足 题 述 条 件 ; 故 日 正定 nn 一 1 级 满 特 拒 阵 信 1 使 他 1B8Q1 一 量 , 再 令 
ch = -( 0 中， ) >AQ, (5 )， = Car rp nd 
令 一 C500 本 n) 1 则 从 其 一 他 szY 得 
RAX— TAQ YT =a + opi nt i 二 bd} 
+ Biyat 7 Bian) th 
om (Vat Dradi) Cet Bioyt) + + bd Ct band) 
一 全 一 Dsbig— hinbin 
为 实数 ， 汞 满 获 变 虎 Herr 太 十 Bi 二 (9 一， "人 
RX YAM YT FBO AD PZ tt 
到 全 AQ= iag {es 1 1 信 一 PP, 对 之 1 有 | :| 信条 | 二 se>0, 帮 及 下 
4 


定 . 3, 提示 ; 若 有 站 使 六 AX= 一 oc, ce>0, 则 *-( : 入 对 志和 《利用 显 
和 


设 的 条 件 及 第 2 恶 ), 由 是 7 一 e/51e>0, 而 受 1AX 二 TEymy 一 0, 此 即 说 有 改 关 0 
使 


HI dia 
KBX=0, Be| tn oan, 


nm 2 


+ fan | Ny ry, 
另 方面 ， 1B)~}Al+r.|: {| | >0, 
ay hn rm | 
pe 3 题 知 吾 正 定 . 序 拓 的 产生 即 说 果 二 洗 半 正定 弛 ， 操 


: 利用 行列 式 判 别 法 即 得 . S$， 提示 : 因 存 在 @, 可 'AQ=diag a “ns 
OBQ— ding tp "es bn}, 故 BA AB)Q -diag {oi ?5 Wid | Tn A } 
二 | 盘 一 和 站] =0 之 个 根 为 /BG 二 1 -…, n)， 再 令 


1 1 0 1 
4 0 3~( 让 
B 漠 秩 ,而 (4 一 * 昌 | 一 0 之 一 根 为 4 主 交 中， 非 实数 ,下 加 二 3og 与 aay 十 态 不 
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能 够 模 一 个 满 秩 变 搞 同时 变 成 平方 和 ， ,提示 : 存在 满 穆 和 矩阵 人 @, 妨 '4G= 
E>E-C A 1 A DA! 正定， 区 EE (GAQ)*— 
AO 一 记 :A*R(RE' 一 Q") ->A* IE 定 。 了， 提示 
Ea 
Rn 
a a 1 。 

由， 提示 : 由 () 0 与 (0 <0 一 下, 章 线 性 无 基 ， 闫 V (a 与 全, 量 线 
性 相关 , 即 而 一 2 十 je 人 一， ,使 

i a eh avy,. FE est st Dat 
由 于 判别 式 2Bawsgnes2 一 pt) Pp(@)} >0， 知 月 W/W 与 Wij 如 不 等 且 
= 县 Co RR Sim ), (=0 -pin. 
9， 提 示 : 原 式 一 多 (wm 一) 和。 提示; 


0<1A|= 


由 工 1 站 业 
i 入 1 ojy 

了 一 证 让 了 
丰 孔 人 1 A Ohs 
恬 性 oO 1: 


故 为 正定 之 完 村 条 件 是 %>0， 和 一 1>0， 扩 十 了 )2(2 一 入 >0, 因而 为 A>2， 当 
A 一 2 H 咱 ， 原 一 吉 (2 二 9 的? 引 襄 人 9 一 及 ?二胡 < 工 雪 十 旦 op 二 -大 为 半 正定 ， 


11， 提示 : n=1 时 显然 成 立 ， 归 纳 地 假定 一 1 级 时 成 立 ,出 于 


In 
LA| = [A /4 x-( ) 
: 1 ,nm 

(第 了 顾 ), 且 4-+ 正定 (第 6 题 )， 故 [44| 志 ans | 及 ,1| 且 #% 一 成 立 之 充 要 条 件 
是 in 一 … 和 一 和 pinm0y 田 之 得 | 是 | 乌 attaos as。 理 . 提 示 ， 其 二 有 及 如 之 
满 穆 仁 , 即 得 了 一 人 QQ 关头 9, 因 之 于 /( 允 1A X 和 AO -了 iAY>0, 主 
明了 好 "4 和 Q 之 正定 性 ， 对 其 它 稍 形 可 类 似 地 讨论 。 1, 提示 ， 设 为 厄 米 特 
齐 式 (车 为 实 二 次 齐 式 , 同样 可 证 明 )。 则 


PFs Mn 1 十 己 (Carros tr ) + 2 mT 
= (11 {(m+ a mr + en)(B + S54 -十 和 2 


家 全 
-六 六 "a s+ + 袜 rn, 


Ga po | (a ~ -saen 
cl [s+ et + + 六 tre 一 a Sa mh; 


与 1]] 


再 地 er kh et = 二 onine 


一 性 Cl. ) 豆 
下 Fg 由 Ty 全。 Ce Al er 荔 业 


则 有 入 Ci 1 个 这 虹 
zat 的 厄 米 特 齐 式 。 如 fiz 汶 让 芝 0， 则 客 贡 一 一 (oo 十 … 十 Gap 
时 就 有 CI 一 D, 不 可 故 了 (5 4} 是 及 一 1 个 计 
黄 的 正定 硝 米 特 齐 式 , 再 利用 归纳 污 、。 ”了 了， 提示 ; 仿生 之 秩 王 r， 相 寻根 之 个 
狂 一 办 而 全 从 1 Hod rs A 汐 酚 两 豆 他 的 ， 再 作 蝶 阵 

1 1 -1 


9 | a ha 
则 号 一 如 4 吕 然 , 但 之 左上 上 胃 革 级 主子 式 关 0 且 介 之 秩 一 所 故 Y 和 tf。 为 方 
面 , 设 


Dll tl ,il 
1 2 

则 一 | 和 得 
1 和 
20 Bl 

而 RN 一 | i 


i 
为 @ 之 友 上 角 的 + 级 子 答 阵 , 故 
det MTNA = pa det (MEY ‘det (M's 


[| 


1 1 "1 
= Ar Ar Ar, 


入 4 p 

A Dl 二 咎 nl 

1 1 . 212 

mm 3 | 0 
jt 


ms 的 的 重 盘 度 ), 区 说 明了 Er。 本 .提示 : 驴 为 家 对 种 矩阵 ， 写 一 考生 1 
" S512» 


和 i 为 满 区 ,号 因而 为 正 宇 的 ， 反 之 , 设 宫 已 为 正定 的 .车 肪 十 Bt 十， 十 辐 一 培 
十 qw 一 0 有 虚 根 各， 则 共 斩 应 数 加 ( 设 为 0) 亦 必 为 根 ; 故 由 | 有 4| 志 0， 则 知 战 性 
方程 组 


天 十 和 3 的 十 十 41 一 工 
时 十 入 向 十 -十 31 一 站 一 3 入， 
有 有 解 党 一 CLs Ep Eo 不 


| CI 十 交趾 十 3 1 一 二 


一 全 
Ep 1 
站 R= (1 a4 ; )-a， -i100 | 0 I-—% 
En : 

0 

苛 污 之 应 定 相 淹 古 。 枚 方 程 无 虚 棋 ， 18. 提示 : 媚 之 任 一 特征 慎 丸 避 一 1， 
2，…， wj) 医 性 质 g 裤 入 妆 下 时 , 则 吾 一 征 一 ;0 轰 之 特征 信和 应 有 0 一 人 吾 一 全 | 一 
| 令 十 ?0 盏 一 骨 | 一 《二 十 和 0 妆 有 -研一 20<D 一 20 天 加 a 有 时 是 正 数 ， 侧 在 
X3 百 时 和 为 负数 ， 即 通 一 2 下 在 10<e 时 为 正定 的 ， 而 在 io> 上 时 为 负 定 的 、 
反之 灰 热 ， 17.， 担 兴 : 车 各 二 ae 因 可 记 因 二 和 十 站 和合 刘 扩 站 磺 因 <e 因 
而 (入 十 号 一 %0 吾 一 (和 一 ) 王 十 (如 - 7 局) 次 正定 的 (利用 上 题 } 癌 当 各 泣 二 二 忆 
时 可 记 和 0 一 占 十 局 梧 i 守 bua 十 是 (A 二 B 一 mE 一 {in 芭 ++(B 一 mE) 
为 贞 定 的 { 协 利 用 上 题 );。 故 再 庶 利 用 上 题 社 由 十 号 之 特征 慎 全 在 区 间 fa 二 e， 
#5 十 中 内 ， 
练习 三 十 1 提示: 四 之 正定 性 一 使 旗 汶 欧 氏 室 间 , 部 = (三 
981) :就 有 CO) Ce ?Ex = CE , 
号 提示: 杀 件 的 必要 性 已 让 证 定理 1 之 推论 时 证 了 ， 今 反之 ， 设 | (9 &7) | 一 
0， 副 必 有 某 列 (例如 最 后 一 列 ) 为 它 列 的 乒 性 组 音 ， 央 之 存在 加， …， 加 -1 使 
(es ae) A 1} 一 二 二 


2 ky) 由 是 (a 好 一 Sa )-0=>(a.- 对 Md a 六 A j=0>0,~ 
时 Na 一 sme …: a 线性 相关 。 3， 提示: 设 站 ~ (94,…, 0)。 因 划 在 


线 腊 工 昌 上 , 故 各 一 为 十 和 (一 辐 )， 0eh1 风 PH (gz, 下 
PH 2 DO 同 理 , JOM 二 访 (8 一 = [rt 
一 可] 一 18MH 得 0= 宇 (一 202[ 和 2 一 
QD) 地 2 一 1 一 09 坊 一 各 (0 十 yD 1 比 即 站 ,又 基因 一 (mE 
一 | 六 和 则 号 一 二 一 ， 即 起 平面 方 
程 为 之 3 一 2 2 一 卫 ( 针 一生 ， 而 (X14 -全 np) 为 超 平面 上 动 点 之 坐标 , 此 即 


» S19 + 


间 。 车 下 到， ) 与 节 = (0 曙 ) 在 这 超 平 面 上 ， 册 全， 承 ) 一 
这 (入 一 区 ] {Vi 一 4 ， 再 利用 瑟 3 (4 一 入 册 一 卫 { 级 一 2 一 于 2 (一 20w 得 
¥2 (nC— 《全 一 和 3 站 -0, 
艾 证 明了 ii 。 
练习 三 十 一 1 和. 提示， 从 题 设 知 1 一 电 181 十 … 十 nen 在 如 上 之 坐标 
下 TT .ey Er 《Eee 人 
Sx— lesh .coatey, 2) |esl ee jal * 
焉 4 时 有 《er py 一 0， f 邮 
. 1 
2. 提 才 <s : 
Sp Sse es Stes (Ets Es) - 它 dud, 
3 提示: 
《my Tx) -六 én 
Dt a Dt 
| : : ) 
' emt éntis 


E11 Kn VE al 
-| | 站 | 久 -aa 

Exl oe mn 
和 ， 担 示 : 2 benti= 1, A E(t #) 之 标准 直 交 性 地 (x,， Cu) 
las il 及 ;人 < 缴 ) 胡 人 Ty) -n= Dy Cy 让， 
5 提示: 易 知 是 一 AA = (by) 是 正定 的 ， 故 由 练习 二 才 九 之 第 11 是 得 知 
[4| [bbeobno 但 br 一 asaas 十 5aaay 十 十 Zewa; 且 等 号 成 立 之 条 件 是 
作为 阁 BH qd tad = 00)), 其 几何 意义 实质 上 就 是 格拉 姆 行 
列 式 之 几何 意义 . 
壬 习 三 十 二 1 提示: (x 和 一 (wy CD) = fe 
jy Tooa(rF yy}.。 2， 提示. lx y= (ey, wt |xh+ ly 
3 坟 ) , 同 理 有 [一 ys 一 jx 如 六 )、 政 由 定 导 1 
受 宕 蛙 1 即 得 。 3. 提示 : P14P 之 直 交 性 由 定理 3 之 推论 可 得 ， 例 8 之 


0 -1 : 入 
CG De (Hol) ner (Feawrars 
2 


= 时 )， 


交 。 .提示 SA AS A 


了 二 


5 提示: 利用 定理 3 之 i 或 元。 提示: 由 一 如 与 出 一 各 全 几 一 各 1， 
即 .和 一 下 其 它 类 推 ， 7. 提示 : 因 ( + din) 与 (AH 均 汐 一 1 
个 线性 齐 次 方程 og 二 二 Gms5 一 0 之 非 零 解 j 二 1，…, nw; 得 j 和 于 ,其 秩 二 


由 一 ], 故 它们 成 比例 , 即 pe 一 人 一 于 利用 十] 一 sn A 十 中 mA 


一 元 ( 咯 十 … 十 咯 ) 于， 即 得 ， 。 8. 提示: n 一 1 时 显然 成 立 (这 时 只 有 现 个 


向 县 所 成 的 前 天 于 各" 而 实际 上 等 于 14180321， 青 归 商 好 假定 不 一 1 维 欧 氏 空 间 
是 成 六 的 ， 而 来 考虑 廊 维 空间 中。 如 若 名 : 由 存在 着 天 上 8 个 向 量 {1 Gz， 


qi 使 得 (wa 为 负数 人 二 力 . 今 选取 缉 : 之 一 组 标准 直 交 基底 ei (一 py)， 
ec … er 在 这 组 基底 下 , 诺 qi 之 坐标 为 四 一 (0 9] ,aa 一 (onto 
和 0 得 起 10 
8 二 区， 月 有 视 名 En <0( i 一 8， …, 轴 二 中 1 办 ,而 第 二 个 式 子 就 说 明了 +1 


个 下 一 1 元 向 量 (fz2s fog Fy》 和 
数 , 这 与 归 冰 候 定 大 一 工 维 空间 能 成 立 相 矛盾 ， 
姑 习 三 十 三 1. 提示 : 到 齐 式 之 定 阵 


1 0 2 2 
| 必 5 0 
2v3 0 -1 
之 三 个 特征 悄 为 5, 8， 一 3， 故 典型 式 为 5pa 十 3y3 一 ea。 对 应 于 5, 3， 一 8 之 
4 的 特征 向 量 分 区 可 取 为 (0, 1, 的 ，(\/ 可 ,0, 1 ，{ 一 7，0， 1 各个 标准 化 


了 1 3 a 
后 分 别 变 为 (0, 1, 0)， (Co A) { 卫生 ' 0， 池 字 )， 而 有 以 之 为 列 向 
量 之 直 交 矩阵 P, 使 得 如 1 一 diag 合 , 3 一 时， ”号 . 提示 ， 因 必 有 一 组 不 全 
为 0 之 个 实数 而 ……， zi 使 帮 区 一 到， NR 《2 区 |， 于是， el 
9) 一 下 :阁下 一 和 大 大 一 人 ( 邓 十 … 直 2)， 39. 提示: 有 前 交 矩 阵 请 鸽 -到 一 忆 ， 
且 弟 及 六 PTAPY A -十 城 )， 
担 镀 十 -… 十 城 一 YY 一 YEY 玉 PPY— XE. 提示 :; fr 如 ， 入 一 
但 on)jmr…+ 仿 Gn) ys. 2 mt RE, WA} = 而 zB 四 利 
用 ax 一 qjy， 5 提示: 各 (无 重 根 -各 人 一 | 2 一 1 一方 名 一 Det+9] 


一 一 釜 看 第 五 章 ， 
练习 三 十 四 ”1. 提示 : 固有 旋转 变换 


mS 


和 
y= Mn+ coup 
使 ew 十 2D 十 5 六 一 十 hy， 破位 允 挛 为 
A 二 2 十 了 一 0 
形 ， 分 二 种 捕 虎 ;YB 一 2 及 + 一 1。 当 ?8B 一 2 时 ,Xis 二 0， 再 平 黎 到 新 疗 点 为 
信守 ,种 )， 就 简化 成 am2d7ap 二 和-0 形 . 考 r4a=3, 世态 +0 且 力 一 


| 二 总 为 到 曲 线 (|B| 一 aaa<0 时 )， 或 本 图 (| 妈 1>0 是、 知 均 与 司 | 反 号 


了 时， 其 等 价 杀 件 是 久 1 十 2 :| 如 1 = C9 十 中 :如 | 二 9 与 18| 尘 人， 或 点 桶 回 ( 在 
{十 中 :有 | 守 D9 与 | 盏 | >D 时 )， 若 rr4 一 2， 央 为 一 0， 政 次 相交 二 直 织 (在 
9 一 [如 | <0 或 一 点 (在 | 吾 | > 时)， 当 ?8 一 人 有 时， 不 入 全 轩 记 M4 二 中， 
这 时 南平 移 串 得 加 太 十 Be 十 在 一 站 形 。 豆 著 了 一， 出 各 世人 曲线 汶 抛 物 二 ? 
车 774 一 2, 则 和 一 0 而 了 0 曲线 为 二 平行 直线 f 实 成 碰 ); 若 7 有 一 41 则 引 一 四 一 
9, 曲线 为 二 个 重合 的 直线 ，。 时. 担 示 :; 题 中 

1 


re 


让 
下 


2 
2 3 
3 4 
4 5 
之 鹤 ?4 一 37 呈 一 2 县 之 特征 值 为 


9 二 M105 
多 重 


A Noun 


2 105 Xs 


于 是 经 通 当 的 遇 旋 转变 换 ， 方 程 可 简化 为 N422 十 hy? 十 295 十 2h9 十 284 二 ?一 0， 
因而 再 道 当地 平移 可 简化 为 ao 十 ja 护 二 28 二 一 0, 故 ra 一 2 一 1 一 0 又 由 于 
jaja<4 知 为 二 个 相交 的 平面 ,说 这 时 如 之 三 个 特征 值 为 1，3，- 8, 故 方程 可 
简化 为 芒 十 ap 一 5 上 一 0 形 ; 又 由 于 一 3= | 44| 一 1,3.( 一 下 .一 151， 知 


?= 入 故 为 习 叶 双 有 曲面 . 


谅 习 三 十 五 1. 提示 取 丸 维 室 间 货 ， 必 一 组 基底 ls en 全 (ee Ee1) = 
得 使 Rn 为 商 室 间 , 于 是 柯 西 不 等 式 副 为 上 不 等 式 、 2. 提示 : 取 x 一 ety 一 
sy 即 得 (er em 一 Bj。 

后 习 三 十 六 1. 提示 ; 两 韦 阵 骸 一 (ab 之 第 开行 ae 用 了 去 磋 ( 但 上 | 一 
1 后 的 拒 阵 邻 为 且 二 人 0), 则 归 一 本 (站 :对 ,而 民 : 人 0) 及 为 两 算 阵 .。 二 提示: 
D SiDodr=Al, A—A>A1= A A Eii, i Si)=A'~ A 
A EA DD 与 i = A A BAA 4), 


* Hl * 


3 提示: 了 中 明之 三 个 特征 值 为 0, 0 1。 对 应 于 1 之 是 之 特征 单 习 向 且 为 


名 


Xl EE 


~ 
对 应 于 0 之 退 之 两 个 豆 为 直 交 且 长 为 1 之 特征 向 是 为 


1 1 ; 


~ 3 
B= VE| 与 Xl 
号 
1 


于 是 西 矩阵 = (和 oNa) 具 性 质 


卫 
| 0 ) 
0 


又 关中 是 之 三 个 特征 值 为 0, 十 8) 对 应 于 3 ,一 V2, 0 的 特征 单位 向 
量 各 可 取 为 


1 1 0 
~ ~ | 
X= -i ,~ i , Reel TE 
1 1 1 
Ey 一 宇 vA 
于 是 西 虹 E 隆 Ur (CA, 天 2， 关中 楼 [PILETT 一 aiagf 3, 一 “/ 于， 个 | 呈 提示 ， 
设 台 之 5 个 特征 半 为 为 ji( 故 为 实数 )、 他 下 > mazfl 和 | [1)， 如 


每 和 > 一 车 双 为 吾 一 4 吾 十 通 之 任 一 特征 倩 ， 则 0 一 120 吾 一 (将 十 4 | ， 巩 
?0 一 上 一 某 加 庆 一 所 了 和 > 站 一 # 和 0 号 ， 提示: 为 好 (本 一 是) 之 特征 
值 ， 有 特征 向 量 忱 半 0 使 通 基 一 让 大 -> 二 吾 / 完 一 党/ 站 7 不 一 一 志和 宗 一 -ww 死 帮 - 
人 十 机 性 ' 磊 一 一 一 瑟 一 6 纯 卡 数 或 等 ， 尺 售 有 为 有 之 另 一 特征 值 (8 和 % 中 ,YY 为 
其 特征 向 时 ,AYo38Y- 6X'Y oA/Y RAY=— /YR WY = 
间作 B 中 8 一 一 5 十 8 中 0 地 其! 太一 JU， 缀 对应 于 不 同 特 征 情 之 特征 同 量 直 交 。 
再 最 适合 验 半 一 g 居 1 之 单位 向 是 六, 即 及 i 一 1, 作 西 算 阵 (加 ，.…)， 改 


»* B17 。 


CET 之 第 -个 列 向 其 为 


opax -auto | orao | 
0 
之 肥 尼 半 特 性 保 证 了 se 一 一 疡 一半 有 一 一 有 B。 由 上 归 绩 读 有 % 一 芋 级 西 矩阵 


1 
W 使 W2BWe=diag {oy …, onj3 有 全 La 一 w) 则 百 4 一 避 at 故 UU 一 
th Dy 为 酉 守 阵 旦 有 


oa 人 wa)” 作风 -ageeo on), 
于 县 最 小 多 项 式 无 重 根 , 且 每 特征 他 之 重 数 等 十 其 特 社 子 空间 的 维 数 . 

EB OP A P'P, 
| 汪 提示 Ean— Pp-{ 了 五， 并 人 p,)™ (zp za ep) 一 BiP, 
一 局 ,一 > 且 | 丁 算 阵 ; 效 再 几 及 = 人口 庆 用人 二 记忆 一 本 ,= 坊 户 西 矩 阵 . 

7， 提示 : 易 知 二 六 一 吾 ' 吾 为 正定 的 , 帮 有 袜 秩 阵 从 使!'A1AQ 一 人 'B'BQ 一 太 ， 
即 ¢ 有 人 AQ) 一 (B80 BQ) 一 吾 , 因 之 及 嫩 一 卫 与 BQ 一 Vs 均 为 西 矩 隆 , 故 
有 QViB-UB, UVVyl,， 8， 提示: 访 之 实 反 对 称心 特征 
值 为 0 或 纯 虚 数 ( 问 题 别 -* 盏 -号 与 瑟 十 全 是 满 御 的 ， 又 显 有 
-(E-SE+H— (ES IE- SH, 
故 Ad= (BS LE+S) (ES). (E+S)-1 
(ES) [E+HI (ES) (ES)-! 
(E+S) (EE- SH(E-S) (E+S) -1—E. 
和 提示 遇 一 六 与 在 十 含 们 为 满 秩 ， 旦 
A'A-(E-S'[tETSI (ES (ES 
{ES (再 SS 一 (再 一 SI (E+S-~E 
说 明了 《 吾 - 号 ) 《可 十 号) 一 是 西 交 的 。 
剑 各 三 十 七 4, 提示 : 有 实 直 交 矩阵 工 使 


1 耳 0 
rear 人 QOS 有 一 5 小 = 
好 本 帮 站 CO 
下 i2E 一 夫人 一 一 20088 久 二 1 二 2 一 22 十 从 一 1 4 一 1 二 2c099, 艳 一 1 
sf 3 提示: 二 与 吾 中 -- 为 正常 的 ,一 为 非 正 常 的， 于 是 丰 "1 吕 为 非 正 
币 的 ， 因 而 有 ~ 为 其 特征 值 , 于 是 吾 十 是-: 反 降 秩 , 夏 ALEt+A-1B})=A+B 
降 秩 .。 3. 提示 : Uo (CPi) (PIO (PPHOO +HiPQ -OP). 


a Bl1SB. 


~ 


hile, wp rp Ne 


PR 


练习 三 十 八 。 1 工 ， 提示 : 在 本 节 定 吾 之 证 明 中 , 久 是 实 的 , 4 实 对 称 ，E 得 取 
为 空 直 交 的 ， 232. ,提示 : 本 节 的 定 娃 , 已 知 |% 呈 - 及 | 一 0 之 根 是 实 烙 ， 卓 为 
4 4 之 特征 值 ; 故 从 堆 ! 之 正定 性 如 得 ， 3. 提示 对 角 拖 阵 、 西 矩 姓 、 
厄 米 御 太 反 区 米 特 蝶 阵 三 显然 部 满足 十 ' 媳 一 但 册 :的 要 站 ， 又 
(GAU ATAD UAT AU-— DAEAU- UA'AU 
-AAUE DAEA UL AU A 
-UAU) .BAU 
即 说 明了 并 1 和 UU 之 规范 手 : 4， 提示，U 了 4U~DD 之 对 外 性 二 DD 之 规范 性 ， 
腊 一 UDDT 一 (UDD(UUD) 于 4 之 规范 性 (第 3 焉 )， 上 反之 ， 4 之 规范 性 一 
出 如一 4 取 和 为 对 之 一 特征 值 ,Wt 为 相应 之 单位 特征 向 奸 , EN 一 (Xi …) 
为 以 XX1 为 第 一 个 询 向 姐 的 西 矩阵 ; 则 从 站 Xi 一 四 1 得 
A 
Ai= UriAtn =o| 0 ， 
路 
1 位 . 
于 是 姬 ; 之 规范 性 (上 题 } 壤 十 生 一 十 1 有 1 寺 和 和 天 四 十 Bs9 十 下 十 疡 机 地 3 一 
一 各 于 0 一 站 下 一 吾 再 和 用 归纳 法 ,有 wn 一 1 级 西 短 阵 WW 后 
WBW=diag {hop 0 mae 


ES Uo wy) rap 则 
: Ai 各 pa 
UAU~ vz" 0 B) Ua WBW) 
一 diag {M1 a, -7 和， 
5. 提示 : 再 上 题 有 酉 阜 阵 口 全 UAUD aiag fa Wo 加 } 一 也， 每 为 实 
SD'=D=3AmA, 即 站 成 立 .每 为 0 或 纯 虚 数 =>D' 一 一 DD 地 ' 一 一 A, 即 记 ) 
成 立 、 每 | 为 | 一 1=3D'D 玉 = 开 ' 和 = 局, 即 iii) 成 立 . 6. 提示 : 存在 西 炬 阵 
UG, 使 UAUdiag (hy oo = DU ldAD -diag (Mi -- 元 3) } = 
和 Xi 一 了 | 和 .提示 : 只 圳 证 条 件 的 必 
要 性 , 设 十 一 (at 为 上 三 家 阵 即 gj 一 60 时 ). 若 区 4 一 如 机， 则 考虑 AL'A = 
过 本 之 第 一 行 第 -- 列 交叉 处 之 元 素 有 HT 一 HGdT ,Me 
4 一 由 再 归纳 地 候 定 名 3 一 … 一 on 天 0 二 -一 …… 王 同一 0， 而 再 者 
目下 4 一 4 本 ' 之 第 计 行 第 ， 列 处 之 元 ， 号 有 
i 

前 归 冰 地 证 明了 mm0f 一 区 全 为 对 加 的 . 有， 规 半 :， 弃 过 之 一 特征 值 
和 及 其 相应 之 单 往 特征 向 时 共 1( 即 站 和 二 四 囊 ]， 算 1ZY 二 1), 青 作 羽 天 1 为 第 一 
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个 列 向 量 的 吉 给 阵 


站 1] 。 划 
U(X Un AD 有 
B 为 nn 一 1 级 矩阵 , 由 归纳 假设 , 有 一 ] 级 西 矩 阵 信使 站 1BV diag {061 …， 


Pr 月 今 Um( yy) 则 念 UU 读 有 
vav-v(e aU-{( pe By) 
1 特 
入 mV 
(es yapv)™ a } 
Dn 


车 先 考 瑟 本" 则 有 酉 矩阵 好 使 太古 'W 为 上 三 角 和 矩阵 ， 疏 入 4AW 为 下 三 


0 -i 0 
角 阵 。 间 ， 捍 示 : 两 个 二 次 齐 式 分 别 为 车 辣 其， 其 ;下 蕊 ， <- -1 :) 


2 1 -2 oO 10 
a 1 2 3) 嫩 正定 。， 有 实 滑 秘 阵 如 使 总 'BQ 一 起， 由 第 六 章 可 具 
_2 -2 8 
体 求 一 个 
1 12 
Aa VE wa 
全 一 | 0 2 2 1 
3 3 
0 0 ~ 
1 __l 四 
~ 
由 是 对 称 了 路 4-QA8-| - 0。 。 | 


其 特征 人 为 1， 一 1, 0 分别 对 应 于 它们 的 单位 特征 向 量 为 实 直 交 和 抵 阵 


Uh 


* B20 ， 


之 昔 一 、 一 ,过 列 ， 这 


1 
ova 一 工 ) 
必 


心 工 一 ] 
-oo 人 1 
一 ] 工 一 工 
为 所 蜀 之 满 秩 变 搞 , 使 典型 式 分 别 为 厨 一 颁 民 型 十 刁 十 可 ， 地 。 提示 : 有 非 
零 向 量 站 中 和 使 LT 大 一 大 ， 故 
[四 位 0 
op oR xR AX “., ) x<uRx, 
0 [an|? 
而 守 m2 六 XX 11. 提示 : 建 为 再 矩阵 与 [站 一 w 且 | 一 0 导致 w 中 0， 由 是 有 
luiE- A'B|~0. 双 B 之 规范 件 说 明 有 一 酉 矩阵 名, 使 


要 恬 
| 人 } 


必 Tn 
而 他 仍 为 西 算 涟 ,上 旦 1 为 闪 1 和 -.QTBQ=0Q1A8Q 之 一 特征 出 ， 
敬 由 前 殴 即 得 本 亚 之 正确 性 . 
练习 三 十 九 。 14， 提示: 利用 (9 式 即 知 
si 人 二 com A (eid ce 一 二 二 8 一 td = 下 ; 
又 困 姐 与 2mi 罗 相 奈 可 交换 , 窗 
a Hp | 3 -二 (Gr "EeA.om Bed.E; 

同 理 ， i 一 下 吕 通 .ooe BF 瑟 十 coe 如 .in or 起 

一 用 DR .eon 2dr Eton. {yin 2r+ 瑟 一 sin 过 ， 
和， 提示 : 从 出 一 CA 得 

(ed) me Amed' Et 十 二 45+ (BtA+ 训 + “~ (eay’, 
邑 24 实 直 交 ， 同 理 , 从 A 得 
(ed "1=e—A ed 一 (+ AH 二 过 2 十 … 的 = {eAyr 

凤 ed 西 矩 阵 ， 9 提示; 从 机 一 疾 得 GD- 一 1 古 说 明 这 之 反 厄 米 特 性 ， 
蔷 由 上 题 即 得， 在 % 一 1 时, 和 一 是 说 明明 为 一 实 甫 , 故 ei4 一 coe 进 二 isin 巡 级 
示 模 为 1 之 复数 ， 即 在 单位 区 上 4， 提示 : 反复 利用 定理 23， 可知 公式 一般 
不 成 立 ， 只 是 在 着 们 ,昌国 一 是 二 : 骨 夫 时, 才 威 立 ( 用 妇 纳 法 证 明 }. 


中 5 


5， 提 示 : 入 之 特征 值 为 1, ay wzkw 为 1 之 万 立方 根 )， 两 两 互 异 , 故 有 满 秩 阵 P 
使 P144P 一 diag{1, w, w 中 ， 十 是 仿 例 9， 可 知 e4 一 Pdiag{e, e%, eco 下 P-Ll， 
相应 地 有 关于 sin A 及 cns 星之 式 子 ， 叉 盏 之 五 个 列 向 量 可 分 别 信 为 对 应 于 


1 1 1 I 1 1 
2 ba 之 特征 向 量 , 芍 订 取 (i a e 因 过 nik ep? 中 


1 wi i 1 ww ww 


并 所 
而 有 : 让 a 中 
YY 月 a 


站 = 十 0， 一 6 十 cer 二 we y=e te wwe, 

间 理 可 求 得 sin 及 及 eo 及 4， 

穆 习 了 十 4， 提示 : 直接 由 定义 自明 ”2. 提示 : A' 一 一 有 4 及 记 一 -B=> 

{ 征 x 有 /一 ( 太 Xx 也! 一 xE' 一 (一 丰 ) x(-B) = 自 xB, 对 其 他 情况 可 类 似 地 

解 上 雪 ， 提 示 : 与 县 分 别 为 rn 级 与 肌 级 的 人 (AxBI*-|AxB|.(Ax 

BT |AniBI" A ixBD)-o]Al"m.|Bl"!. (A* x B"). 

练习 四 十 一 ”1. 提示 : 利用 定理 4 焉 其 排 论 1 得 这; 又 由 定理 之 与 定理 44 可 得 

ii). 32， 提示 : 因 有 也 世 PiAPediag {a ho ry 2A), 导 CP14P 

diag{ Bi pas spe 熏 为 关 个 四 的 乘积 , 即 (P)T1 A p=diag{f pi, 
1 0 0 

之 小 这 项 式 无 重 根 。 3， 提示: we 人 0 中 mA (a) 
0 0 0 

一 一 ,上 上 题 之 道 不 成 立 ， 提示: 定理 3 保证 了 

和 是 忆 兴 特 的 . 因 P-idP=diacii, whi PAL. PW mo diag{ th, 

="p Pini 每 DD 为 此 个 和 之 积 ， 当 每 为 交 0 时 | 每 各 半天 驴 汉 正 寂 ， 当 每 

和 <0 时 ， D>0 或 <0 全 由 之 偶 或 奇 而 定 ， 

练习 四 十 二 1. 提示 P14P~B( 上 二 角 , 却 如 >01t> 办 ,内 之 可 令 NM bi) 

寺 贡 BP 1 及 1 和 P(P 可 选 为 西 算 阵 -ytr (BR'B) 一 tz lA) > js 十 于 | 加 

一 -名 | 中 成 立 ， 若 令 配 一 于 ( 昌 士 存 )， 4 一 于 Cd 土豆) 则 号 一 已:.4) 

+ BP-iAAP->tr(Bi By) tr(A; 1) = 得 证 与 证; 旬 ， 提 示 ， 令 

人 一 本 玉 呈 人 一 1 而 作 和 矩阵 四 一 全 有 ， 则 0et 硒 一 人 ddet 唔 ， 设 台 


为 旦 之 -- 特 征 值 , 则 由 定理 # 知 有 某 天 使 |& 一 bis| 专 > [56 ,因而 Ia| 汪 1bisl 
- 训 |541=1, 于 是 detB 之 模 之 1. 
[ 


+ 592s 


dm 


5， 提 示 : 入 之 特征 值 为 1, ay wzkw 为 1 之 万 立方 根 )， 两 两 互 异 , 故 有 满 秩 阵 P 
使 P144P 一 diag{1, w, w 中 ， 十 是 仿 例 9， 可 知 e4 一 Pdiag{e, e%, eco 下 P-Ll， 
相应 地 有 关于 sin A 及 cns 星之 式 子 ， 叉 盏 之 五 个 列 向 量 可 分 别 信 为 对 应 于 


1 1 1 I 1 1 
2 ba 之 特征 向 量 , 芍 订 取 (i a e 因 过 nik ep? 中 


1 wi i 1 ww ww 


并 所 
而 有 : 让 a 中 
YY 月 a 


站 = 十 0， 一 6 十 cer 二 we y=e te wwe, 

间 理 可 求 得 sin 及 及 eo 及 4， 

穆 习 了 十 4， 提示 : 直接 由 定义 自明 ”2. 提示 : A' 一 一 有 4 及 记 一 -B=> 

{ 征 x 有 /一 ( 太 Xx 也! 一 xE' 一 (一 丰 ) x(-B) = 自 xB, 对 其 他 情况 可 类 似 地 

解 上 雪 ， 提 示 : 与 县 分 别 为 rn 级 与 肌 级 的 人 (AxBI*-|AxB|.(Ax 

BT |AniBI" A ixBD)-o]Al"m.|Bl"!. (A* x B"). 

练习 四 十 一 ”1. 提示 : 利用 定理 4 焉 其 排 论 1 得 这; 又 由 定理 之 与 定理 44 可 得 

ii). 32， 提示 : 因 有 也 世 PiAPediag {a ho ry 2A), 导 CP14P 

diag{ Bi pas spe 熏 为 关 个 四 的 乘积 , 即 (P)T1 A p=diag{f pi, 
1 0 0 

之 小 这 项 式 无 重 根 。 3， 提示: we 人 0 中 mA (a) 
0 0 0 

一 一 ,上 上 题 之 道 不 成 立 ， 提示: 定理 3 保证 了 

和 是 忆 兴 特 的 . 因 P-idP=diacii, whi PAL. PW mo diag{ th, 

="p Pini 每 DD 为 此 个 和 之 积 ， 当 每 为 交 0 时 | 每 各 半天 驴 汉 正 寂 ， 当 每 

和 <0 时 ， D>0 或 <0 全 由 之 偶 或 奇 而 定 ， 

练习 四 十 二 1. 提示 P14P~B( 上 二 角 , 却 如 >01t> 办 ,内 之 可 令 NM bi) 

寺 贡 BP 1 及 1 和 P(P 可 选 为 西 算 阵 -ytr (BR'B) 一 tz lA) > js 十 于 | 加 

一 -名 | 中 成 立 ， 若 令 配 一 于 ( 昌 士 存 )， 4 一 于 Cd 土豆) 则 号 一 已:.4) 

+ BP-iAAP->tr(Bi By) tr(A; 1) = 得 证 与 证; 旬 ， 提 示 ， 令 

人 一 本 玉 呈 人 一 1 而 作 和 矩阵 四 一 全 有 ， 则 0et 硒 一 人 ddet 唔 ， 设 台 


为 旦 之 -- 特 征 值 , 则 由 定理 # 知 有 某 天 使 |& 一 bis| 专 > [56 ,因而 Ia| 汪 1bisl 
- 训 |541=1, 于 是 detB 之 模 之 1. 
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+ 592s 


dm 


